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I l l

PREFACE

When a s o l i d  t a r g e t ,  s u c h  a s  c a r b o n  o r  a l u m i n iu m ,  i s  i r r a d i a t e d  

w i t h  a  l a s e r  beam some o f  t h e  e n e r g y  f r om  t h e  l a s e r  c a n  b e  a b s o r b e d  

by t h e  t a r g e t  s u r f a c e  i f  t h e  i n t e n s i t y  o f  t h e  r a d i a t i o n  i s  h i g h  en o u g h .

T h i s  a b s o r b e d  e n e r g y  v a p o r i s e s  and i o n i s e s  t h e  t a r g e t  i n  t h e  r e g i o n  o f  

t h e  f o c a l  s p o t ,  s u c h  t h a t  n e a r  t h e  s o l i d  s u r f a c e  t h e r e  a r e  f r e e  e l e c t r o n s  

and i o n s  p r o d u c e d  a t  v e r y  h i g h  t e m p e r a t u r e s .  T h i s  c o l l e c t i o n  o f  i o n s  

and  e l e c t r o n s , whose  d i m e n s i o n s  a r e  a p p r o x i m a t e l y  t h o s e  o f  t h e  f o c a l  

s p o t  o f  t h e  l a s e r  r a d i a t i o n ,  c o n s t i t u t e s  a s m a l l  h i g h  t e m p e r a t u r e  h i g h  

d e n s i t y  ’p l a s m a ’ and  t h i s  a r e a  o f  s t u d y  i s  known a s  L a s e r  P l a s m a  

I n t e r a c t i o n s .  The i n t e r e s t  i n  t h i s  t y p e  o f  r e s e a r c h  h a s  em er g ed  t h r o u g h  

t h e  p o s s i b i l i t y  o f  p r o d u c i n g  s o u r c e s  o f  h i g h l y  s t r i p p e d  i o n s .  X - r a y s  

and t h e  f e a s i b i l i t y  o f  X - r a y  l a s i n g ,  and t h e  r e c e n t  i m p o r t a n c e  o f  l a s e r  

f u s i o n  ( t h e  p r o d u c t i o n  o f  t h e r m o n u c l e a r  f u s i o n  by t h e  l a s e r  i r r a d i a t i o n  

o f  l i g h t  t a r g e t s ) .

B e c a u s e  o f  t h e  c o m p l e x i t y  o f  a c o m p l e t e  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  l a s e r  t a r g e t  

i n t e r a c t i o n ,  i f  d e a l t  w i t h  a n a l y t i c a l l y ,  c o m p u t e r  ’ c o d e s '  ( l a r g e  c o m p u t e r  

p r o g r a m s )  h a v e  b e e n  w r i t t e n  r e c e n t l y  t o  s t u d y  t h e  d e t a i l e d  i n t e r a c t i o n s  

o f  t h e  v a r i o u s  p r o c e s s e s  i n v o l v e d .  Many o f  t h e s e  c o d e s  a r e  b a s e d  on 

d e s c r i b i n g  t h e  p l a s m a  i n  t h e  M ag n e to h y d r o d y n a m ic  (MHD) a p p r o x i m a t i o n ,  

w h ic h  e s s e n t i a l l y  t r e a t s  t h e  p l a s m a  as  a c o n d u c t i n g  f l u i d  and i t  i s  f o r  

t h e s e  c o d e s  t h a t  t h e  p r e s e n t  work i s  i n t e n d e d .

One a s p e c t  o f  t h e  l a s e r  t a r g e t  i n t e r a c t i o n  i s  c o n c e r n e d  w i t h  t h e  

a t o m i c  p h y s i c s  p r o c e s s e s  p r e s e n t  i n  t h e  p l a s m a .  T h i s  d e a l s  w i t h  t h e  v a r i o u s  

i o n i s a t i o n  and r e c o m b i n a t i o n  p r o c e s s e s  and e n a b l e s  one  t o  c a l c u l a t e  

s u c h  q u a n t i t i e s  as  t h e  p l a s m a  ( k i n e t i c )  p r e s s u r e ,  t h e  i n t e r n a l  e n e r g y  

( t h e r m a l  p l u s  i o n i s a t i o n )  and t h e  p l a s m a  r a d i a t i o n ,  an d  c o n s t i t u t e s  an



IV

a t o m i c  p h y s i c s  mod el  o f  t h e  p l a s m a  c o n c e r n e d .  I n  g e n e r a l  t h e s e  model s  

a r e  b a s e d  on c a l c u l a t i n g  t h e  p o p u l a t i o n  d e n s i t i e s  o r  t h e  f r a c t i o n a l  

p o p u l a t i o n  d e n s i t i e s  f ^  (w h e re  f ^  i s  t h e  f r a c t i o n  o f  z t i m e s  i o n i s e d  

m a t e r i a l )  o f  t h e  v a r i o u s  i o n i s a t i o n  s t a g e s ,  f r o m  w h i c h  t h e  m a c r o s c o p i c  

v a r i a b l e s  d e s c r i b e d  ab o v e  may t h e n  b e  c a l c u l a t e d .  The f ^  a r e  g o v e r n e d  

by a  ' r a t e '  e q u a t i o n  o f  t h e  f o l l o w i n g  fo rm

9 f

F T  = Sz O )

w h e r e  a i s  known as  t h e  r a t e  c o e f f i c i e n t  and g i s  a  f u n c t i o n  o f  t h e  z z

o t h e r  f r a c t i o n s  p r e s e n t .  T h i s  t h e s i s  d e s c r i b e s  a m e thod  o f  s o l v i n g  t h e  

ab o v e  t y p e  o f  e q u a t i o n ,  f r o m  w h ic h  we d e v e l o p  a c o m p l e t e  a t o m i c  p h y s i c s  

model  i n t e n d e d  t o  s u p p l e m e n t  a n  MHD d e s c r i p t i o n  o f  t h e  p l a s m a  i n  c o m p u t e r  

c o d e s .

The m ai n  f e a t u r e s  o f  t h e  m o d e l ,  t o  be  d e v e l o p e d ,  c a n  b e  s u m m a r i s e d  

a s  f o l l o w s .  F i r s t  o f  a l l ,  we i n c l u d e  t h e  e x p l i c i t  t i m e  d e p e n d e n c e  o f  

t h e  i o n i s a t i o n  f r a c t i o n s  as  i n  t h e  l e f t  h a n d  s i d e  o f  e q u a t i o n  ( 1 ) .  We 

t h u s  a l l o w  f o r  t h e  f i n i t e  r a t e s  a t  w h i c h  t h e  a t o m i c  p h y s i c s  p r o c e s s e s  

o c c u r  i n  t h e  p l a s m a .  We s o l v e  o n l y  f o r  t h e  g r o u n d  s t a t e  p o p u l a t i o n  

d e n s i t i e s  o f  t h e  i o n i s a t i o n  s t a g e s  t h u s  n e g l e c t i n g  c o m p l e t e l y  t h e  

p o p u l a t i o n s  o f  t h e  e x c i t e d  s t a t e s .  S e c o n d l y ,  we c o n s i d e r  o n l y  t h r e e  

a d j a c e n t  i o n i s a t i o n  f r a c t i o n s ,  s u c h  t h a t  a t  any one t i m e  we h a v e  o n l y  

t h r e e  c o u p l e d  e q u a t i o n s  o f  t h e  t y p e  (1)  t o  s o l v e .  The r a t e  c o e f f i c i e n t s  

f o r  t h e s e  v a r i o u s  i o n i s a t i o n  and r e c o m b i n a t i o n  p r o c e s s e s  a r e  as sumed 

known and a c c u r a t e  f o r  t h e  i n t e r a c t i o n s  c o n c e r n e d .  F i n a l l y ,  t h e  

metho d o f  s o l v i n g  t h e  c o u p l e d  e q u a t i o n s  o f  t y p e  (1)  i s  b a s e d  on t a k i n g  

l o c a l l y  a n a l y t i c  s o l u t i o n s  t o  t h e  r a t e  e q u a t i o n s ,  f r o m  w h i c h  we t h e n  

c o n s t r u c t  a c o m p l e t e  a t o m i c  p h y s i c s  mode l  t o  s u p p l e m e n t  an MHD d e s c r i p t i o n  

o f  t h e  l a s e r  t a r g e t  i n  c o m p u t e r  c o d e s .



CHAPTER 1

E x p o s i t i o n  o f  t h e  p r o b l e m

An o u t l i n e  o f  t h e  b a s i c  a t o m i c  p h y s i c s  t h e o r y  w i l l  b e  

p r e s e n t e d  t o g e t h e r  w i t h  a d i s c u s s i o n  o f  t h e  c o n t e m p o r a r y  a t o m i c  

p h y s i c s  m o d e l s  f o r  a  p l a s m a  u n d e r g o i n g  i o n i s a t i o n  and r e c o m b i n a t i o n ,



2.

1 . 1  On t h e  r o l e  o f  C o m p u t a t i o n a l  P h y s i c s

I t  i s  now a b o u t  15 y e a r s  s i n c e  s c i e n t i s t s  f i r s t  s t a r t e d  s o l v i n g

( l  2 3 )p r o b l e m s  w i t h  t h e  a i d  o f  c o m p u t e r s .  ’ * D u r i n g  t h i s  t i m e ,  t h e

r e s o u r c e s  o f  T h e o r e t i c a l  P h y s i c s ,  N u m e r i c a l  A n a l y s i s ,  C o m p u te r  S c i e n c e  

and E x p e r i m e n t a l  P h y s i c s  w e re  b e i n g  c a l l e d  upon  c o n t i n u a l l y  and i t  

so o n  became  a p p a r e n t  t h a t  t h e  s u b j e c t  o f  ' C o m p u t a t i o n a l  P h y s i c s '  was 

e m e r g i n g  t o  fo rm  an a c a d e m i c  d i s c i p l i n e  i n  i t s  own r i g h t .

The i m p o r t a n c e  o f  t h e  s u b j e c t  c a n n o t  be  u n d e r e s t i m a t e d .  I n  

p r e v i o u s  y e a r s ,  t h r o u g h o u t  t h e  s c i e n c e  s t u d e n t ' s  u n i v e r s i t y  t r a i n i n g ,  

he  was c o n f i n e d  t o  p r o b l e m s  o f  a r a t h e r  s p e c i a l  n a t u r e .  I n  g e n e r a l ,  

t h e y  r e s u l t e d  f r o m  a  s t u d y  o f  i d e a l i s e d  p h y s i c a l  s y s t e m s  and a r e  

c a l l e d  ' l i n e a r '  p r o b l e ms , ^ ^  T h es e  l i n e a r  ( o r  i d e a l i s e d )  p r o b l e m s  

ha v e  b e e n  s t u d i e d  f o r  h u n d r e d s  o f  y e a r s  and a s  a r e s u l t ,  t h e y  a r e  v e r y  

w e l l  u n d e r s t o o d  and fo rm  an  i m p o r t a n t  p a r t  o f  t h e  s c i e n c e  s t u d e n t ' s  

e d u c a t i o n .  A f t e r  U n i v e r s i t y ,  h o w e v e r ,  i f  t h e  s t u d e n t  w e n t  i n t o  

i n d u s t r y  o r  i n t o  r e s e a r c h  i n  g e n e r a l ,  he  f o u n d  t h a t  t h e  ' t o o l s '  w i t h  

w h ic h  h e  h a d  b e e n  e q u i p p e d  f o r  t h e  s t u d y  o f  l i n e a r  p r o b l e m s  v e r y  l i t t l e  

u s e  i n  t a c k l i n g  r e a l  s i t u a t i o n s .  The m e thods  o f  C o m p u t a t i o n a l  P h y s i c s  

now p r o v i d e  t h e  s t u d e n t  w i t h  an  i m m e d ia t e  and p o w e r f u l  . t o o l  f o r  

s t u d y i n g  t h e s e  r e a l  s y s t e m s .

T h i s  i s  n o t  t o  s a y  t h a t  t h e  s t u d y  o f  l i n e a r  s y s t e m s  s h o u l d  be  

ab a n d o n e d  w i t h  a l l  e f f o r t  d e v o t e d  t o  t h e  f i e l d  o f  c o m p u t a t i o n a l  p h y s i c s .  

I n d e e d ,  s i n c e  c o m p u t e r  s o l u t i o n s  c a n  n e v e r  b e  e x a c t ,  t h e i r  c r e d i b i l i t y  

r e l i e s  h e a v i l y  on how w e l l  t h e y  com pare  w i t h  t h e  few e x a c t  s o l u t i o n s  

t h a t  a r e  known f r o m  s t u d y i n g  i d e a l i s e d  s y s t e m s . R a t h e r , c o m p u t a t i o n a l  

p h y s i c s  s h o u l d  b e  s e e n  i n  some ways  a s  b r i d g i n g  t h e  gap b e t w e e n  t h e  

l i n e a r  t h e o r y  and  e x p e r i m e n t .  I n  o r d e r  t o  g a i n  an  u n d e r s t a n d i n g  o f  t h e  

p h y s i c a l  s y s t e m ,  t h e  s t r a t e g y  mus t  b e  t o  a p p r o a c h  t h e  p r o b l e m  on a 

u n i t e d  f r o n t ,  w i t h  a k n o w le d g e  o f  l i n e a r  p r o b l e m s ,  c o m p u t a t i o n a l  p h y s i c s  

and e x p e r i m e n t a l  p h y s i c s  a t  o u r  d i s p o s a l .  The t a c t i c s  w i l l  t h e n  be
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t o  c o n t i n u a l l y  r e i n f o r c e  t h e  i n d i v i d u a l  s t r e n g t h s  o f  e a c h  o f  t h e s e  m e thods  

by t h e i r  m u t u a l  i n t e r a c t i o n s  a s  s e e n  i n  f i g .  1 . 1

Physical
system

Checks Comparisons

Computational physics ^

Linear
theory Experiment

Computer
model

F i g .  1 . 1  S t r a t e g y  f o r  t h e  s c i e n t i f i c  u n d e r s t a n d i n g  o f  
p h y s i c a l  s y s t e m s

From t h e  p h y s i c a l  s y s t e m  we ca n  c o n s t r u c t  t h e  l i n e a r  t h e o r y  g o v e r n i n g  

t h e  s y s t e m ,  t h e  c o m p u t e r  model  r e p r e s e n t i n g  t h e  s y s t e m ,  an d  t h e  

e x p e r i m e n t  t o  s t u d y  t h e  s y s t e m .  The l i n e a r  t h e o r y  c a n  b e  u s e d  t o  p r o v i d e  

c h e c k s  f o r  t h e  c o m p u t e r  mod el  i n  a r e s t r i c t e d  s e t  o f  c i r c u m s t a n c e s .  The 

c o m p u t e r  model  c a n  t h e n  b e  t e s t e d  a g a i n s t  t h e  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  and ca n  

i n d i c a t e  w h a t  t h e  e x p e r i m e n t a l i s t  s h o u l d  be  l o o k i n g  f o r .  T h i s  b e i n g  d o n e ,  

t h e  c o m p u t e r  model  may h a v e  t o  be  m o d i f i e d  ( e . g .  t o  i m p ro v e  t h e  u n d e r l y i n g  

p h y s i c s  i n  t h e  m o d e l ) . We t h e n  ca n  r e c h e c k  w i t h  l i n e a r  t h e o r y  an d  t h e  c y c l e  

s t a r t s  a g a i n .  I n  a few c a s e s  t h e  l i n e a r  t h e o r y  c a n  b e  co m pared  d i r e c t l y  

t o  t h e  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s .  I n  t h i s  way we ho pe  t o  make p r o g r e s s .  I t  

i s  h oped  t h a t  t h e  p h i l o s o p h y  o f  f i g .  1 . 1  i s  made a p p a r e n t  t h r o u g h o u t  t h i s  

w o r k .
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T h i s  t h e s i s  i s  c o n c e r n e d  w i t h  t h e  d e v e lo p m e n t  o f  a  c o m p u t e r  model

f o r  s t u d y i n g  t h e  t i m e - d e p e n d e n t  a t o m i c  p h y s i c s  p r o c e s s e s  w h i c h  o c c u r  when
( 7 , 8 , 9 )

a  s o l i d  t a r g e t  i s  i r r a d i a t e d  w i t h  h i g h  i n t e n s i t y  l a s e r  r a d i a t i o n .  T h i s

c h a p t e r  d e s c r i b e s  t h e  ' s t a t e  o f  t h e  a r t '  a t  t h e  p r e s e n t  t i m e .

C o n t e m p o r a r y  m o d e l s  f o r  t h e  same p h y s i c a l  p r o c e s s e s ,  i . e .  i o n i s a t i o n

an d  r e c o m b i n a t i o n  i n  a  p l a s m a , a r e  d i s c u s s e d  t o g e t h e r  w i t h  t h e i r  w e a k n e s s e s .

and  a d v a n t a g e s .  I n  C h a p t e r  2 we p r e s e n t  t h e  b a s i c  t h e o r y  upon w h ic h

t h e  p r e s e n t  model  i s  b a s e d .  I t  d e s c r i b e s  t h e  m e thod  by w h i c h  we f o l l o w

t h e  t i m e  e v o l u t i o n  o f  t h e  i o n i s a t i o n  f r a c t i o n s .  I n  C h a p t e r  3 we

show how t h e  e q u a t i o n  o f  s t a t e  f o r  t h e  p l a s m a  c a n  b e  f o u n d  f r o m  a  k n o w le d g e

o f  t h e  i o n i s a t i o n  f r a c t i o n s  ( i . e .  we d e r i v e  s u c h  t h i n g s  a s  i n t e r n a l  e n e r g y ,

p r e s s u r e ,  s p e c i f i c  h e a t  and r a d i a t i o n  l o s s ) .  C h a p t e r  4 d e s c r i b e s  t h e

c o m p u t a t i o n a l  d e t a i l s  o f  t h e  a l g o r i t h m  and t h e  q u e s t i o n s  o f  a c c u r a c y ,

s t a b i l i t y  e t c .  a r e  e x a m i n e d .  I n  C h a p t e r  5 we g i v e  d e t a i l s  o f  how t h e  model

( 10)
:wa« i m p l e m e n t e d  i n t o  t h e  two d i m e n s i o n a l  l a s e r  t a r g e t  c o d e  CASTOR 

t o g e t h e r  w i t h  some r e s u l t s .

1 . 2  I n t r o d u c t i o n  and M o t i v a t i o n

Wi th  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  h i g h  p o w e red  l a s e r s  an d  t h e  c u r r e n t  i n t e r e s t

i n  l a s e r  f u s i o n ^ ^ ^ '  an d  l a s e r  p l a s m a  i n t e r a c t i o n s ^  i t  i s

o f  g r e a t  i n t e r e s t  t o  b e  a b l e  t o  e s t i m a t e  r e l i a b l y  t h e  d e g r e e  o f  i o n i s a t i o n

o r  t h e  e f f e c t i v e  i o n  c h a n g e < z >  o f  t h e  p l a s m a .  The i o n i s a t i o n  may n o t

a l w a y s  be  a ssum ed  i n s t a n t a n e o u s  an d  c o m p l e t e  -  e s p e c i a l l y  i f  some o f  t h e

h e a v i e r  e l e m e n t s  a r e  b e i n g  u s e d  a s  t a r g e t s  f o r  t h e  l a s e r  r a d i a t i o n .

I n  t h i s  c a s e ,  t h e  i o n i s a t i o n  e n e r g y  may fo rm  an i m p o r t a n t  p a r t  o f  t h e

e q u a t i o n  o f  s t a t e .  A d d i t i o n a l l y ,  t o  e s t i m a t e  t h e  r a d i a t i o n  l o s s  a c c u r a t e l y ,

we must  know t h e  d e n s i t y  o f  f r e e  e l e c t r o n s  and t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  

l l 5  )i o n i c  s t a t e s  . Once <z> i s  known, t h e  t h e rm o d y n a m i c  p r o p e r t i e s  

( e g .  t h e  i n t e r n a l  e n e r g y ,  p r e s s u r e  e t c . )  o f  t h e  p l a s m a  c a n  be  d e t e r m i n e d .
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I n  g e n e r a l ,  h o w e v e r ,  t h e  c a l c u l a t i o n  o f  t h e  e f f e c t i v e  c h a r g e  i n v o l v e s  t h e  

s o l u t i o n  o f  a f a i r l y  l a r g e  s y s t e m  o f  c o u p l e d ,  n o n - l i n e a r ,  p a r t i a l  

d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s .  The m e thod  o f  s o l v i n g  t h e  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s ,  

i n  t h i s  t h e s i s ,  w i l l  b e  t h e  s u b j e c t  o f  C h a p t e r  2 .  To a v o i d  t h i s  

p r o c e d u r e ,  many w o r k e r s  h a v e  made b a s i c  a s s u m p t i o n s  i n  t h e  p h y s i c s  i n v o l v e d  

i n  o r d e r  t o  o b t a i n  a  s i m p l e r  and h e n c e  s o l v a b l e  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s .

T h e s e  a s s u m p t i o n s  t o g e t h e r  w i t h  some m ode l s  f o r  t h e  a t o m i c  p h y s i c s  

p r o c e s s e s  i n  t h e  p l a s m a  w i l l  b e  d i s c u s s e d  i n  s e c t i o n  1 . 5 .

R e c e n t l y  a c o m p r e h e n s i v e  l i s t  o f  t h e  i o n i s a t i o n  a n d  r e c o m b i n a t i o n  

r a t e  c o e f f i c i e n t s  a s  a  f u n c t i o n  o f  e l e c t r o n  d e n s i t y  an d  t e m p e r a t u r e  h a s  

b e e n  p u b l i s h e d  i n  t a b u l a r  f o r m ,  f o r  t h e  e l e m e n t s  i n  t h e  p e r i o d i c  t a b l e  

up t o  PTgon.  F i g .  1 . 2  shows t h e  v a r i a t i o n  o f  t h e  i o n i s a t i o n  and

r e c o m b i n a t i o n  r a t e  c o e f f i c i e n t s  f o r  t h e  d i f f e r e n t  i o n  s t a g e s ,  a s  a 

f u n c t i o n  o f  t h e  e l e c t r o n  t e m p e r a t u r e  i n  c a r b o n ,  an d  i t  i s  t h e s e  c o e f f i c i e n t s  

w h ich  w i l l  be  u s e d  h e r e .  The d e t a i l s  i n v o l v e d  i n  t h e  c a l c u l a t i o n  o f  

t h e s e  c o e f f i c i e n t s  w i l l  n o t  b e  m e n t i o n e d  a s  t h e y  a r e  d i s c u s s e d  i n  t h e  

p r e v i o u s  r e f e r e n c e .  I t  w i l l  b e  a ssum ed  i n  t h e  t h e s i s  t h a t  t h e  r a t e  

c o e f f i c i e n t s  f o r  t h e  v a r i o u s  a t o m i c  p r o c e s s e s  a r e  known,  an d  a c c u r a t e ,  

f o r  t h e  m a t e r i a l s  we a r e  i n t e r e s t e d  i n .

T h r o u g h o u t  t h i s  work most  o f  t h e  e m p h a s i s  w i l l  b e  p l a c e d  upon t h e  

c o m p u t a t i o n a l  p h y s i c s  r a t h e r  t h a n  t h e  a t o m i c  p h y s i c s  a s p e c t s  o f  t h e  p r o b l e m ,  

t h i s  r e f l e c t i n g  t h e  a u t h o r ' s  i n t e r e s t .  The model  was d e v e l o p e d

c o n c u r r e n t l y  w i t h  a  two d i m e n s i o n a l  E u l & r i a n  l a s e r - t a r g e t  co d e  w h ich

r e q u i r e d  a r a t e  e q u a t i o n  s o l v e r  p a c k a g e .  The co d e  was r e q u i r e d  t o  h e l p  

i n v e s t i g a t e  e x p e r i m e n t s  i n  p r o g r e s s  a t  Culham L a b o r a t o r y ^

B e c a u s e  t h e  model  was t o  b e  d e v e l o p e d  f o r  u s e  i n  a c o m p u t e r  c o d e ,  t h i s  

im p o sed  v e r y  s e v e r e  r e s t r i c t i o n s  on i t s  d e s i g n .  I t  m ean t  t h a t  t h e

a l g o r i t h m  h ad  t o  b e  v e r y  f a s t  s i n c e  t h e  r a t e  e q u a t i o n s  h a d  t o  b e  s o l v e d

a t  e a c h  s p a c e - t i m e  p o i n t  on a t w o - d i m e n s i o n a l  mesh .  The p r o b l e m s  o f  

s p e e d  o f  t h e  c a l c u l a t i o n  an d  t h e  s t o r a g e  o f  t h e  i o n i s a t i o n  s t a g e  

V e c t o r ' a r e  d i s c u s s e d  i n  C h a p t e r  4 .
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F i n a l l y ,  i t  w i l l  be  shown i n  C h a p t e r  5 how t h e  m o d e l ,  d e v e l o p e d

i n  C h a p t e r  2 ,  c a n  be  u s e d  a s  a  modu le  o r  p a c k a g e  f o r  i n s e r t i o n  i n t o

c o m p u t e r  c o d e s  i n  g e n e r a l .  I t  c a n  t h e n  fo rm  t h e  b a s i s  o f  a model  f o r

l o o k i n g  a t  t h e  e x c i t e d  s t a t e  p o p u l a t i o n  w i t h i n  e a c h  i o n i s a t i o n  s t a g e ,

1 . 3  Atomic  P h y s i c s  T h e o r y  f o r  H y d r o g e n ^

We b e g i n  o u r  d i s c u s s i o n  o f  a t o m i c  p h y s i c s  t h e o r y  by i t s  a p p l i c a t i o n

t o  a  v e r y  s i m p l e  s y s t e m .  The d i s c u s s i o n  w i l l  b e  c o n f i n e d  t o  t h e

e x c i t a t i o n ,  i o n i s a t i o n ,  and t h e  r e c o m b i n a t i o n  o f  H y d ro g en  H w i t h  e l e c t r o n s  e .

+We d e n o t e  n e u t r a l  h y d r o g e n  by H an d  i o n i s e d  h y d r o g e n  by H ( h y d r o g e n  i n

i t s  n e u t r a l  s t a t e  c o n s i s t s  o n l y  o f  one  p r o t o n  an d  one e l e c t r o n ) .

We d e n o t e  t h e  p r i n c i p a l  q u an tu m  numbers  o f  t h e  d i s c r e t e  l e v e l s  i n  

t h e  h y d r o g e n  s y s t e m  by p ,  q ,  . . .  and c f o r  t h e  c o n t i n u u m .  n:(p) , n ( q )  

w i l l  t h e n  r e p r e s e n t  t h e  number  d e n s i t i e s  o f  a toms i n  t h e  l e v e l s  i n d i c a t e d  

and n ( c )  f o r  t h e  number  o f  f r e e  e l e c t r o n s .  A l s o ,  n(H^)  w i l l  r e p r e s e n t

t h e  number  o f  b a r e  n u c l e i .  We now d e f i n e

a .  S ( p , c > *  t o  b e  t h e  r a t e  c o e f f i c i e n t  f o r  t h e  p r o c e s s : -

+H(p)  + e > > H + e  + e ( 1 . 3 . 1 )

i . e .  t h e  c o l l i s i o n a l  i o n i s a t i o n  o f  a h y d r o g e n  a tom ,  j.-'i,; sHtfcte p   ̂ t o  

p r o d u c e  a h y d r o g e n  i o n  p l u s  an  e l e c t r o n ,  by  a f r e e  e l e c t r o n

b .  S ( p , q )  t o  b e  t h e  r a t e  c o e f f i c i e n t  f o r  t h e  p r o c e s s : -

H(p )  + e H(q)  + e  ( 1 . 3 . 2 )

i . e .  t h e  c o l l i s i o n a l  e x c i t a t i o n  o f  an  e l e c t r o n  i n  s t a t e  p ,

i n  a h y d r o g e n  a tom  t o  one  i n  s t a t e  q ,  by  a  f r e e  e l e c t r o n

c .  g ( c , p )  t o  b e  t h e  r a t e  c o e f f i c i e n t  f o r  t h e  p r o c e s s

+ e  + e H(p)  + e , ( 1 . 3 . 3 )

i . e .  t h e  r e c o m b i n a t i o n  o f  a f r e e  e l e c t r o n ,  by  t h e  ab ove t h r e e

bod y p r o c e s s ,  w i t h  an  i o n i s e d  h y d r o g e n  a tom t o  fo rm  a

h y d r o g e n  a tom w i t h  i t s  e l e c t r o n  i n  t h e  e x c i t e d  s t a t e  p .

I t  s h o u l d  be  n o t e d  t h a t  t h e  t h r e e  b o d i e s  a r e  n e c e s s a r y  i n

o r d e r  t o  c o n s e r v e  momentum and e n e r g y .

*The r a t e  c o e f f i c i e n t  i s  d e f i n e d  s u c h  t h a t  n ( c )  n ( p )  S ( p , c )  i s  t h e  number
o f  c o l l i s i o n s  o f  t h i s  t y p e  w h i c h  o c c u r  p e r  cm^ p e r  s e c .
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d .  ct(p) t o  b e  t h e  r a t e  c o e f f i c i e n t  f o r  t h e  p r o c e s s

h '*' + e H(p)  + hv ( 1 . 3 . 4 )

i . e .  t h e  r e c o m b i n a t i o n  o f  a f r e e  e l e c t r o n ,  by t h e  abov e

p r o c e s s , w i t h  an i o n i s e d  h y d r o g e n  a tom  t o  fo r m  a h y d r o g e n  

a tom w i t h  i t s  e l e c t r o n  i n  t h e  e x c i t e d  s t a t e  p and t h e  

e m i s s i o n  o f  a p h o t o n  ( h v )

A l l  o f  t h e  r a t e  c o e f f i c i e n t s  i n  t h e  above  p r o c e s s e s  a r e  f u n c t i o n s  o f  

e l e c t r o n  t e m p e r a t u r e  an d  d e n s i t y .  The above  p r o c e s s e s  h o l d  f o r  h y d r o g e n  

s y s t e m s  and h a v e  b e e n  t h e  s u b j e c t  o f  much r e s e a r c h .  No more w i l l  b e  

s a i d  a b o u t  t h e s e  s y s t e m s  an d  we w i l l  now go on t o  s t u d y  more co m plex  

p r o c e s s e s .

1 . 4  A tom ic  P h y s i c s  T h e o r y  f o r  Many E l e c t r o n  A to m s ^

F o r  n o n - h y d r o g e n l i k e  s p e c i e s ,  t h e  p r o b l e m  becomes  e x t r e m e l y  c o m p l i c a t e d ,  

F o r  many e l e c t r o n  a t om s  t h e r e  i s  more t h a n  one s t a g e  o f  i o n i s a t i o n  p o s s i b l e  

and t h e  p r o c e s s e s  o f  s e c t i o n  1 . 3  must  b e  c o n s i d e r e d  i n  an d  b e t w e e n  t h e  

v a r i o u s  i o n i s a t i o n  s t a g e s .  I n  a d d i t i o n ,  t h e y  s h o u l d  b e  e x t e n d e d  t o  

i n c l u d e  m u l t i p l y  e x c i t e d  l e v e l s ,  a u t o i o n i s a t i o n ,  d i e l e c t r o n i c  r e c o m b i n a t i o n  

e t c .

I t  s h o u l d  now b e  n o t e d  t h a t  t h e  r a t e  c o e f f i c i e n t s  a r e  a d d i t i o n a l l y  

f u n c t i o n s  o f  t h e  p a r t i c u l a r  s t a g e  o f  i o n i s a t i o n  we a r e  c o n c e r n e d  w i t h .

The u s e  6 f  t h e  s u p e r s c r i p t  on  8 ,  i . e .  ( p , q )  w i l l  i n d i c a t e  t h e  l e v e l  o f  

i o n i s a t i o n  c o n c e r n e d .  Th e l e t t e r  A w i l l  b e  u s e d  i n s t e a d  o f  H t o  d e n o t e  

t h e  m a t e r i a l  c o n c e r n e d  and A^ (p)  s h o u l d  be  i n t e r p r e t e d  a s  t h e  z - t i m e s  

i o n i s e d  a tom  o f  e l e m e n t  A whose  o u t e r  e l e c t r o n  i s  i n  t h e  e x c i t e d  s t a t e  p .  

Thus  we d e f i n e
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a .  S ^ ( p , c >  t o  b e  t h e  r a t e  c o e f f i c i e n t  f o r  t h e  p r o c e s s

A ^ (p )  + e ->• A ^ ^ ^ (q )  + e + e ( 1 . 4 . 1 )

i . e .  t h e  c o l l i s i o n a l  i o n i s a t i o n  o f  a  z - t i m e s  i o n i s e d  a tom  

o f  e l e m e n t  A t o  p r o d u c e  a  (z +1 )  t i m e s  i o n i s e d  a tom o f  t h e  same 

e l e m e n t  p l u s  an  e l e c t r o n ^  o u te - r  e.Ce,c_b'crv̂ & i n p  ClV\c1

b .  3 ^ ( P » q )  t o  b e  t h e  r a t e  c o e f f i c i e n t  f o r  t h e  p r o c e s s

A^ (p)  + e  + e  »  A^ ^ ( q )  + e ( 1 . 4 . 2 )

i . e .  t h e  r e c o m b i n a t i o n  o f  a f r e e  e l e c t r o n  w i t h  a  z - t i m e s  

i o n i s e d  a to m  o f  A whose  o i i t e r  e l e c t r o n  i s  i n  t h e  s t a t e  p ,  

t o  t h e  ( z - 1 )  t i m e s  i o n i s e d  a tom o f  A whose  o u t e r  e l e c t r o n  

i s  i n  s t a t e  q .

c .  a ^ ( p , q )  t o  b e  t h e  r a t e  c o e f f i c i e n t  f o r  t h e  p r o c e s s : -

A^( p )  + e -J- A^ ^ ( q )  -h hv ( 1 . 4 . 3 )

i . e .  t h e  r e c o m b i n a t i o n  o f  a f r e e  e l e c t r o n  w i t h  a  z - t i m e s  

i o n i s e d  a tom  o f  A whose  o u t e r  e l e c t r o n  i s  i n  s t a t e  (p)  t o  

p r o d u c e  a ( z - 1 )  t i m e s  i o n i s e d  a tom o f  A p l u s  a p h o t o n  ( h v ) .

I t  s h o u l d  b e  n o t i c e d  t h a t  t h e  p r o c e s s e s  o f  c o l l i s i o n a l  e x c i t a t i o n  and 

d e - e x c i t a t i o n  a s  d i s c u s s e d  i n  s e c t i o n  1 . 3  h a v e  b e e n  o m i t t e d  i n  t h i s  s e c t i o n .  

The r e a s o n  f o r  t h i s  i s  t h a t  we w i l l  b e  c o n c e r n e d  o n l y  w i t h  p r o c e s s e s  w h ich  

ch a n g e  t h e  p o p u l a t i o n  d e n s i t i e s  o f  t h e  g i v e n  i o n i s a t i o n  s t a g e s  and t h e  

above  p r o c e s s e s  o n l y  e f f e c t  t h e  i n t e r n a l  s t r u c t u r e  w i t h i n  e a c h  g i v e n  

i o n i s a t i o n  s t a g e .

U s i n g  t h e  ab o v e  n o t a t i o n ,  we now e x a m in e  how t h e s e  d i f f e r e n t  

r a t e  p r o c e s s e s  c a n  c a u s e  c h a n g e s  i n  t h e  p o p u l a t i o n  d e n s i t y  o f  a  g i v e n  

i o n  s t a g e  n (= ^ n (p )  w h e re  p i n d i c a t e s  an  e x c i t e d  s t a t e ) . C o n s i d e r i n g
*= p ^

a l l  t h e  v a r i o u s  p r o c e s s e s  i n  an d  a r o u n d  t h e  i o n  s t a g e  z we a r e  l e d  t o  t h e  

d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n ^ ^ ^
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9n
+ V. ( n ^ )  = ~ l  n ^ n ^ ( p )  S ^ ( p , c )  + I  S ( p , c )

P P

-I I n̂ (p) 3"^(P,.q.) -Ï- I I n2n̂ ^̂ (p) 3̂ ^̂ (p,q) 
a  p a  p

I  I  %e %z(P)  o f  ( P ' S )  + 1 1  " e * z + l ( P )  “  ( P ' 4 )
9L p q p

( 1 . 4 . 4 )

N o t i c e  t h a t  t h e  t e r m  V . ( n  v) i s  i n c l u d e d  t o  a c c o u n t  f o r  c h a n g e s  i n  n
— z— z

due t o  c o m p r e s s i o n  an d  a d v e c t i o n  o f  t h e  f l u i d .  The f i r s t  two t e r m s  

on t h e  r i g h t  h a n d  s i d e  o f  e q u a t i o n  ( 1 . 4 . 4 )  r e p r e s e n t  c o l l i s i o n a l  i o n i s a t i o n  

f r o m  l e v e l s  z and z - 1 ;  t h e  n e x t  two t e r m s  r e p r e s e n t  t h r e e - b o d y  

r e c o m b i n a t i o n s  w i t h  l e v e l s  z and z+1 ,  an d  t h e  l a s t  two t e r m s  r e p r e s e n t  

r a d i a t i v e  r e c o m b i n a t i o n  w i t h  t h e  l e v e l s  z and z+1 .  E ac h  o f  t h e  abov e 

t e r m s  can be  w r i t t e n  i n  t h e  more g e n e r a l  fo rm

I  I  (P)  A ( p , q )  ( 1 . 4 . 5 )
P &

w h ic h  i n  t u r n  c a n  b e  e x p r e s s e d  as

( 1 . 4 . 6 )%  ^ * z ( P )  Z A ^ ( p , q )  = n I  n (p)
p f i  P -J T

A=(p)

w h e re  HA^(P)I]p g i v e s  t h e  c o e f f i c i e n t  f o r  t h e  r a t e  p r o c e s s  d e s c r i b e d  by A, 

b e t w e e n  t h e  l e v e l s  p and any o f  q̂ . Now s i n c e

" < * ( P )>  = I  n (P )  i(<(P) ( 1 . 4 . 7 )
P ^

w he re  <ij>(p)> r e p r e s e n t s  t h e  a v e r a g e d  v a l u e  o f  ^ ( p )  o v e r  a l l  t h e  s t a t e s  p , 

we ca n  r e w r i t e  e q u a t i o n  ( 1 . 4 . 5 )  a s
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n n < [Â^(p)I] > ( 1 . 4 , 8 )
T

w h e r e  n = ^ n  (p )  ( 1 . 4 . 9 )z zz

o r  more s i m p l y  a s

n n  <A ( 1 . 4 . 1 0 )e z

z.w h e re  < A ' . ' > g i v e s  t h e  r a t e  c o e f f i c i e n t  summed o v e r  t h e  l e v e l s  p and q .  

U s i n g  t h i s  n o t a t i o n ,  e q u a t i o n  ( 1 . 4 . 4 )  c a n  b e  r e w r i t t e n  as

8n __z
St + V. (n v) = -n  n ^-i- n n <S  ̂ V  “  z -  e  z e  z - 1  '  ^

- n %  <$>. ^  + n ^n  ( 1 . 4 . 1 1 )
e z e  z+1 ^

- n  n <fx: ^ +  n n . <;a e z e z+1

w h e re  t h e  q u a n t i t i e s  i n  p a r e n t h e s i s  a r e  now a v e r a g e d  r a t e  c o e f f i c i e n t s  

o v e r  t h e  e x c i t e d  s t a t e s . *  A l t h o u g h  s t r i c t l y  s p e a k i n g  i t  i s  t h e s e  a v e r a g e d  

r a t e  c o e f f i c i e n t s  we s h o u l d  u s e  i n  o u r  c a l c u l a t i o n s ,  i n  many c a s e s  t h e y  

a r e  n o t  a v a i l a b l e  and one c a n  o n l y  a p p r o x i m a t e  t h e i r  v a l u e .  However,  we 

s h a l l  assume t h a t  t h e s e  q u a n t i t i e s  h a v e  b e e n  d e t e r m i n e d  a c c u r a t e l y  by some 

means  and p r o c e e d  f r om  t h e r e .  I n  w h a t  f o l l o w s  we r e p l a c e  ^A  ^^by Â  

f o r  c o n v e n i e n c e .

1 . 5  Some C o n t e m p o r a r y  At om ic  P h y s i c s  Models

I n  t h i s  s e c t i o n  a b r i e f  s u r v e y  o f  t h e  b e t t e r  known a t o m i c  p h y s i c s  

m ode l s  w i l l  b e  g i v e n  t o g e t h e r  w i t h  t h e i r  l i m i t a t i o n s  a s  f a r  as  a p p l i c a t i o n  

t o  t h e  l a s e r  p r o d u c e d  p l a s m a  i s  c o n c e r n e d .  The m o d e l s  c a n  be  d i v i d e d  

b a s i c a l l y  i n t o  two g ro u p s '  -  s t e a d y  s t a t e  and t i m e  d e p e n d e n t  m o d e l s  -  and 

i t  i s  i n  t h i s  o r d e r  t h e y  w i l l  be  p r e s e n t e d  h e r e .  I t  w i l l  be  shown l a t e r  

t h a t ,  i n  g e n e r a l ,  t i m e  d e p e n d e n t  m ode l s  must  b e  u s e d  f o r  s t u d y i n g  l a s e r -  

p l a s m a  i n t e r a c t i o n s .



1 2 .
( 1 r; \

a .  The L o c a l  Th ermod yn amic  E q u i l i b r i u m  (LTE) model

T h i s  model  a s s u m es  t h a t  t h e  p o p u l a t i o n  d e n s i t y  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  

e l e c t r o n s  i s  c o m p l e t e l y  d e t e r m i n e d  by p a r t i c l e  c o l l i s i o n s  an d  t h a t  t h e s e  

o c c u r  so  r a p i d l y  t h a t  t h e  d i s t r i b u t i o n  r e s p o n d s  i n s t a n t a n e o u s l y  t o  any 

c h a n g e  i n  t h e  p l a s m a  c o n d i t i o n s .  Thus  e a c h  p a r t i c l e  c o l l i s i o n  p r o c e s s  

i s  a c c o m p a n i e d  by i t s  i n v e r s e  and t h e s e  p a i r s  o f  p r o c e s s e s  o c c u r  a t  

e q u a l  r a t e s  by t h e  p r i n c i p l e  o f  d e t a i l e d  balanc.-tvi^ « The e l e c t r o n  

d i s t r i b u t i o n  i s  t h u s  t h a t  o f  a  s y s t e m  i n  t h e r m o d y n a m i c  e q u i l i b r i u m  and 

i s  d e t e r m i n e d  by t h e  law  o f  e q u i p a r t i t i o n  among t h e  v a r i o u s  e n e r g y  l e v e l s ,  

t h u s  n e e d i n g  no k n o w l e d g e  o f  t h e  a t o m i c  c r o s s  s e c t i o n s  o f  t h e  v a r i o u s  

p r o c e s s e s -  Hence i f  f r e e  e l e c t r o n s  a r e  d i s t r i b u t e d  among t h e  e n e r g y  

l e v e l s ,  a c c o r d i n g  t o  s t a t i s t i c a l  m e c h a n i c s ,  t h e i r  v e l o c i t i e s  h a v e  a 

M a x w e l l i a n  d i s t r i b u t i o n .  The number  o f  e l e c t r o n s  w i t h  s p e e d s  b e t w e e n  

V an d  V + ÔV i s

6n = n  4tt 
V e

m

2iTkT

3 / 2
exp - mv

2kT ( 1 . 5 . 1 )

w h e r e  n^  i s  t h e  t o t a l  d e n s i t y  o f  f r e e  e l e c t r o n s ,  T^ i s  t h e  e l e c t r o n  

t e m p e r a t u r e ,  m^ i s  t h e  e l e c t r o n  mass  an d  k i s  B o l t z m a n n ' s  c o n s t a n t .  

F o r  t h e  boun d l e v e l s  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  p o p u l a t i o n  d e n s i t i e s  i s  

g i v e n  by t h e  B o l t z m a n n  and S ah a  e q u a t i o n s ,  i . e .

jl(e 1
n ( q ) w(q) exp X(P>H)

kT ( 1 . 5 . 2 )

n ( z + l ,  g)n^

a(z,g)

3 / 2
w ( z + l , g )

w ( z , g )
2TrmkTe" X(z,g)J exp

 ̂ kT^ J
( 1 . 5 . 3 )

w h e r e  n ( p ) ,  n ( q ) ,. n ( z + l , g )  an d  n ( z , g )  a r e  t h e  p o p u l a t i o n  d e n s i t i e s  o f  

t h e  v a r i o u s  l e v e l s  d e s i g n a t e d  by t h e i r  quan tum  numbers  p ,  q  and g ( t h e  

g r o u n d  l e v e l )  and i o n i c  ch a<ge  z+1 and z .  The t e r r a  w ( z , p )  i s  t h e  

s t a t i s t i c a l  w e i g h t  o f  t h e  d e s i g n a t e d  l e v e l ,  X ( p , q )  i s  t h e  e n e r g y  d i f f e r e n c e  

b e t w e e n  t h e  l e v e l s  p and q and X ( z , g )  i s  t h e  i o n i s a t i o n  p o t e n t i a l  o f  t h e  

i o n  o f  c h a r g e  z i n  i t s  g r o u n d  l e v e l  g .  Thus  t h e  e q u a t i o n s  ( 1 . 5 . 1 )  -  ( 1 . 5 . 3 )  

su m m ar i s e  t h e  s t a t e  o f  t h e  e l e c t r o n s  and c o m p l e t e l y  d e f i n e  t h e  LTE model .
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The LTE model  c a n  b e  shown t o  b e  v a l i d  p r o v i d e d  t h e  e l e c t r o n  

d e n s i t y  s a t i s f i e s  t h e  r e l a t i o n

1 2  X
, 5 1 . 6 x 1 0  T ' /  X<P,V5 cm"

w h e re  T^ i s  e x p r e s s e d  i n  eV. Thus  we s e e  t h a t  a t  low d e n s i t y  o r  h i g h

t e m p e r a t u r e s  o r  a m i x t u r e  o f  b o t h  low d e n s i t y  an d  h i g h  t e m p e r a t u r e  t h e

LTE model  b r e a k s  down. I t  i s  t h e r e f o r e  a p p a r e n t  t h a t  t h e  LTE model  i s

o f  v e r y  l i m i t e d  u s e  i n  t h e  s t u d y  o f  l a s e r  p l a s m a  i n t e r a c t i o n s .

( 21)
b . The S t e a d y - S t a t e  C o r o n a  Model

T h i s  model  h a s  b e e n  i n  u s e  f o r  some t i m e  i n  t h e  s t u d y  o f  l a s e r

p r o d u c e d  p l a s m a s .  I n s t e a d  o f  e a c h  c o l l i s i o n  p r o c e s s  b e i n g  b a l a n c e d  by

i t s  i n v e r s e  c o l l i s i o n  p r o c e s s ,  t h i s  model  a s su m es  t h a t  t h e  b a l a n c e  i s

b e t w e e n  c o l l i s i o n a l  i o n i s a t i o n  ( a n d  e x c i t a t i o n )  and r a d i a t i v e  r e c o m b i n a t i o n .

C o n s i d e r  t h e  p r o c e s s e s  o f  c o l l i s i o n a l  i o n i s a t i o n  an d  t h r e e - b o d y

r e c o m b i n a t i o n  w h i c h ,  b e c a u s e  t h e y  a r e  i n v e r s e  p r o c e s s e s ,  mus t  t a k e  p l a c e

a t  e q u a l  r a t e s  i n  LTE ( h e r e  N (z )  i s  u s e d  i n s t e a d  o f  N ^ ) ,  i . e .

e + N (z )  N(z+1)  + e + e ( 1 . 5 . 4 )

Thus  we s e e  t h a t  t h e  i o n i s a t i o n  r a t e  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  n^ an d  t h e

2
r e c o m b i n a t i o n  r a t e  ( t h r e e - b o d y )  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  n ^ .  P o s i t i v e  i o n s  

may a l s o  r e c o m b i n e  w i t h  e l e c t r o n s  by a  r a d i a t i v e  p r o c e s s  t h u s

e  + A (z +1)  +- A ( z ) + h v  ( 1 . 5 . 5 )

w h e re  h v  r e p r e s e n t s  t h e  r a d i a t e d  p h o t o n .  The r a t e  o f  t h i s  p r o c e s s  i s  

p r o p o r t i o n a l  t o  n ^ ,  s o  t h a t  a t  s u f f i c i e n t l y  low d e n s i t i e s  t h i s  r a d i a t i v e  

r e c o m b i n a t i o n  p r o c e s s  i s  more i m p o r t a n t  t h a n  t h e  t h r e e - b o d y  r e c o m b i n a t i o n .  

Then t h e  i o n i s a t i o n  b a l a n c e  i s  b e t w e e n  r a d i a t i v e  r e c o m b i n a t i o n  an d  

c o l l i s i o n a l  i o n i s a t i o n .  Such  a p l a s m a  i s  c a l l e d  a C o ro n a  Model  P l a s m a  

and c l e a r l y  i t  r e f e r s  t o  p l a s m a s  o f  much l o w e r  d e n s i t i e s  t h a n  t h o s e  

e n c o u n t e r e d  i n  LTE p l a s m a s .  The q u e s t i o n  o f  r e l a x a t i o n  t i m e s  f o r  t h e  

a t o m i c  p r o c e s s e s  i s  d i s c u s s e d  l a t e r  and f o r  t h e  moment we assume t h a t  any 

ch a n g e  i n  t h e  p l a s m a  p a r a m e t e r s  t a k e s  p l a c e  s u f f i c i e n t l y  s l o w l y  t h a t  t h e  

p l a s m a  e f f e c t i v e l y  r e m a i n s  i n  s t e a d y  s t a t e .  A g a i n , a s  i n  t h e  LTE m od el ,
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i t  i s  a s sum ed  t h a t  t h e  e l e c t r o n s  h a v e  a M a x w e l l i a n  d i s t r i b u t i o n  s u c h  

t h a t  e q u a t i o n  ( 1 . 5 . 1 )  a p p l i e s  t o  t h e  f r e e  e l e c t r o n s .  I t  i s  n o t  n e c e s s a r y

t o  make any s p e c i f i c  a s s u m p t i o n s  a b o u t  t h e  v e l o c i t y  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e

i o n s  e x c e p t  t h a t  t h e i r  mean e n e r g y  s h o u l d  be  o f  t h e  same o r d e r  o r  l e s s  t h a n  

t h a t  o f  t h e  e l e c t r o n s  o t h e r w i s e  i o n - i o n  c o l l i s i o n s  may b e  i m p o r t a n t .  I t  

i s  a l s o  a ssum ed  t h a t  most  o f  t h e  i o n s  a r e  i n  t h e i r  g r o u n d  s t a t e s  an d  h e n c e  

we ca n  w r i t e  down an e q u a t i o n  e x p r e s s i n g  t h e  i o n i s a t i o n  and r e c o m b i n a t i o n  

b a l a n c e ,  i . e .

n ^ n ( z , g )  S(T , z , g )  = n n ( z + l , g )  a(T , z + l , g )  ( 1 . 5 . 6 )

w h e re  S(T , z , g )  i s  t h e  c o l l i s i o n a l  i o n i s a t i o n  c o e f f i c i e n t  an d  a(T , z , g )  i s  e e

t h e  r a d i a t i v e  r e c o m b i n a t i o n  c o e f f i c i e n t .  The p o p u l a t i o n  d e n s i t i e s  o f

t h e  e x c i t e d  l e v e l s  a r e  d e t e r m i n e d  by a b a l a n c e  b e t w e e n  t h e  r a t e  o f  c o l l i s i o n a l
(g)

e x c i t a t i o n  f r o m  t h e  g r o u n d  l e v e l / b a l a n c e d  by t h e  r a t e  o f  s p o n t a n e o u s

r a d i a t i v e  d e c a y  t h u s

n ^ n ( z , g )  X ( T ^ , g , p )  = n ( z , p )  ^ A ( p , q )  ( 1 . 5 . 8 )
® ® q>p

i

The c o r o n a  mode l  was d e v e l o p e d  f o r  p l a s m a s  o f  v e r y  low e l e c t r o n  d e n s i t y  and 

f o r  a tom d e n s i t i e s  s u f f i c i e n t l y  low t o  e n s u r e  t h a t  a t o m - a to m  c o l l i s i o n s
(q)

a r e  n e g l i g i b l e .  To meet  t h i s  r e q u i r e m e n t  i t  c a n  b e  shown . t h a t  t h e  

e l e c t r o n  t e m p e r a t u r e  mus t  b e  g r e a t e r  t h a n  a b o u t  lO^K an d  t h a t  t h e  e l e c t r o n  

d e n s i t y  mus t  s a t i s f y  t h e  i n e q u a l i t y

n < 5 . 6  X 1 0 8 (z +1 )  G T ^ exp e e
1 . 1 6 2  X 1 0 G ( z + 1 ) 2

Te

- 3
cm ( 1 . 5 . 9 )

w h e re  z+1 i s  t h e  n u c l e a r  c h a r g e  o f  a h y d r o g e n - l i k e  i o n  and T i s  m e a s u r e d
e

i n  eV. Thus  v/e s e e  t h a t  t h e  s t e a d y  s t a t e  c o r o n a  m ode l  i s  b a s i c a l l y  a 

h i g h  t e m p e r a t u r e - l o w  d e n s i t y  mod el  f o r  p l a s m a s  a n d  a g a i n ,  as  s u c h ,  i s  o f  

l i m i t e d  u s e  f o r  t h e  l a s e r  p r o d u c e d  p l a s m a .
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( 22 )C. The H y m an -R a iz e r  Model

A p a r t i c u l a r l y  s i m p l e  method  o f  e v a l u a t i n g  t h e  d e g r e e  o f  i o n i s a t i o n  

o f  a  h i g h  t e m p e r a t u r e ,  h i g h  Z p l a s m a  h a s  b e e n  d e v e l o p e d  by Hyman on t h e  

b a s i s  o f  e a r l i e r  work by R a i z e r .  T h e r e  he  u s e s  t h e  s t a n d a r d  c o r o n a - l i k e  

e q u a t i o n s

-  S r - ,z e e

w h e r e  n  ^ , n  an d  S h a v e  p r e v i o u s l y  b e e n  d e f i n e d  and a (T  , n  ) i s  t h e  
z+1 z e e

t o t a l  r e c o m b i n a t i o n  c o e f f i c i e n t .  I t  may be  w r i t t e n  more  e x p l i c i t l y  as

a ( T  , n  ) = a ^ ( T  ) + n B(T ) ( 1 . 5 . 1 1 )e e e e e

w h e r e  a i s  t h e  r a d i a t i v e  r e c o m b i n a t i o n  c o e f f i c i e n t  and 3 i s  t h e

c o l l i s i o n a l  t h r e e  body  c o e f f i c i e n t .  I t  i s  t h e n  a ssum ed  t h a t  n andz

( t h e  i o n i s a t i o n  p o t e n t i a l )  a r e  c o n t i n u o u s  f u n c t i o n s  o f  t h e  c h a r g e  z .  

Hence

dn
n ( z + l )  = n ( z )  + ( À Z  = 1) ( 1 . 5 . 1 2 )dz

Now s u b s t i t u t i n g  ( 1 . 5 . 1 2 )  i n t o  ( 1 . 5 . 1 0 )  g i v e s

1 + 4 "  ( I n  n )  = -  • '  ( 1 . 5 . 1 3 )
dz  a

I n  g e n e r a l ,  n ( z )  i s  a f a i r l y  s h a r p e d  p e a k e d  f u n c t i o n ,  i . e .  o n l y  a few 

i o n i s a t i o n  s t a g e s  a r e  s i g n i f i c a n t l y  p o p u l a t e d  f o r  a g i v e n  e l e c t r o n  

t e m p e r a t u r e  and d e n s i t y .  At  t h e  p e a k  o f  t h e  d i s t r i b u t i o n  d n / d z  = 0 so  

t h a t

S ( T ^ ,  X) = a ( T ^ , n ^ , x >  ( 1 . 5 . 1 4 )

w h e r e  X i s  an  f e f f e c t i v e  i o n i s a t i o n  p o t e n t i a l *  a t  t h e  p e a k .  T h i s  

e x p r e s s i o n  ca n  t h e n  b e  s o l v e d  f o r  x w h ic h  i n  t u r n  s p e c i f i e s <  z>.

T h i s  model  i s  v e r y  s i m p l e  i n d e e d ,  and w ou ld  b e  c o m p u t a t i o n a l l y  

q u i t e  e f f i c i e n t ,  b u t  i t  i s  a s t e a d y - s t a t e  model  and a s  s u c h  i s  n o t  o f  

much i n t e r e s t  i n  l a s e r  p l a s m a  c a l c u l a t i o n s .
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d.  The Time D e p e n d e n t  C o ro n a  Model

T h i s  i s  t h e  f i r s t  o f  t h e  t i m e  d e p e n d e n t  a t o m i c  p h y s i c s  m o d e l s  we 

m e n t i o n .  The o n l y  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  s t e a d y - s t a t e  an d  t h e  t i m e -  

d e p e n d e n t  c o r o n a  m o d e l s  i s  t h a t  we a l l o w  t h e  p o p u l a t i o n  d e n s i t y  o f  t h e  

g r o u n d  s t a t e  o f  an  i o n  t o  h a v e  a  t i m e  d e p e n d e n c e  w h i c h  c a n  b e  w r i t t e n  t h u s

^  n  n ( z - l , g )  8 ( T  , z - l , g )  -  n n ( z , g )  S(T , z , g )QLc e  e  e  e

-  n  n ( z , g )  a(T , z , g )  + n  n ( z + l , g )  a( T  , z + l , g )  ( 1 . 5 . 1 5 )e  e  e e

And a s e t  o f  s u c h  e q u a t i o n s  r e p r e s e n t s  t h e  r a t e s  o f  c h a n g e  o f  t h e  p o p u l a t i o n s  o f

a l l  t h e  i o n s  f r o m  z = 0 ( n e u t r a l  a to m s )  t o  z = Z ( f u l l y  s t r i p p e d )  . I t  ca n

a l s o  b e  shown t h a t  f o r  an y  c o r o n a  model  p l a s m a ,  t h e  a t o m i c  r e l a x a t i o n

t i m e  T i s  g i v e n ,  t o  an  o r d e r  o f  m a g n i t u d e ,  by  t h e  e q u a t i o n

10 12

( 1 . 5 . 1 6 )

w h e r e  must  b e  e x p r e s s e d  i n  cm ^ a n d  t  i s  g i v e n  i n  s e c o n d s .  I f  we 

a p p l y  t h i s  e q u a t i o n  t o  t h e  l a s e r  p r o d u c e d  p l a s m a ,  a l t h o u g h  s t r i c t l y  

s p e a k i n g  t h e  d e n s i t y  i s  t o o  h i g h  (n^  ^  10^1 cm ^ ) , we s e e  t h a t  o n l y  f o r  

t i m e s c a l e s  g r e a t e r  t h a n  a b o u t  1 n a n o s e c o n d  c a n  we a p p l y  t h e  s t e a d y - s t a t e  

c o r o n a  m o d e l .

e . The C o l l i s i o n a l - R a d i a t i v e  Model

B e c a u s e  o f  t h e  r e s t r i c t i o n s  i n  t h e  c o r o n a  m o d e l ,  i n  t h e  s e n s e  t h a t  

i t  c a n n o t  a c c o u n t  f o r  s t e p w i s e  c o l l i s i o n  p r o c e s s e s ,  t h e  C o l l i s i o n a l -  

R a d i a t i v e  (OR) model  was d e v e l o p e d .  The b a s i c  d i f f e r e n c e s  b e t w e e n  t h e

OR a n d  t h e  c o r o n a  m o d e l s  i s  t h a t  i n  t h e  CR model ,  a c c o u n t  i s  t a k e n  o f

e l e c t r o n  c o l l i s i o n  p r o c e s s e s  c a u s i n g  t r a n s i t i o n s  b e t w e e n  u p p e r  l e v e l s  

( i n c l u d i n g  t h r e e  body  r e c o m b i n a t i o n ) . Thus  i o n i s a t i o n  i s  by e l e c t r o n  

c o l l i s i o n  f r o m  any bo u n d  l e v e l  and i s  p a r t i a l l y  b a l a n c e d  by t h r e e  body

r e c o m b i n a t i o n  i n t o  any l e v e l ,  i . e .
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N ( z , p )  + e  N ( z + l , g )  + e + e ( 1 . 5 . 1 7 )

w here  N ( z , p )  r e p r e s e n t s  an  a tom o r  i o n  o f  c h a r g e  z whose  o u t e r  e l e c t r o n  

i s  i n  t h e  e x c i t e d  s t a t e  p .  A g a in  t h e  c o e f f i c i e n t s  S a n d 3 a r e  d e f i n e d  

s u c h  t h a t  t h e  r a t e  o f  t h e  d i f f e r e n t  p r o c e s s e s  a r e

a .  i o n i s a t i o n  n  n ( z , p )  S(T , z , p )
® ® ( 1 . 5 . 1 8 )

b .  r e c o m b i n a t i o n  n ^ n ( z - f l , g )  3 ( T ^ , z + l , p )

T r a n s i t i o n s  b e t w e e n  any p a i r  o f  bo u n d  l e v e l s  a r e  i n d u c e d  by e l e c t r o n  

c o l l i s i o n  an d  c a n  be  r e p r e s e n t e d  by

N ( z , p )  + e -4- N ( z , q )  + e  ( 1 . 5 . 1 9 )

w h e r e  t h e  r a t e  c o e f f i c i e n t  f o r  t h e  f o r w a r d  p r o c e s s  i s  n ^ n ( z , p )  X ( T ^ , z , p , q ) .  

R a d i a t i o n  i s  e m i t t e d  when an  e l e c t r o n  i n  an  u p p e r  bound  l e v e l  makes a

s p o n t a n e o u s  t r a n s i t i o n  t o  a  l o w e r  l e v e l  and when a f r e e  e l e c t r o n  makes a

c o l l i s i o n l e s s  t r a n s i t i o n  i n t o  a bound  l e v e l  i . e .

N ( z , p )  N ( z , q )  + h v

an d  ( 1 . 5 . 2 0 )
N ( z + l , g )  + e N ( z , p )  + h v

w h e re  t h e  r a t e  f o r  s p o n t a n e o u s  d e c a y  i s  n ^ n ( z , p )  A ( z , p , q )  and t h e  r a t e

f o r  r a d i a t i v e  r e c o m b i n a t i o n  i s  n ^ n ( z + l , g )  a ( T ^ , z + l , p ) .  F u r t h e r  d e t a i l s

o f  t h i s  model  may b e  f o u n d  i n  t h e  l i t e r a t u r e .

f . The P e r t  Model

A model  p r o p o s e d  by P e r t  o f f e r s  a  s i m p l e  a n a l y t i c  s o l u t i o n  t o  t h e  

r a t e  e q u a t i o n s  u n d e r  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  i f  we a r e  c o n s i d e r i n g  t h e  r a t e  

o f  c h a n g e  o f  t h e  f r a c t i o n a l  p o p u l a t i o n  d e n s i t y  o f  a p a r t i c u l a r  i o n  s t a g e  f^  

t h e n ,  p r o v i d e d  we f o c u s  o u r  a t t e n t i o n  o n l y  on t h e  l e v e l s  i  and i + 1  we c a n  

f o r m u l a t e  t h e  r a t e  e q u a t i o n

d f .
i r  = V i h  + ( 1 5 . 2 1 )

n o t i c e  h e r e  t h a t  c o l l i s i o n a l  i o n i s a t i o n  f r o m  l e v e l  i - 1  an d  r e c o m b i n a t i o n  

w i t h  l e v e l  i  a r e  n e g l e c t e d .  The b a s i c  a s s u m p t i o n  i n  t h e  model  i s  t h a t  t h e  

p o p u l a t i o n  d e n s i t y  o f  t h e  i o n  s t a g e s  i s  s p r e a d  o v e r  o n l y  two i o n i s a t i o n  

s t a g e s .  Thus  t o g e t h e r  w i t h  e q u a t i o n  ( 1 . 5 . 2 1 )  we h a v e  t h e  c o n s t r a i n t  t h a t



18.

h  + f i + l  ~ " t o t a l  ~ " ( 1 . 5 . 2 2 )

and  s u b s t i t u t i n g  f o r  f ^ ^ ^  i n  e q u a t i o n  ( 1 . 5 . 2 1 )  l e a d s  t o  t h e  l i n e a r  o r d i n a r y  

d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n

= ( s .  -  n ) n i .  + n= ( 1 . 5 . 2 3 )

w h i c h  f o r  c o n s t a n t  c o e f f i c i e n t s  h a s  t h e  s o l u t i o n

fO
i  S.  -  3. . ni + 1  e ^

■ \ + l i + 1

® i - ® i + l " o
( 1 . 5 . 2 4 )

and  a g a i n  f r o m  t h e  k n o w le d g e  o f  t h e  f \ ' s  we c a n  c o n s t r u c t  o u r  m a c r o s c o p i c  

v a r i a b l e s ,  s u c h  a s  t h e  mean i o n i s a t i o n  l e v e l  e t c .  I t  i s  c l e a r  f r o m  t h i s  

a p p r o a c h  t h a t  we mus t  h a v e  t h e  e l e c t r o n  d e n s i t y  and t h e  r a t e  c o e f f i c i e n t s  

s e n s i b l y  c o n s t a n t  o v e r  t h e  d u r a t i o n  we a r e  a p p l y i n g  e q u a t i o n  ( . 1 . 5 . 2 4 ) .

1 . 6  Some A s p e c t s  o f  C o m p u t a t i o n a l  S o l u t i o n s

The s t a n d a r d  a p p r o a c h  t o  s o l v i n g  t h e  c o u p l e d  a t o m i c  p h y s i c s  MUD

( 1 9 )p r o b l e m  n u m e r i c a l l y  h a s  b e e n  by u s i n g  e x p l i c i t  o r  i m p l i c i t  a l g o r i t h m s  '

B o th  o f  t h e s e  m e th o d s  h a v e  s e v e r e  d ra w b a c k s  u n d e r  c e r t a i n  c o n d i t i o n s  

e n c o u n t e r e d  i n  t h e  l a s e r  p r o d u c e d  p l a s m a  s i t u a t i o n .  U s i n g  an e x p l i c i t  

a lg o r i t h m »  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  r e s t r i c t  t h e  t i m e s t e p  by t h e  C o u r a n t - F r e i d r i c h s -  

Levy (C -F -L )  c o n d i t i o n  t o  a v o i d  n u m e r i c a l  i n s t a b i l i t y .  Ou r  t i m e s t e p  i s  

t h e n  g i v e n  by

= “""«"atomic’ W  (1 6.1)
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w h e r e  x ^ . and x,„™ r e p r e s e n t s  t h e  a t o m i c  p h y s i c s  t i m e s c a l e s  and MUDa t o m i c  MHD

t i m e s c a l e s ,  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  p r o b l e m  c o n c e r n e d .  However i t  ca n

e a s i l y  h a p p e n  t h a t  x  ̂ ^  10 ^ and t h u s  we w o u ld  h a v e  t o  f o l l o wa t o m i c  MHD

t h e  e v o l u t i o n  o f  t h e  s y s t e m  on an a t o m i c  p h y s i c s  t i m e s c a l e  w h e r e a s  t h e  

i n t e r e s t i n g  a s p e c t s  o c c u r  on an MHD t i m e s c a l e .  Hence we mus t  l o o k  f o r  

a l t e r n a t i v e  a l g o r i t h m s .

The i m p l i c i t  a l g o r i t h m  on t h e  o t h e r  hand  i m p o s e s  no s u c h  r e s t r i c t i o n  

on t h e  t i m e s t e p  ( o t h e r  t h a n  t h a t  s e t  by a c c u r a c y ) .  I t  d o e s ,  h o w e v e r ,  

h a v e  i t s  own l i m i t a t i o n s .  C o n s i d e r  t h e  f o l l o w i n g  s i m p l e  r a t e  e q u a t i o n

H  = - S f  ( 1 . 6 . 2 )

I n  f i n i t e  d i f f e r e n c e  fo r m  t h i s  becomes  

„n+l  n
—  = -S  (ejp + (1-0)^^^)  ( 1 . 6 . 3 )

w h e re  0 m e a s u r e  t h e  d e g r e e  o f  i m p l i c i t n e s s .  We t a k e  S c o n s t a n t  f o r

s i m p l i c i t y  and e x p r e s s  ( 1 . 6 . 3 )  as

_n+l
( 1 . 6 . 4 )^n 1 + At S (0)

From t h i s  e q u a t i o n  we ca n  now make v a r i o u s  o b s e r v a t i o n s  on t h e  r a t i o  o f

n+1 n
f  / f  f o r  v a r i o u s  v a l u e s  o f  0 an d  S.

I t  i s  c l e a r  t h a t  i f  S i s  l a r g e  ( i . e .  t h e  r a t e s  a r e  l a r g e )  ca n

become z e r o  o r  n e g a t i v e .  I n  t h e  l a t t e r  c a s e  some c u t - o f f  w ou ld  be

i n t r o d u c e d  ( s i n c e  one c a n n o t  h a v e  n e g a t i v e  f r a c t i o n s )  s u c h  t h a t  t h e  

f r a c t i o n  w ou ld  be  r e p l a c e d  by z e r o  as  i n  F i g .  1 . 6 .
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Effective computed so lution  

True s o lu t io nf

n terp o lQ tcd  v a lu e  of f

P i g .  1 . 6  I n a c c u r a c i e s  i n  f  a r i s i n g  f r o m  c h o o s i n g  t o o  l a r g e  
a  t i m e s t e p

I f ,  f o r  ex a m p l e ,  we now w i s h  t o  know t h e  a v e r a g e  c h a r g e  < z> o v e r  t h e  

t i m e s t e p  we w ou ld  i n t e r p o l a t e  b e t w e e n  t h e  two t i m e  l e v e l s  n and  n+1 

a t  w h ic h  t h e  q u a n t i t i e s , a r e  known and we w ou ld  t h e n  u s e  t h i s  i n t e r p o l a t e d  

v a l u e  o f  d e n s i t y  t o  o b t a i n  < z > .  From F i g .  1 . 6  t h i s  i s  o b v i o u s l y  a v e r y  

p o o r  e v a l u a t i o n  o f  f  a t  t i m e  n + |  (c .f*.  t r u e  s o l u t i o n ) .

The metho d u s e d  i n  t h i s  work w i l l  be  t o  f i t  e x p o n e n t i a l s  t o  t h e  

s o l u t i o n .  We c a n  t h e n  a v e r a g e  t h e  e x p o n e n t i a l  v a r i a t i o n  o v e r  t h e  t i m e s t e p  

t o  o b t a i n  t h e  a v e r a g e  v a l u e  o f  f .  Thus  s i n c e

h e n c e

and

n->n+l n - S t
f  = f  e ( 1 . 6 . 5 )

( 1 . 6 . 6)

< e - S t ,  ^  1
TMHD

MHD

( 1 . 6 . 7 )



CHAPTER 2 

The M a t h e m a t i c a l  Model

The u n d e r l y i n g  t h e o r y  f o r m i n g  t h e  b a s i s  o f  t h e  t h e s i s  i s  

d e v e l o p e d  i n  t h i s  c h a p t e r .  I t  c e n t r e s  a r o u n d  f i n d i n g  ' l o c a l l y '  

a n a l y t i c  s o l u t i o n s  t o  t h e  r a t e  e q u a t i o n s  ( 1 . 4 . 1 1 )  i n  t e r m s  o f  

e i g e n v a l u e s  and e i g e n v e c t o r s  ( s e c t i o n  2 . 3 )  and t h e  m e th o d  o f  

o b t a i n i n g  t h e s e  e i g e n v a l u e s  an d  e i g e n v e c t o r s  e f f i c i e n t l y ,  i s  

d i s c u s s e d  i n  d e t a i l .



2.2.

2 . 1  B a s i c  a s s u m p t i o n s

I n  s e c t i o n  1 . 4  i t  was s t a t e d  t h a t  v/e w o u ld  be  u s i n g  a v e r a g e d  r a t e  

c o e f f i c i e n t s  ( a v e r a g e d  o v e r  t h e  e x c i t e d  s t a t e s ) .  S i n c e  t h e s e  a r e  n o t  

r e a d i l y  a v a i l a b l e ,  we u s e  t h e  r a t e  c o e f f i c i e n t s  f o r  t h e  g r o u n d  s t a t e  o n l y ,  

f o r  e a c h  i o n i s a t i o n  s t a g e .  T h e s e  c o e f f i c i e n t s  do ,  h o w e v e r ,  a l l o w  f o r  

s t e p w i s e  c o l l i s i o n  p r o c e s s e s . Thus  i t  i s  a p p a r e n t  t h a t  we a r e  n e g l e c t i n g  

t h e  c a l c u l a t i o n  o f  t h e  e x c i t e d  s t a t e  p o p u l a t i o n s .

We a l s o  n e g l e c t  c o m p l e t e l y ,  t h e  p r o b l e m  o f  r a d i a t i o n  t r a n s f e r  w i t h i n

t h e  p l a s m a ,  t h u s  a s s u m i n g  t h e  p l a s m a  t o  b e  o p t i c a l l y  t h i n .  I t  may b e ,  

h o w e v e r ,  t h a t  f o r  c e r t a i n  l i n e s ,  e s p e c i a l l y  r e s o n a n c e  l i n e s ,  a c c o u n t  

s h o u l d  b e  t a k e n  o f  t h e  c h a n g e s  i n  t h e  p o p u l a t i o n s  o f  t h e  i o n i s a t i o n  s t a g e s  

due  t o  t h e  r e a b s o r p t i o n  o f  r a d i a t i o n .

Our a t t e n t i o n  w i l l  b e  c o n f i n e d  t o  s u b h y d r o d y n a m i c  t i m e s c a l e s  

( o j O . l  n a n o s e c o n d  f o r  l a s e r  p r o d u c e d  p l a s m a s )  s u c h  t h a t  t h e  a d v e c t i o n  

t e r m  r e p r e s e n t e d  i n  t h e  r a t e  e q u a t i o n  ( 1 . 4 . 4 )  by (v .V )  c a n  b e  n e g l e c t e d .  

L a t e r ,  i t  w i l l  b e  shown how t h i s  te r r a  c a n  be  i n c l u d e d  i n t o  t h e  m o d e l .

2 . 2  The r a t e  e q u a t i o n s

As was p o i n t e d  o u t  i n  t h e  p r e v i o u s  c h a p t e r ,  f o r  e a c h  i o n i s a t i o n  s t a g e

we h a v e  an  e q u a t i o n  o f  t h e  f o l l o w i n g  fo rm

9n
—  + 7 . ( n ^ v ^ )  = + ( 2 . 2 . 1 )

w h e re  n^  i s  t h e  d e n s i t y ,  an d  v^ i s  t h e  v e l o c i t y  o f  t h e  z t i m e s  i o n i s e d

a toms a t  a g i v e n  p o i n t .  We c a n  r e w r i t e  t h e  above  e q u a t i o n  i n  t e r m s  o f  f ^ ,

t h e  f r a c t i o n a l  p o p u l a t i o n  d e n s i t y  o f  t h e  z t i m e s  i o n i s e d  a toms w h e re

n = f  n .  ( 2 . 2 . 2 )z z 1
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and i s  t h e  t o t a l  i o n  d e n s i t y .  Now s u b s t i t u t i n g  ( 2 . 2 . 2 )  i n t o  t h e  . 

l e f t  h a n d  s i d e  o f  e q u a t i o n  ( 2 , 2 . 1 )  we o b t a i n ,  a f t e r  some r e a r r a n g i n g

af
. , .  ) + nat — i “zf

z

3n ;
-  + V. ( n . v  ) ( 2 , 2 . 3 )

At  t h i s  p o i n t  we as sum e t o  b e  e q u a l  t o  t h e  h y d r o d y n a m i c  f l o w  v e l o c i t y  

y_ s u c h  t h a t  t h e  f i r s t  t e r m  o f  ( 2 . 2 . 3 )  goes  t o  z e r o  ( i . e .  e q u a t i o n  o f  

c o n t i n u i t y )  an d  e q u a t i o n  ( 2 . 2 . 1 )  b ec o m e s ,  a f t e r  d i v i d i n g  by n
1

9f

i f  + %  V l  -  V z  + (2 2 4)

I t  i s  i n t e r e s t i n g  t o  n o t i c e  t h a t  i n  t h e  e q u a t i o n  t h e r e  i s  no e x p l i c i t  

c o m p r e s s i b i l i t y  t e r m ,  i . e .  f ^  V_.jv, t h i s  t e r m  h a s  b e e n  a b s o r b e d  i n  t h e  l e f t  

h a n d  s i d e  o f  ( 2 . 2 , 3 ) .

We now c o n s i d e r  t h e  i o n s  o f  an  e l e m e n t  h a v i n g  Z e l e c t r o n s  i n  t h e  n e u t r a l  

s t a t e .  D e f i n i n g  f ^  t o  b e  t h e  f r a c t i o n a l  d e n s i t y  o f  z - t i m e s  i o n i s e d  a t o m s ,  

t h e  r a t e  o f  c h a n g e  o f  t h e  { f ^ }  due t o  c o l l i s i o n a l  i o n i s a t i o n  and r e c o m b i n a t i o n  

( r a d i a t i v e  t h r e e - b o d y ,  e t c . )  l e a d s  t o  t h e  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  ( 2 . 2 . 4 )  

w h ich  w r i t t e n  e x p l i c i t l y  f o r  e a c h  i o n i s a t i o n  s t a g e  g i v e s

3 f / 3 t  + ( v . V ) f  = - S n f  + R n f ,0  o o e o  l e i

Bf^/Bt  + (v .V )  f_ == +S n  f  -  (S +R ) n  f  + R n f1  1 o e o  l l e l  2 e  2

8f /  3t + Cv. V) f  = +S , n  f  , -  (S +R ) n  f .  + R ^n f  ,z  z z - 1  e z - 1  z z e  j  z+1 e z+1

3 f ^ / 3 t  + ( v .V )  = ^ V l “ e " z - 1  -  V e ^ Z  (2 2 5)

w h e re  i s  t h e  c o l l i s i o n a l  i o n i s a t i o n  c o e f f i c i e n t  f o r  s t a t e  Z Z+1 and 

.Rg i s  t h e  t o t a l  r e c o m b i n a t i o n  c o e f f i c i e n t  f o r  s t a t e  Z ^ Z - 1 .  The e l e c t r o n  

d e n s i t y  i s  d e n o t e d  by and we assume ( f o r  s i m p l i c i t y ) , t h a t  a l l  t h e  i o n

s t a g e s  h a v e  t h e  same f l o w  v e l o c i t y  Hence we s e e  t h a t  ( 2 . 2 . 5 )  r e p r e s e n t s

a s y s t e m  o f  c o u p l e d ,  n o n - l i n e a r  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  w h ic h  we 

h av e  t o  s o l v e  f o r  t h e  i o n i s a t i o n s  f r a c t i o n s .  I n  g e n e r a l ,  s u c h  a s y s t e m



2 4.

o f  e q u a t i o n s  c a n n o t  b e  s o l v e d  f o r  ' a n a l y t i c a l l y '  an d  we m u s t  i n t r o d u c e  

some s i m p l i f y i n g  a s s u m p t i o n s  i n  o r d e r  t o  o b t a i n  s o l u t i o n s ,  o r  e l s e  s o l v e  

t h e  e q u a t i o n s  n u m e r i c a l l y .  The a p p r o a c h  i n  t h i s  w ork  w i l l  b e  t o  u s e  a 

c o m b i n a t i o n  o f  t h e s e  m e t h o d s .

2 . 3  G e n e r a l  S o l u t i o n  o f  t h e  R a t e  E q u a t i o n s

S i n c e  we a r e  c o n f i n i n g  o u r s e l v e s  t o  s u b - h y d r o d y n a m i c  t i m e s c a l e s  t h e  

a d v e c t i o n  t e r m ,  r e p r e s e n t e d  by ( j ^ . ^ ) f  c a n  be  n e g l e c t e d .  H en ce ,  t h e  

s y s t e m  o f  r a t e  e q u a t i o n s  ( 2 . 2 , 5 )  r e d u c e s  t o  t h e  m a t r i x  e q u a t i o n

at = Af ( 2 . 3 . 1 )

w h e re

f  =
^0

a n d  A = n 
= e

^2

‘

f• z

^Z-1

3

- S q +E^

+Sq

4.S1 - ( 8 g + R g )  +Rg

+S . -  (S H-R ) +R ,z - 1  z z z+1

" " z .

( 2 . 3 . 2 )

N o t i c e  t h a t  t h e  m a t r i x  4 i s  t r i d i a g o n a l  an d  t h a t  e q u a t i o n  ( 2 . 3 , 1 )  i s  

n o n - l i n e a r  t h r o u g h  t h e  n^  i n  m a t r i x  4  s i n c e
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r 2 '
I zf

B =0 z j
= < 2, > Di ( 2 . 3 . 3 )

w h e re  i s  t h e  t o t a l  i o n  d e n s i t y  and <z> ,  t h e  mean i o n i s a t i o n  l e v e l .  

C o n s i d e r ,  f o r  a moment ,  t h e  s i m p l e r  s y s t e m  c o n t a i n i n g  t h e  f o l l o w i n g  p a i r  

o f  c o u p l e d  l i n e a r  e q u a t i o n s .

^1 = ay^ + b y g

( 2 . 3 . 4 )

^2 = cy^  + dyg

T h e s e  c a n  be  w r i t t e n as  t h e  m a t r i x  e q u a t i o n

i = BY ( 2 . 3 , 5 )

a  b
w h e re  Y =

J 2 _
and B =

c d ( 2 . 3 . 6 )

To s o l v e  e q u a t i o n  (2 . 3 . 5 )  we s u b s t i t u t e  t h e  t r i a l  s o l u t i o n  Y = X e ^ ^ ,

(5)
w h ich  y i e l d s

AX Ate “  BX ^ ( 2 . 3 . 7 )

o r

BX = AX ( 2 . 3 . 8 )

Thus  we s e e  t h a t f o r AtXe t o  be  a  s o l u t i o n o f  e q u a t i o n  ( 2 . 3 . 5 ) ,  A must  be

an e i g e n v a l u e  o f  B and X t h e  c o r r e s p o n d i n g  e i g e n v e c t o r .  P r o v i d i n g  t h e s e  

c o n d i t i o n s  a r e  m e t ,  X e^^ i s  a s o l u t i o n  t o  ( 2 . 3 . 5 )  an d  t h e  g e n e r a l  s o l u t i o n  

i s  g i v e n  by a l i n e a r  c o m b i n a t i o n  o f  t h e  d i f f e r e n t  s o l u t i o n s ,  i . e .

\ t  A t
Y = a ^ X ^ e  + agXg e ( 2 . 3 . 9 )

s i n c e  we hav e  a  s y s t e m  o f  l i n e a r  e q u a t i o n s  o f  o r d e r  two.  I n  g e n e r a l ,  f o r

an o r d e r  s y s t e m ,  t h e  f o r m a l  s o l u t i o n  i s  g i v e n  by^^^

y = I a X e  
1=1

( 2 . 3 . 1 0 )
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w here  t h e  a   a a r e  a r b i t r a r y  c o n s t a n t s  d e t e r m i n e d  by t h e  i n i t i a l
^ N

c o n d i t i o n s ,  s i n c e  a t  t  = 0 we h a v e

N
= y a . X .  ( 2 . 3 . 1 1 )

i = l

and t h i s  p r o v i d e s  a  s y s t e m  o f  a l g e b r a i c  e q u a t i o n s  w h i c h  c a n  b e  s o l v e d

f o r  t h e  a . . I f  t h e  X. a r e  o r t h o g o n a l  t h e n  t h e  a .  may be  w r i t t e n  down 
1 - 1  1

i m m e d i a t e l y  as

a.  = x'!' . ( 2 . 3 . 1 2 )
1 —1 —

T
w h e re  X, i s  t h e  t r a n s p o s e  o f  t h e  v e c t o r  X . .— i  — i

R e t u r n i n g  now t o  t h e  s o l u t i o n  o f  ( 2 . 3 . 1 )  we s e e  t h a t  p r o v i d e d  o u r

m a c r o s c o p i c  v a r i a b l e s  ( i . e .  < z > , T,  n^)  do n o t  c h a n g e  by t o o  much ( i n  t h e

c o m p u t a t i o n a l  s o l u t i o n  we w i l l  c h o o s e  a t i m e s t e p  w h i c h  e n s u r e s  t h i s

c o n d i t i o n )  t h e  m a t r i x  e q u a t i o n  ( 2 . 3 . 1 )  becomes l i n e a r  f o r  t h e  d u r a t i o n

o f  t h e  t i m e s t e p ,  and by a n a l o g y  w i t h  t h e  s o l u t i o n  t o  e q u a t i o n  ( 2 . 3 . 5 )  t h e

s o l u t i o n  t o  ( 2 . 3 . 1 )  ca n  b e  w r i t t e n  as

Z A. t
f  = y a.  X. e  ( 2 . 3 . 1 3 )

‘ i = 0  ^
ôf I

N o t i c e  t h a t  i n  ( 2 . 3 . 2 )  t h e  m a t r i x  A i s  S ^ u c i r £ b u t  s i n c e  we h a v e  t h e  

c o n s t r a i n t

Z
y f g  = 1 ( 2 . 3 . 1 4 )

z~0

we ca n  e l i m i n a t e  one  o f  t h e  e q u a t i o n s  o f  ( 2 . 3 . 1 )  s u c h  t h a t  t h e  m a t r i x  A

becomes  s q u a r e  and o f  o r d e r  Z. The X. and t h e  X, a r e  t h e  e i g e n v a l u e s  and
1 -1

e i g e n v e c t o r s  r e s p e c t i v e l y  o f  t h e  m a t r i x  A and t h e  a . ' s  a r e  c o n s t a n t s
—  1

d e p e n d i n g  on t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s .  T h e s e  c o n s t a n t s  c a n  b e  o b t a i n e d  by 

kn ow ing  t h e  f r a c t i o n a l  i o n i s a t i o n  s t a g e  v e c t o r  a t  t i m e  z e r o ,  i . e .  f^^ ^  

s u c h  t h a t
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i=Z
f ' - '  = y a .  X. ( 2 . 3 . 1 5 )

1=1

Thus k n o w i n g . a n d  t h e  X . ' s ,  t h e  a . ' s  ca n  h e  o b t a i n e d  q u i t e  s i m p l y  
— - 1  1

and by k n o w in g  i n  a d d i t i o n  t h e  \ ' s  we c a n  s o l v e  f o r  ^  i n  ( 2 . 3 . 1 3 ) .

The p r o b l e m  r e m a i n s ,  h o w e v e r ,  t o  f i n d  e f f i c i e n t  m e th o d s  t o  e v a l u a t e  

t h e  e i g e n v a l u e s  and e i g e n v e c t o r s  o f  t h e  m a t r i x  A. I t  c a n  be  s e e n  f r o m

( 2 . 3 . 2 )  t h a t  t h e  m a t r i x  A i s  t r i d i a g o n a l  and ' q u a s i - s y m m e t r i c ’ ( i . e .  t h e  

d i a g o n a l  e l e m e n t s  a r e  r e a l  and  t h e  p r o d u c t  o f  t h e  o f f - d i a g o n a l  e l e m e n t s  

i s  g r e a t e r  t h a n  z e r o )  .^^^^Because o f  t h i s  p r o p e r t y  t h e  m a t r i x  A may be  

t r a n s f o r m e d  by means o f  a  s i m i l a r i t y  t r a n s f o r m  t o  a s y m m e t r i c  t r i d i a g o n a l  

m a t r i x .  Thus  i f  t h e  e l e m e n t s  o f  t h e  t r i d i a g o n a l  m a t r i x  a r e

“ i l  = “ i  “ 1 , 1 + 1  = ^1+1 “ 1 + 1 ,1  = t i + i  , “ i , j  = “

t h e n  p r o v i d e d  ^ > 0  i  = 2 , N  A may b e  t r a n s f o r m e d  i n t o  a r e a l

s y m m e t r i c  m a t r i x  by means  o f  t h e  s i m i l a r i t y  t r a n s f o r m a t i o n  w i t h  d i a g o n a l  

m a t r i x  D. I f  we d e f i n e  D by t h e  r e l a t i o n s

d i ^ l  = 1 d^ ^^  = (Y2'^3 -----  ^ i ^ ^ 2 ^ 3 ------ ^ i^

-1t h e n  D CD = T w he re  T i s  t r i d i a g o n a l  and

h i  = “i  * 1 , 1 + 1  "  * 1 + 1 ,1  = ( h + i h + i > ^

S i n c e  t h e  e i g e n v a l u e s  o f  a  r e a l  s y m m e t r i c  m a t r i x  a r e  r e a l ,  and s i n c e

t h e  e i g e n v a l u e s  o f  a m a t r i x  a r e  u n c h a n g e d  u n d e r  a  s i m i l a r i t y  t r a n s f o r m a t i o n ,

we s e e  t h a t  t h e  e i g e n v a l u e s  o f  A i n  ( 2 . 3 . 2 )  a r e  a l l  r e a l .  T h u s ,  s o l v i n g

t h e  t i m e - d e p e n d e n t  m a t r i x  r a t e  e q u a t i o n  ( 2 . 3 . 1 )  r e d u c e s  t o  f i n d i n g  t h e

r e a l  e i g e n v a l u e s  an d  e i g e n v e c t o r s  o f  t h e  m a t r i x  A. F a s t  a l g o r i t h m s  f o r

t h e  t y p e  o f  s y s t e m  a r e  w e l l  known and t h e y  c o u l d  b e  i m p l e m e n t e d  i n t o  a
(26)

g e n e r a l  r a t e  e q u a t i o n  s o l v e r  p a c k a g e .  The a u t h o r  h a s  t r i e d  t h i s  and f o u n d
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t h a t  t h e s e  a l g o r i t h m s  a r e  n o t  f a s t  en ou gh  f o r  u s e  i n  c o m p u t e r  c o d e s .

We h a v e  t o  f i n d  a much q u i c k e r  way t o  e v a l u a t e  t h e  e i g e n v a l u e s ,  e i g e n v e c t o r s  

and i n i t i a l  v a l u e  c o n s t a n t s .

2 . 4  I n  t h e  L i m i t  o f  No R e c o m b i n a t i o n

C o n s i d e r  t h e  c a s e  w h e re  r e c o m b i n a t i o n  ca n  b e  n e g l e c t e d  ( e . g .  f o r

v e r y  e a r l y  t i m e s  i n  t h e  i o n i s a t i o n  o f  a p l a s m a ) . T h i s  l e a d s  t o  r e p l a c i n g

a l l  t h e  Rs i n  t h e  m a t r i x  4 by z e r o  and a t  t h i s  p o i n t  we s e e  t h a t  t h e  Z +1

e q u a t i o n s  ( 2 . 3 , 1 )  a r e  n o t  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  ( s i n c e  DET(A) = 0 ) .

However ,  s i n c e  we h a v e  t h e  c o n s t r a i n t  T f  = 1 we c a n  n e g l e c t  t h e  e q u a t i o n^ z

f o r  t h e  l a s t  i o n  s t a g e  and t h e  s o l u t i o n  t o  e q u a t i o n  ( 2 . 3 . 1 )  c a n  now b e  

w r i t t e n  as
Z-1 X i t

1=0

and
7-1

‘  -  i o * ‘

w h e re

'Z -1

and A = n -S

+S -S  o 1

( 2 . 4 . 1 )

( 2 . 4 . 2 )

( 2 . 4 , 3 )
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We now o b s e r v e  t h a t  t h e  m a t r i x  A h a s  many symmetry  p r o p e r t i e s  and by 

i n s p e c t i o n  t h a t  t h e  e i g e n v a l u e s  o f  A a r e  now j u s t  i t s  d i a g o n a l  e l e m e n t s  

an d  t h e  c o m p o n en t s  o f  t h e  e i g e n v e c t o r s  a r e  j u s t  s i m p l e  c o m b i n a t i o n s  o f  

t h e s e  e i g e n v a l u e s ,  i . e .  t h e  e i g e n v a l u e s  o f  t h e  m a t r i x  A a r e

- “ e h ’ A -  - n  S - z - 1  e z - 1

( 2 . 4 . 4 )

and t h e  e i g e n v e c t o r s  a r e  g i v e n  by

X
" O

<Xi- &)(Ag-Xo)

0 0- 2

1 0

K1
A — A 1
2 1

A A A1 2 2
X^XXg-Xp V h

• •

( 2 . 4 . 5 )

J
Enough  e l e m e n t s  h a v e  b e e n  i n c l u d e d  i n  t h e  e i g e n v e c t o r s  t o  e n a b l e  one t o  

s e e  t h e i r  g e n e r a l  p a t t e r n .  The c o m p l e t e  s e t  o f  e i g e n v e c t o r s  i s  g i v e n  i n  

A p p e n d ix  1.  From e q u a t i o n  ( 2 . 3 . 1 5 )  t h e  g e n e r a l  f o r m u l a  f o r  t h e  a^ i s  

shown i n  A p p e n d ix  2 t o  b e

( 0)
^ i = f \ + l  \ + 2  ------ ^ 1 -1

k=0
i  = 1 , 2 ( 2 . 4 . 6 )

Hence we s e e  t h a t  f o r  s u b - h y d r o d y n a m i c  t i m e s c a l e s  and i n  t h e  l i m i t  of-mo 

r e c o m b i n a t i o n ,  we c a n  a v o i d  t h e  t i m e - c o n s u m i n g  n u m e r i c a l  e v a l u a t i o n  o f  

t h e  e i g e n v a l u e s  and e i g e n v e c t o r s  w h i c h  a r e  now p r o v i d e d  by e x p r e s s i o n s  

( 2 . 4 . 4 )  and ( 2 . 4 . 5 ) .
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Com pute r  r e s u l t s

U s i n g  t h e  e i g e n v a l u e s  ( 2 . 4 . 4 ) ,  t h e  e i g e n v e c t o r s  ( 2 . 4 . 5 )  and t h e  

i n i t i a l  v a l u e  c o n s t a n t s  ( 2 . 4 . 6 ) ,  we a r e  now i n  a  p o s i t i o n  t o  do a c a l c u l a t i o n  

f o r  t h e  i o n i s a t i o n  f r a c t i o n s .  One q u e s t i o n  o f  i n t e r e s t  w h i c h  a r i s e s  

i s  how many i o n i s a t i o n  s t a g e s  m us t  one  f o l l o w  i n  o r d e r  t o  o b t a i n  

r e a s o n a b l y  a c c u r a t e  e v a l u a t i o n s  o f  t h e  mean i o n i s a t i o n  l e v e l  an d  mean 

s q u a r e  i o n i s a t i o n  l e v e l .  One m i g h t  e x p e c t  t h a t  i n s t e a d  o f  f o l l o w i n g  

a l l  s e v e n  i o n i s a t i o n  s t a g e s  o f  c a r b o n ,  f o r  e x a m p l e ,  some s m a l l  s u b s e t  o f  

t h i s  number  may be  s u f f i c i e n t .

P i g .  2 . 4 . 1  shows t h e  r e s u l t s  o f  a  c a l c u l a t i o n  b a s e d  on a l l  s e v e n  

i o n i s a t i o n  s t a g e s  o f  c a r b o n  b e i n g  p r e s e n t .  The t e m p e r a t u r e  o f  t h e  

e l e c t r o n s  i s  a l l o w e d  t o  v a r y  l i n e a r l y  w i t h / T ^  = 10^ K a t  a d e n s i t y  o f  

lu ~ 1021 cm We n e g l e c t  f r a c t i o n s  whose  p r e s e n c e  i s  l e s s  t h a n  a b o u t

one p e r  c e n t  o f  l a r g e s t  f r a c t i o n  p r e s e n t  and c o n s i d e r  t h e  number  o f  

f r a c t i o n s  p r e s e n t  a s  a f u n c t i o n  o f  t i m e .  The r e s u l t s  i n d i c a t e  t h a t ,  as  

f a r  as  i o n i s a t i o n  i s  c o n c e r n e d ,  i t  s h o u l d  b e  q u i t e  s u f f i c i e n t  t o  f o l l o w  

o n l y  t h r e e  i o n i s a t i o n  f r a c t i o n s  a t  any one t i m e ,  i n s t e a d  o f  a l l  s e v e n  

f o r  c a r b o n .  The r e s u l t s  a l s o  show t h a t  a s  t h e  t e m p e r a t u r e  v a r i a t i o n  

r i s e s  more  s t e e p l y ,  i n s t e a d  o f  more i o n i s a t i o n  f r a c t i o n s  a p p e a r i n g ,  t h e  

t i m e  a x i s  j u s t  u n d e r g o e s  a ' t r a n s l a t i o n ' .

A l l o w i n g  o n l y  t h r e e  i o n i s a t i o n  s t a g e s  p r e s e n t  a t  any one t i m e ,  

a n o t h e r  c a l c u l a t i o n  was c a r r i e d  o u t  on c a r b o n  w h i c h  was h e a t e d  

i n s t a n t a n e o u s l y  t o  5 x 10^ K. Under  t h e  a s s u m p t i o n s  o f  c o n s t a n t  d e n s i t y  

and t e m p e r a t u r e  we c a n  com par e  o u r  r e s u l t s  w i t h  t h e  t h e o r e t i c a l  r e s u l t s .  

F i g u r e  2 . 4 . 2  shows t h e  b u r n  t h r o u g h  o f  t h e  i o n i s a t i o n  s t a g e s  t o  s t e a d y  

s t a t e ,  as  a f u n c t i o n  o f  t i m e .  The c o n t i n u o u s  c u r v e s  r e p r e s e n t  t h e  e x a c t  

s o l u t i o n s  w h e r e a s  t h e  a s t e r i s k s  d e n o t e  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  p r e s e n t  m o d e l ,  

and a s  i s  s e e n  we h av e  v e r y  c l o s e  a g r e e m e n t .  The d i s c r e p a n c y  a t  a r o u n d
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3 2.

- 1 32 X 10 s  a r i s e s  due  t o  t h e  f a c t  t h a t  t h e  e x a c t  s o l u t i o n s  show we h a v e  

f o u r  i o n i s a t i o n  s t a g e s  p r e s e n t ,  w h e r e a s  o u r  c o m p u t e r  m ode l  o n l y  a l l o w s  

f o r  t h r e e  a t  any one t i m e .  Thus we o v e r e s t i m a t e  f ^  s i n c e  we c a n n o t  a l l o w  

f o r  f ^  u n t i l  f ^  d i e s  away.  I t  i s  i n t e r e s t i n g  t o  n o t e  h e r e  t h a t  i n  t h i s  

e x t r e m e  c a s e  i n  w h i c h  an  i n s t a n t a n e o u s  t e m p e r a t u r e  p u l s e  i s  a p p l i e d  

t o  t h e  p l a s m a ,  i t  t a k e s  10 p i c o s e c o n d s  t o  r e a c h  t h e  s t e a d y  s t a t e  v a l u e  

o f  f ^  = 1 . 0 .  F o r  a l e s s  s e v e r e  t e m p e r a t u r e  p u l s e  and a  h i g h e r  d e g r e e  o f  

i o n i s a t i o n ,  i t  w o u ld  t a k e  l o n g e r  t o  r e a c h  e q u i l i b r i u m  t h u s  s h o w i n g  t h a t  

on a  p i c o s e c o n d  t i m e s c a l e  t h e  f r a c t i o n a l  p o p u l a t i o n  d e n s i t i e s  o f  t h e  

i o n i s a t i o n  s t a g e s  a r e  s t r o n g l y  t i m e - d e p e n d e n t .

I n  f i g .  2 . 4 . 3  we show t h e  c o m p l e t e  b u r n  t h r o u g h  o f  t h e  i o n i s a t i o n  

s t a g e s  i n  c a r b o n  u s i n g  a t e m p e r a t u r e  p u l s e - v h s i n g  l i n e a r l y  i n  t i m e ,  f r o m  

10̂ *̂  K t o  10® K i n  100 p i c o s e c o n d s .  The c u r v e s  r e p r e s e n t  a  t y p i c a l  b u r n  

t h r o u g h  p r o f i l e  an d  i n  f i g .  2 . 4 . 4  we p l o t  t h e  mean i o n i s a t i o n  l e v e l  

<Z> a s  a  f u n c t i o n  o f  t i m e  f o r  t h i s  s i t u a t i o n .  The r e s u l t s  a r e  shown by 

t h e  c o n t i n u o u s  c u r v e .  The b r o k e n  c u r v e  g i v e s  t h e  v a l u e s  o f < >  a s  p r e d i c t e d  

by t h e  s t e a d y - s t a t e  c o r o n a  m ode l  (w he re  <%> i s  a  f u n c t i o n  o f  t e m p e r a t u r e  

o n l y )  and we n o t i c e  a s i g n i f i c a n t  d e c r e a s e  i n  t h e  e s t i m a t e  o f  t h e  mean 

i o n i s a t i o n  l e v e l  when u s i n g  a t i m e - d e p e n d e n t  mode l .

2 .5  An Example

C o n s i d e r  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  s o l u t i o n  v e c t o r  _f, i . e .

A t
1  = I  a.  X.  e ( 2 . 5 . 1 )

i  1

Now i n  t h e  l i m i t  o f  no r e c o m b i n a t i o n ,  t h e  and a r e  t h e  e i g e n v a l u e s  

an d  e i g e n v e c t o r s  o f  t h e  m a t r i x  A o f  ( 2 . 4 . 3 ) .  We s e e  t h a t  t h e  

e i g e n v a l u e s  o f  ^  a r e  a l l  n e g a t i v e  and h e n c e  e q u a t i o n  ( 2 . 5 . 1 )  i s  a  sum o f  

d e c a y i n g  t e r m s .  I t  i s  i n t e r e s t i n g  t o  c o n s i d e r  a  s i m p l e  ex a m p le  t o  

e n a b l e  us  t o  s e e  t h e  m e a n in g  o f  ( 2 . 5 . 1 )  more c l e a r l y .
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I o n i z a t i o n  f r a c t i o n s  f o r  C a r b o n

Theory  
f t t i - i  Computer model k

5 x 1 0 "  K 
27 -3

T i g .  2 . 4 . 2  The b u r n  t h r o u g h  oiC i o n i s a t i o n  s t a g e s  i n  c a r b o n  
h e l d  a t  c o n s t a n t  d e n s i t y  and t e m p e r a t u r e
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F i g ,  2 . 4 . 3  The b u r n  t h r o u g h  o f  t h e  i o n i s a t i o n  f r a c t i o n s
f o r  a l i n e a r  t e m p e r a t u r e  r i s e  f r o m  lO'^K t o  lO^K 
i n  0 . 1  n a n o s e c o n d
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< Z >

5 -

4 -

3

2

0

C o r o n a  m o d e l  
T r i p  m o d e l

0
12 le ~  10

t (s)

F i g .  2 . 4 . 4  The mean i o n i s a t i o n  l e v e l  as  a f u n c t i o n  o f  t i m e  f o r  
t h e  t e m p e r a t u r e  p u l s e  o f  f i g .  2 . 4 . 3 .  P r e d i c t i o n s  
u s i n g  a s t e a d y  s t a t e  and t i m e  d e p e n d e n t  a t o m i c  
p h y s i c s  m o d e l s  a r e  shown
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C o n s i d e r  a  s y s t e m  w i t h  o n l y  t h r e e  i o n i s a t i o n  s t a g e s  and l e t  , 

f f g  be  t h e  f r a c t i o n a l  p o p u l a t i o n  d e n s i t i e s  o f  t h e s e  l e v e l s .  The 

m a t r i x  e q u a t i o n  f o r  t h e  s y s t e m  i s

-®o

-®2

" î
0

f
1

f „
_  2 _

f
0

f .
1

f
_  2 _

( 2 . 5 . 1 )

w h e r e  f  i s  t h e  d e r i v a t i v e  o f  f  w i t h  r e s p e c t  t o  t i m e  an d  ( a s  i n  ( 2 . 4 . 3 ) )  

h a s  b e e n  d r o p p e d  f o r  c l a r i t y .  A g a i n ,  s i n c e  we h a v e  t h e  c o n s t r a i n t  

^f = 1 ,  t h e  s y s t e m  c a n  b e  r e d u c e d  t o

and

“ S.
( 2 . 5 . 2 )

( 2 . 5 . 3 )

By i n s p e c t i o n ,  t h e  e i g e n v a l u e s ,  e i g e n v e c t o r s  an d  i n i t i a l  v a l u e  c o n s t a n t s  

o f  t h e  i o n i s a t i o n  m a t r i x  a r e  g i v e n  by

- S o '
=

-®1

- 0
= ~ 1 “

?1 = 0~

- S o 1
( S o - s p

( 2 . 5 . 4 )

ao = 1

w h e r e  t h e  i n i t i a l  v a l u e  c o n s t a n t s  a r e  c a l c u l a t e d  u s i n g  t h e  i n i t i a l  

c o n d i t i o n s  f ^  = 1 and f ^  = f ^  = 0 .

S u b s t i t u t i n g  e x p r e s s i o n s  ( 2 . 5 . 4 )  i n t o  ( 2 . 5 . 1 )  y i e l d s  

f .
0

= e

-S
0

( S o - S i )

- S o t
e + 0

- S i t

(S q- S i ) ( 2 . 5 . 5 )

= 1 *0 -  *1
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We w i l l  now c o n s i d e r  t h e  s o l u t i o n s  f o r  v e r y  s h o r t  t i m e s  s u c h  t h a t  

exp ( - & t )  1 -  f i t ,  i . e .

*0 "  t - S g t

Thus  we s e e  t h a t  a s  f ^  d e c r e a s e s  i n i t i a l l y ,  f ^  i n c r e a s e s  t o  e x a c t l y  

c o u n t e r b a l a n c e  t h e  d e c r e a s e  i n  f ^ ,  and t h i s  i s  w h a t  we s h o u l d  e x p e c t  

p h y s i c a l l y .

( 2 . 5 . 6 )

2 . 6  I n  t h e  L i m i t  o f  No I o n i s a t i o n

We c a n  a l s o  c o n s i d e r  t h e  c a s e  w h e re  i o n i s a t i o n  c a n  be  n e g l e c t e d

( e . g .  i n  an  i o n i s e d  p l a s m a  w h i c h  i s  r a p i d l y  c o o l e d ) .  We t h e n  p u t  t h e  

i n  t h e  m a t r i x  A o f  ( 2 . 3 . 2 )  t o  z e r o  and i n  t h i s  c a s e ,  u s i n g  t h e  c o n s t r a i n t  

= 1,  we n e g l e c t  t h e  e q u a t i o n  f o r  t h e  g r o u n d  s t a t e  p o p u l a t i o n  d e n s i t y .

The s o l u t i o n  t o  e q u a t i o n  ( 2 . 3 . 1 )  c a n  now be w r i t t e n  as

X f t

i = l
and

1 -1

Z

( 2 . 6 . 1)

± = 1 -  I  f  ( 2 . 6 . 2 )
^ i = l

wh e re  t h e  and a r e  t h e  e i g e n v a l u e s  and e i g e n v e c t o r s  o f  t h e  m a t r i x  

A w h e re

and A = n = e "  - « 1  +«2

*2 ■’'2 ■""3

^3 . ""3 +"^4

" j “" j  * ^ j + l

_

( 2 . 6 , 3 )
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A g a in ,  b e c a u s e  o f  t h e  many symmet ry  p r o p e r t i e s  w h ic h  t h e  m a t r i x  ^

now h a s ,  we s e e  t h a t  by i n s p e c t i o n  t h e  e i g e n v a l u e s  o f  A a r e  j u s t  i t s  d i a g o n a l

e l e m e n t s  and t h e  co m p o n en t s  o f  t h e  e i g e n v e c t o r s  a r e  s i m p l e  c o m b i n a t i o n s
I

o f  t h e s e  e i g e n v a l u e s ,  i . e .  t h e  e i g e n v a l u e s  o f  t h e  m a t r i x  ^  a r e  now

g i v e n  by

^2  - " e ® 2 ’.............. ■“ e " i -

and t h e  e i g e n v e c t o r s  a r e  g i v e n  by

? i  =
1 ^

? 2  =

-  ^ 2  1

? 3  =

r  1
A  1 - ^ 2

0 1

' 2 -^ 3

0 0 1

TÎ 0

I t

( 2 . 6 , 4 )

( 2 . 6 . 5 )

Where en ough  e l e m e n t s  h a v e  b e e n  i n c l u d e d  t o  e n a b l e  one  t o  s e e  t h e  g e n e r a l  

p a t t e r n  o f  t h e  e i g e n v e c t o r s .  The c o m p l e t e  s e t  o f  e i g e n v e c t o r s  f o r  t h e  

*no i o n i s a t i o n '  c a s e  a r e  shown i n  A p p e n d ix  3,  and t h e  g e n e r a l  f o r m u l a  

f o r  t h e  a^ i s  shown i n  A p p e n d ix  4 t o  b e

.max . . . A.
a  = f ( 0 )

^  ^  K = i + i  ^ ^ i "  ^ K  ^ ■ * ' *

( 2 .6 .6 )

i  = z “ 1 , 0 .max

Com pute r  R e s u l t s

I n  s e c t i o n  2 . 4  we co m pared  t h e  b u r n  t h r o u g h  o f  t h e  i o n i s a t i o n  s t a g e s  

i n  c a r b o n  a s  g i v e n  by o u r  c o m p u t e r  m ode l ,  a g a i n s t  t h e  e x a c t  s o l u t i o n s  w h ich  

t o o k  i n t o  a c c o u n t  a l l  t h e  i o n i s a t i o n  s t a g e s .  I n  t h o s e  r e s u l t s ,  t h e  

r e c o m b i n a t i o n  t e r m s  w e r e  p u t  t o  z e r o .  I n  t h i s  s e c t i o n  we w i s h  a g a i n  t o  

com pare  t h e  c o m p u t e r  model  r e s u l t s  a g a i n s t  t h e  e x a c t  r e s u l t s ,  b u t  t h i s  

t i m e  i n  t h e  c a s e  w h e re  t h e  i o n i s a t i o n  c o e f f i c i e n t s  a r e  p u t  t o  z e r o .



39.

U s i n g  t h e  e x p r e s s i o n s  ( 2 . 6 . 4 )  -  ( 2 . 6 . 6 )  we o b t a i n  t h e  r e s u l t s

o f  f i g s .  2 . 6 . 1  an d  2 . 6 . 2 .  P i g .  2 . 6 . 1  shows t h e  e x a c t  r e s u l t s  u s i n g

a l l  t h e  i o n i s a t i o n  s t a g e s  f o r  a  r e c o m b i n a t i o n  o n l y  p l a s m a .  The

t e m p e r a t u r e  an d  d e n s i t y  w e r e  h e l d  c o n s t a n t  a t  10^ K a n d  10^^ cm ^

r e s p e c t i v e l y  an d  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n  u s e d  was t h a t  f ^  = 1. F i g .  2 . 6 . 2

shows t h e  r e s u l t s  o f  t h e  c o m p u t e r  model  f o r  t h i s  c a s e  an d  we n o t i c e  some

s i g n i f i c a n t  d i f f e r e n c e s .  One t h i n g  we n o t i c e  i m m e d i a t e l y  f r o m  f i g .  2 . 6 . 1

-11
i s  t h a t  a t  a r o u n d  10 s we h a v e  s i x  i o n i s a t i o n  s t a g e s  p r e s e n t  and  s o

we c a n n o t  e x p e c t  o u r  c o m p u t e r  mode l  t o  r e p r e s e n t  t h i s  s i t u a t i o n  a c c u r a t e l y

s i n c e  t h e r e ,  a c c o u n t  i s  t a k e n  o f  o n l y  t h r e e  i o n i s a t i o n  s t a g e s .  The

c o m p u t e r  model  r e s u l t s  a r e  shown i n  f i g .  2 . 6 . 2  and we i m m e d i a t e l y  n o t i c e

t h e  p r e s e n c e  o f  a  ' c o m p u t a t i o n a l *  i o n i s a t i o n  f r a c t i o n  d e n o t e d  f ^ .

The r e a s o n  f o r  t h i s  i s  a s  f o l l o w s .  I n  s e c t i o n  2 . 7  i t  w i l l  b e  p o i n t e d  o u t

t h a t  i n  a r e c o m b i n a t i o n  p l a s m a ,  we s o l v e  f o r  f   ̂ and  f  f r o m  w h i c h  we
z+1 z

c a n  c o n s t r u c t  f  _ = l -  f  -  f  Thus  ŵ e s e e  t h a t  kn o w in g  f  _ and f  _z - 1  z z+1 6 5

we c a n  o b t a i n  f ^ . However a s  i s  s e e n  f rom  f i g .  2 . 6 . 1  t h i s  ' f ^ '  i s  a c t u a l l y

^1 ^2 ^  ^3  ̂ ^4  d e n o t e  t h i s  by f ^  i n  f i g .  2 . 6 . 2 .  Thus  we o b s e r v e

t h a t  when a p l a s m a  i s  u n d e r g o i n g  r a p i d  r e c o m b i n a t i o n ,  t h e  a s s u m p t i o n  o f  

t h e r e  b e i n g  o n l y  t h r e e  i o n i s a t i o n  s t a g e s  p r e s e n t  i n  t h e  p l a s m a  a t  any one 

t i m e  ca n  l e a d  t o  w ro ng  r e s u l t s  an d  s o  c a r e  mus t  b e  t a k e n  a s  t o  how one 

i n t e r p r e t s  t h e s e  r e s u l t s .

2 . 7  I o n i s a t i o n  an d  R e c o m b i n a t i o n  I

P r e v i o u s l y  we h a v e  c o n s i d e r e d  s i t u a t i o n s  i n  w h i c h  e i t h e r  i o n i s a t i o n  

o r  r e c o m b i n a t i o n  c o u l d  b e  n e g l e c t e d .  T h i s  l e d  t o  e x t r e m e l y  s i m p l e  and  

c o m p u t a t i o n a l l y  e f f i c i e n t  s o l u t i o n s .  I s  i t  p o s s i b l e  t h a t  t h e  i d e a s  

d e v e l o p e d  i n  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n s  c a n  be  a p p l i e d  t o  t h e  more g e n e r a l  

p r o b l e m  w h e re  n e i t h e r  i o n i s a t i o n  n o r  r e c o m b i n a t i o n  c a n  b e  n e g l e c t e d ?

I t  h a s  b e e n  shown i n  s e c t i o n  2 . 4  t h a t  a l t h o u g h  t h e r e  a r e  many 

i o n i s a t i o n  l e v e l s  i n  medium and h i g h - ^  m a t e r i a l s ,  i t  i s  s u f f i c i e n t  t o
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0.8

0.6

f

0.2

0.0
11

t  ( s )
F i g .  2 . 6 . 1  The e x a c t  s o l u t i o n s  f o r  t h e  r e c o m b i n i n g  p i asma

0.6

f

0.2

0.0
-11-12

t ( s )

l i g .  2 . 6 . 2  The co m pu ted  . s o l u t i o n s  j .or t h e  r e c o m b i n i n g  p l a s m a
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c o n s i d e r  t h r e e  i o n i s a t i o n  l e v e l s  o n l y ,  a t  any one t i m e .  Hence i f  we know

t h a t  t h e  mean i o n i s a t i o n  l e v e l  a t  a p o i n t  i n  t h e  p l a s m a  i s  z ,  t h e n  i t  i s

s u f f i c i e n t  t o  c o n s i d e r  o n l y  t h e  i o n i s a t i o n  f r a c t i o n s  f  _,  f  , fz - 1  z z+1

The t h r e e  l e v e l s  z - 1 ,  z ,  z+1 t o g e t h e r  w i t h  t h e  v a r i o u s  i o n i s a t i o n  and 

r e c o m b i n a t i o n  p r o c e s s e s  and t h e  g o v e r n i n g  m a t r i x  r a t e  e q u a t i o n  a r e  shown 

i n  f i g .  2 . 7 .  1.

Thus  t h e  v a r i o u s  a t o m i c  p h y s i c s  p r o c e s s e s  we a l l o w  f o r  i n  and b e t w e e n  t h e  

t h r e e  l e v e l s  shown a r e  i o n i s a t i o n  f r o m  l e v e l s  z - 1  an d  z and r e c o m b i n a t i o n  

f rom l e v e l  z+1 and z .  N o t i c e  t h a t  i n  o r d e r  t o  h a v e  t h e  c o n s t r a i n t  

^f^  = 1 we mus t  n e g l e c t  r e c o m b i n a t i o n  f r o m  l e v e l  z - 1  an d  i o n i s a t i o n  f rom  

l e v e l  z+1.  The g o v e r n i n g  r a t e  e q u a t i o n s  f o r  t h e s e  p r o c e s s e s  i s  shown 

a l s o  i n  f i g .  2 . 7 . 1 , w h e re  t h e  r a t e  c o e f f i c i e n t s  h a v e  b e e n  p u t  i n  m a t r i x  

fo rm  and t h e  i o n i s a t i o n  f r a c t i o n s  h a v e  b e e n  e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  an 

i o n i s a t i o n  s t a g e  v e c t o r .  I t  s h o u l d  b e  n o t i c e d  t h a t  s i n c e  we h a v e  t h e  

c o n s t r a i n t  ^f^  -  1 we n e e d  s o l v e  f o r  o n l y  two o f  t h e  i o n i s a t i o n  f r a c t i o n s ,  

t h e  t h i r d  b e i n g  g i v e n  i m m e d i a t e l y  by t h i s  c o n d i t i o n .

C o n s i d e r  now t h e  m a t r i x  r a t e  e q u a t i o n  o f  f i g .  2 . 7  w r i t t e n  i n  e x p l i c i t  

d i f f e r e n t i a l  f o r m ,  i . e .

—  = - S z - 1  ^ z - 1  

3f

i f  (3 7 -1)

3f ,
+S 1 -R . f9t  z z z+1 z+1

We now i n v o k e  t h e  c o n s t r a i n t  ^ f^  = 1 ,  w h ic h  i n  t h i s  c a s e  means

V l  + + V l  “  ̂ <3.7.2)
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A
Z > 1

A

V

fz*1
I

2 - 1

L i  ' n ® - S 2-1 -fr R 2 ?Z-1

f z ♦ S 2-1 ~ (S ^ '. 'R ^ )  * R z .i fz

fz»1 + S z  -  Rz-*i fz«1

F i g .  2 . 7 . 1  The i o n i s a t i o n  r e c o m b i n a t i o n  p r o c e s s e s  b e t w e e n  t h e  
l e v e l s  z - 1 ,  z and  z+1,  and t h e  a c c o m p a n y i n g  m a t r i x  
r a t e  e q u a t i o n .
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At t h i s  p o i n t  we s u b s t i t u t e  f o r  f  ^ , f r o m  e q u a t i o n  ( 2 . 7 . 2 )  i n t o  t h ez + l

e q u a t i o n  f o r  f  i n  e q u a t i o n s  ( 2 . 7 . 1 ) ,  w h ich  t h e n  becomes

9 f
(S +R ) f  z z z

+R ( 1 - f  - f  , )  
ZH3. Z Z -1

o r

And t h e  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  ( 2 . 7 . 1 )  i s  r e p l a c e d  by 

9 f z - 1
9 t

9 f

“  - S  _ f  _ z - 1  z - 1 +R f  z z

+̂ ■2
( 2 . 7 . 3 )

9 f z + l
9 t

+S f  -R , f  .z z z + l  z + l

A g a in  s i n c e  we h a v e  t h e  c o n s t r a i n t  ( 2 . 7 . 2 )  we n e e d  s o l v e  o n l y  two o f  t h e  

e q u a t i o n  ( 2 . 7 . 3 ) ,  We c h o o s e  t o  s o lv e ,  f o r  f  and f  and r e w r i t e  t h e
J* Z

e q u a t i o n s  i n  t h e  f o l l o w i n g  fo rm  

9 f
9 t

— Af + g

and

f   ̂ = 1 -  f  -  f  ^z + l  z ;z-1

( 2 . 7 . 4 )

w he re  

f  =
V f

A = n= e “  - ^ - 1  « ”
g = n

G R fz z

f z _ ^ z + l

( 2 . 7 . 5 )

We n o t i c e  h e r e  t h a t  g ( s i n c e  f ^ )  i s  t i m e - d e p e n d e n t  and t h a t  t o g e t h e r ,  t h e  

e q u a t i o n s  o f  ( 2 . 7 . 4 )  a r e  e x a c t l y  e q u i v a l e n t  t o  t h e  m a t r i x  r a t e  e q u a t i o n  

o f  f i g . 2 . 7 .  I s u b j e c t  t o  t h e  c o n s t r a i n t  o f  ( 2 . 7 . 2 ) .
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We now assume t h a t  t h e  t e r m  R f  i n  t h e  v e c t o r  g i s  c o n s t a n t  o r
Z- z  —

u n i m p o r t a n t ,  o v e r  t h e  t i m e s t e p  we a r e  c o n s i d e r i n g ,  s u c h  t h a t  g i s  now 

c o n s t a n t .  The m a t r i x  e q u a t i o n  o f  ( 2 . 7 . 4 )  c a n  t h e n  be  s o l v e d  i n  t h e  

f o l l o w i n g  m an n e r .  S u b s t i t u t i n g  t h e  t r i a l  s o l u t i o n

( 2 . 7 . 6 )

i n t o  t h e  m a t r i x  e q u a t i o n  o f  ( 2 . 7 . 4 )  g i v e s

AXe — A(Xe + b )  + g ( 2 . 7 . 7 )

and h e n c e  we s e e  t h a t  ( 2 . 7 . 6 )  i s  a s o l u t i o n  t o  ( 2 . 7 . 4 )  p r o v i d e d  

A b = - g  and A and X a r e  t h e  e i g e n v a l u e s  and e i g e n v e c t o r s  r e s p e c t i v e l y ,

o f  t h e  m a t r i x  A. The g e n e r a l  s o l u t i o n  t o  ( 2 . 7 . 4 )  i s  t h e n  g i v e n  by

2

-A ^ e  + I  a  X
i = l

A. t
( 2 . 7 . 8 )

w h e re  t h e  a^ a r e  c o n s t a n t s  d e p e n d i n g  on t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s ,  i . e

: (0 )

1=1
1 - 1 ( 2 . 7 . 9 )

The t e r m s  i n  e q u a t i o n  ( 2 . 7 . 8 )  w r i t t e n  e x p l i c i t l y  a r e

-11 S _ e z - 1 ■n (S +R +R J  e  z z z + l

1 ?2  = ^  0

S . - R  _ z - 1  z + l

L ' i - ' 2
1

f ( 0 )  ,  V T  
V l  + XI

R f ( ° )
,  —

z + l  A !
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Rz z

4
R f ( 0 )

Z z
z + l

an d  A' =

( 2 . 7 . 1 0 )

T h e s e  t e r m s  a r e  e v a l u a t e d  i n  A p p e n d ix  5,

We w i l l  now a p p l y  some s i m p l e  c h e c k s  f o r  w h ic h  we a l r e a d y  know t h e  

r e s u l t s ,

Check 1 N e g l e c t  t h e  r e c o m b i n a t i o n  c o e f f i c i e n t s  

P u t t i n g  t h e  Rs i n  e x p r e s s i o n  ( 2 . 7 . 1 0 )  t o  z e r o  we s e e  t h a t

- n  S _ 
e z - 1 '2

-n S
e z

. 1 ?2 ~ o ”

1

= 1
=2 i - ^ 2

and - 1
6  6 = jO

s i n c e  f ( 0 )

( 2 . 7 . 1 1 )

h e n c e ^ z - 1 1 exp ( - n  S „ t )  
e  z - 1

f_  z _
® z - l

® z - ® z - l

z - 1 ex p  ( - n  S t )  e z
( 2 . 7 . 1 2 )

w h i c h  i s  p r e c i s e l y  t h e  same r e s u l t  a s  i n  s e c t i o n  2 , 5
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Check 2 The f u l l  s o l u t i o n  f o r  e a r l y  t i m e s

I n  t h i s  c a s e  we u s e  t h e  t e r m s  o f  ( 2 . 7 . 1 0 )  b u t  w i t h  t h e  i n i t i a l  

c o n d i t i o n s

f ( 0)

h e n c e  a^ = 1 and

“ 1and A g =

R
z + l

and s i n c e  t h e  s o l u t i o n  i s

8 t-R  - z - 1  z + l

^ - V

' z + l

V

f  = -A-1
2 A . t

g + I  *1 %1 G
i = l

( 2 . 7 . 1 3 )

( 2 . 7 . 1 4 )

we h a v e

^ z - 1 1 0 Z-1"e
R -,z + l ^ L - l ' ^ Z + 1

>1' 6

f z
® z - l ” ’*z+l

i - ^ 2

+
[ ^ 2 I J 1

■n (S +R +R . ) t  e z z z + l

•n S t  e z - 1
z - 1

z + l

I

and
- n  S t  

e z - 1

( 2 . 7 . 1 5 )

z + l

%2

® z - r ’*z+ i
X - X '

- n  (S +R +R J t  e z z z + l

Rz + l

^ 2
( 2 . 7 . 1 6 )

We now a p p l y  t h e  s o l u t i o n  f o r  v e r y  s m a l l  t i m e s  s u c h  t h a t  e x p ( - S t )  ^  1 -  S t  

and e q u a t e  t h e  t e r m s  d e p e n d e n t  an d  i n d e p e n d e n t  o f  t .
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The t e r m s  i n d e p e n d e n t  o f  t  c a n  be  w r i t t e n  as

S -R , R , z - 1  z + l  z + l S ,~R ,z - 1  z + l

' i - ^ 2

z + l
A' = 0 ( 2 . 7 . 1 7 )

a s  e x p e c t e d ,  an d  t h e  t e r m s  d e p e n d e n t  on t o  c a n  b e  w r i t t e n  as

^ z - r ” z + i

^ 1 - ^ 2 4 - ^ 2 4 - 4

4  -  G'e ® z - l ( 2 . 7 . 1 8 )

a s  e x p e c t e d  s i n c e  f o r  v e r y  e a r l y  t i m e  no r e c o m b i n a t i o n  ca n  h av e  t a k e n  

p l a c e  f r om  f ^  and f ^ ^ ^  an d  h e n c e  t h e r e  s h o u l d  be  no R t e r m s  i n  ( 2 . 7 . 1 8 ) .

Check  3 N e g l e c t  t h e  i o n i s a t i o n  c o e f f i c i e n t s

T h i s  c a n  o n l y  b e  done  f o r v e r y  e a r l y  t i m e s  ( s u c h  t h a t  f^^ ^  = 0) s i n c e  

i n  a few o f  t h e  t e r m s  we h a v e  a d i v i s i o n  by A^ w h i c h  i s  now z e r o .

From ( 2 . 7 . 1 0 )  we h a v e

» e ( K z + * z + l )

4  = 1
4  = 0

®z +l *

h e n c e

z + l

^ z ^ ^ z + 1
( 2 . 7 . 1 9 )

1 0

f z

-R ^z + l 4 . 1
R +R , z z + l R +R  ̂z z + l

- » e ( R z + R z + l ) t

( 2 . 7 . 2 0 )
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i . e .  f  = 1z - 1

f  = 0z

( 2 . 7 . 2 1 )

w h i c h  i s  c o r r e c t ,  s i n c e  f o r  v e r y  e a r l y  t i m e s  f  and  f   ̂ = 0 and  t h e r ez z + l

c a n  b e  no r e c o m b i n a t i o n  f r o m  t h e s e  l e v e l s .

H a v in g  done  t h e s e  c h e c k s ,  e s p e c i a l l y  t h e  l a s t  o n e ,  we n o t i c e  t h a t  i n

a  ’ r e c o m b i n a t i o n  o n l y ’ p l a s m a  we c a n n o t  u s e  t h e  t e r m s  o f  ( 2 , 7 . 1 0 ) ,  s i n c e

we h a v e  t h e  t e r m  1/X^ and = 0 .  T h i s  c a n  be  a v o i d e d  q u i t e  s i m p l y  by

d e v e l o p i n g  a n o t h e r  s e t  o f  t e r m s ,  e q u i v a l e n t  t o  ( 2 . 7 . 1 0 )  b u t  f o u n d  i n  t h e

f o l l o w i n g  m an n e r .  P r e v i o u s l y ,  i n  e q u a t i o n s  ( 2 . 7 . 1 ) ,  we s u b s t i t u t e d  f o r

t h e  t e r m  R f  .. i n  t h e  e q u a t i o n  f o r  f  u s i n g  t h e  c o n s t r a i n t  ( 2 . 7 . 2 ) .  z + l  z + l  z

I t  w o u ld  have  b e e n  j u s t  a s  e a s y  t o  s u b s t i t u t e  f o r  t h e  t e r m  S , f  , i nz - 1  z - 1

t h e  same e q u a t i o n  and t h e n  p r o c e e d e d  t o  e v a l u a t e  an  e q u i v a l e n t  s e t  o f

t e r m s  t o  ( 2 . 7 . 1 0 ) .  T h i s  i s  done i n  A p p e n d ix  6 .

I t  s h o u l d  be  remembered  t h n t  t h e  s e t  o f  e x p r e s s i o n s  ( 2 . 7 . 1 0 )  make up 

t h e  s o l u t i o n  o f  ( 2 . 7 . 4 )  p r o v i d e d  t h e  t e r m  R ^ f^  r e m a i n s  c o n s t a n t  o r  u n i m p o r t a n t  

o v e r  t h e  t i m e s t e p .  S i m i l a r l y ,  t h e  a l t e r n a t i v e  s o l u t i o n  d e v e l o p e d  i n  

A p p e n d ix  6 i s  v a l i d  p r o v i d e d  t h e  t e r m  S ^ f ^  r e m a i n s  c o n s t a n t  o r  u n i m p o r t a n t  

o v e r  t h e  t i m e s t e p .  Hence i n  a p l a s m a  u n d e r g o i n g  i o n i s a t i o n  t h e  f o r m e r  

s o l u t i o n  i s  a p p r o p r i a t e ,  and f o r  a p l a s m a  u n d e r g o i n g  r e c o m b i n a t i o n ,  we 

s h o u l d  a p p l y  t h e  l a t t e r  s o l u t i o n .  F o r  a p l a s m a  i n  w h i c h  some o f  t h e

t i m e  l e v e l s ,  a s  i n  f i g .  2 . 7 ,  a r e  i o n i s i n g  and some r e c o m b i n i n g  we a r e  i n

an  a p p r o x i m a t e  s t e a d y - s t a t e  and e i t h e r  t y p e  o f  s o l u t i o n  c a n  b e  a p p l i e d .

2 . 8  I o n i s a t i o n  and R e c o m b i n a t i o n  I I

I n  s e c t i o n  2 . 8  we e x t e n d e d  t h e  i d e a s  d e v e l o p e d  i n  s e c t i o n s  2 . 4  an d  

2 . 6  t o  i n c l u d e  i o n i s a t i o n  and r e c o m b i n a t i o n  s i m u l t a n e o u s l y .  A f t e r  some 

m a n i p u l a t i o n ,  we showed t h a t  t h e  e i g e n v a l u e s  o f  t h e  m a t r i x  A w e r e  a g a i n
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j u s t  i t s  d i a g o n a l  e l e m e n t s  and e l e m e n t s  o f  t h e  e i g e n v e c t o r s ,  j u s t

s i m p l e  c o m b i n a t i o n s  o f  t h e s e  e i g e n v a l u e s .  We a l s o  i n t r o d u c e d  t h e

column v e c t o r  g = (R f  , R ) and u n d e r  t h e  a s s u m p t i o n  o f  g b e i n g  — z z z + l  —

c o n s t a n t  o v e r  a  t i m e s t e p  we o b t a i n e d  s i m p l e  a l g e b r a t C  . s o l u t i o n s  t o  t h e  

r a t e  e q u a t i o n s .  The s o l u t i o n s  o b t a i n e d  i n  t h i s  f o r m  c o u l d  be  c h e c k e d  

a)  i n  t h e  l i m i t  o f  no r e c o m b i n a t i o n  b)  i n  t h e  l i m i t  o f  no i o n i s a t i o n ,  

and c )  i n  t h e  l i m i t  o f  v e r y  s h o r t  t i m e s .

The a p p r o a c h  o f  s e c t i o n  2 . 7  t h u s  p r o v i d e d  an e a s i l y  u n d e r s t a n d a b l e  

p i c t u r e  o f  w h a t  was h a p p e n i n g ,  i . e .  one  h ad  a  f e e l  f o r  t h e  m a g n i t u d e s  o f  

t h e  e i g e n v a l u e s  and t h e  v a r i o u s  q u a n t i t i e s  i n v o l v e d .  The o n l y  p r o b l e m  

w i t h  t h a t  a n a l y s i s  was t h e  j u s t i f i c a t i o n  o f  ^  and h e n c e  R ^ f^  b e i n g  

c o n s t a n t  o v e r  one t i m e s t e p .  I n  t h i s  s e c t i o n  we show t h a t  i t  i s  u n n e c e s s a r y  

t o  make t h i s  a s s u m p t i o n  and we d e v e l o p  a m a t h e m a t i c a l l y  more  e x a c t  

( t h o u g h  p h y s i c a l l y  l e s s  i n t u i t i v e )  s e t  o f  s o l u t i o n s  t o  t h e  r a t e  e q u a t i o n s .

We c o n s i d e r  t h e  s e t  o f  e q u a t i o n s  ( 2 . 7 . 3 )  w h i c h  we w r i t e

and

M
a t

z + l

AÎ + I

1 - f  -  f
( 2 . 8 . 1)

z - 1

w h e re  now

4 - Ï A = n- 0 " 4 - 1 +Rz §  = “ e 0

f z ^ z+ 1

( 2 . 8 . 2 )

I t  s h o u l d  b e  n o t i c e d  t h a t  t h e  t e r m  R f  h a s  b e e n  re m o v e d  f r o m  g andz z —

r e i n s e r t e d  i n t o  A. We o b s e r v e  t h a t ,  i n  c o n t r a s t  t o  s e c t i o n s  2 . 4  and 

2 . 6 ,  i n s t e a d  o f  t h e  e i g e n v a l u e s  o f  A b e i n g  t h e  e l e m e n t s  o f  i t s  l e a d i n g  

d i a g o n a l ,  t h e  e i g e n v a l u e s  a r e  now m o d i f i e d  w i t h  t h e  i n c l u s i o n  o f  t h e  t e r r a

R i n t o  t h e  m a t r i x ,  z
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However ,  s i n c e  t h e  d e t e r m i n a n t  o f  a m a t r i x  i e  e q u a l  t o  t h e  p r o d u c t  

o f  i t s  e i g e n v a l u e s ,  I . e .

De t  A  = n  A. ( 2 . 8 . 3 )

v/e hav e  f r o m  ( 2 . 8 . 2 )  

o r

4 - i 4  + + 4 4 + 1  “  M  ( 2 . 8 . 4 )

i . e .  t h e  p r o d u c t  o f  t h e  e i g e n v a l u e s  i s  p o s i t i v e  a l w a y s .  The e i g e n v a l u e s

may be  o b t a i n e d  f r o m  s o l v i n g

D e t  (A " A  I )  = 0 ( 2 . 8 . 5 )

w h i c h  l e a d s  t o  t h e  e q u a t i o n

A^ + A(8 +S +R +R ) + (8 +R +R ) -  R (S -R ^  = 0z - 1  z z z + l  ‘— z - 1  z z z + l  z z - 1  z + 1 ^

and f r o m  t h e  c o e f f i c i e n t  o f  A i n  e q u a t i o n  ( 2 . 8 . 6 )  we s e e  t h a t  t h e  sum o f

e i g e n v a l u e s  i s  n e g a t i v e  and u s i n g  ( 2 . 8 . 4 )  we a r e  l e d  t o  t h e  c o n c l u s i o n

t h a t  t h e  e i g e n v a l u e s  a r e  n e g a t i v e .  To o b t a i n  t h e s e  e i g e n v a l u e s  we must

s o l v e  ( 2 . 8 . 6 )  w h ic h  l e a d s  t o

X, < 4 ^ ^ 2 >  ^ + " ^ ( 4 - r 4 + i )  ( 2  g . 7)

w h e re  A° and A° a r e  t h e  d i a g o n a l  e l e m e n t s  o f  t h e  m a t r i x  A. By p u t t i n g  

R^ t o  z e r o  i n  t h i s  e x p r e s s i o n  o n e  o b t a i n s  t h e  r e s u l t s  o f  s e c t i o n s  2 . 4  

and 2 . 6 .  N o t i c e  t h a t  s i n c e  we h a v e  p r o v e d  t h e  e i g e n v a l u e s  n e g a t i v e  

d e f i n i t e ,  t h e  d i s c r i m i n a n t  o f  ( 2 . 8 . 7 )  must  be  g r e a t e r  t h a n  o r  e q u a l  t o  

z e r o ,  i . e .

( A ° - A ° f  + 4R (S -R 5 0 ( 2 . 8 . 8 )1 2  z z - 1  z + l
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w h ic h  one may f i n d  s u r p r i s i n g  s i n c e  f o r  low t e m p e r a t u r e s  E . >> S . .z + l  z - 1

H a v in g  f o u n d  t h e  e i g e n v a l u e s  t h r o u g h  e q u a t i o n  ( 2 . 8 . 7 )  we now p r o c e e d  t o  

c a l c u l a t e  t h e  e i g e n v e c t o r s  o f  t h e  m a t r i x  A c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e s e  

e i g e n v a l u e s .

To f i n d  t h e  e i g e n v e c t o r s  we m us t  s o l v e

(A -  A l )  X = 0 ( 2 . 8 . 9 )

d e n o t i n g  t h e  e l e m e n t s  o f  A by a _,  a  , a , a e q u a t i o n  ( 2 . 8 . 9 )1-L JL̂s 6 JL A A
l e a d s  t o  c o u p l e d  a l g e b r a o i c  e q u a t i o n s

4  + *12=2 = 0

*21=1 + ( * 2 2 - ^ )  =2 = 0

( 2 . 8 . 1 0 )

w h e re  x ^ ,  x^  a r e  t h e  co m p o n e n t s  o f  t h e  e i g e n v e c t o r  X. I n  d i r e c t  a n a l o g y  

w i t h  t h e  e i g e n v e c t o r s  o f  ( 2 . 7 . 1 1 ) ,  we w i s h  o n l y  t o  s o l v e  f o r  t h e  e l e m e n t s  

Xg o f  an d  x^ o f  X^, t h e  o t h e r  e l e m e n t s  b e i n g  i d e n t i c a l l y  e q u a l  t o  1. 

Thus  f o r  A -  A^

and f o r  A = A^

=1 *12 (* 22 -

=1 *12 - ( * 2 2  -o r  ---------------  ( 2 . 8 . 1 2 )
=2 (*11 -  4 )  *21

However ,  we m us t  b e  e x t r e m e l y  c a r e f u l  w h ich  o f  t h e s e  f o r m u l a e  we 

u s e  t o  e v a l u a t e  t h e  e i g e n v e c t o r  co m p o n e n t s .  When a ^ ^  - + 0  ( i . e .  +■ 0)

a ^ ^  and A^ a ^ ^  an d  we s e e  t h a t  some o f  t h e  q u a n t i t i e s  i n  ( 2 . 8 . 1 1 )  

and ( 2 . 8 . 1 2 )  become i n d e t e r m i n a t e ,  w h ich  w ou ld  c o m p u t a t i o n a l l y  l e a d  t o  

g r o s s l y  i n a c c u r a t e  r e s u l t s .  Hence we c h o o s e  f o r  A = A = A

X,

and  f o r  A = A^ = A

' 8 ^ l / ( % 2 2  "  ( 2 . 8 . 1 3 )

=1 = - * 1 2 / ( * 1 1  -  4 >  (2  8 . 1 4 )
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w h ic h  i n  t h e  l i m i t  o f  = 0 l e a d s  t o  t h e  e i g e n v e c t o r s  o f  ( 2 . 7 . 1 1 )  

W r i t t e n  e x p l i c i t l y ,  t h e  e i g e n v e c t o r s  a r e  g i v e n  by

f o r A = A

S -R _ z - 1  z + l

2
+Rz

V 4 - 1

^„+S +R +R . 1 z z z + l

To o b t a i n  t h e  i n i t i a l  v a l u e  c o n s t a n t s  v/e t a k e  t h e  s o l u t i o n  t o

( 2 . 8 . 1 )  a t  t  = 0 ,  i . e .

f ^ ^ ^  = -A ^g + L a ,  X, 
= -  i = i  1 - 1

( 2 . 8 . 1 6 )

w h e re  A g _ ^  • -R z 0

_ - ( 4 - r 4 + i > - 4 - 1

Z + l
A' A' 1 2 z - 1

( 2 . 8 . 1 7 )

f rom  w h i c h  i t  c a n  b e  shown t h a t

R^(0)  _ ^(0)  ^ x„ -  s
1 2z - 1  2 z 2 z - l j ( 2 . 8 . 1 8 )

f ( 0 )
z - 1

* z + l * z
" F T i "  1 2

^ - r \ + i
w h e re  xg = ' V '+H

"  *2=1

and  X.
R

V 4 - 11 z z z + l

To s u m m a r i s e ,  we n o t e  t h e  a d v a n t a g e s  o f  t h e  ab o v e  a n a l y s i s : -

1.  The a bove  f o r m a l i s m  l e a d s  t o  a m a t h e m a t i c a l l y  more e x a c t  s e t  o f  

s o l u t i o n s  t o  t h e  r a t e  e q u a t i o n s .

2 .  A l t h o u g h  we now h a v e  t o  s o l v e  an  e q u a t i o n  t o  d e t e r m i n e  t h e  e i g e n v a l u e s ,

t h e  p r o g r am m in g  o f  t h e  abov e s e t  o f  r e s u l t s  i s  s i m p l e r  t h a n  t h e  r e s u l t s

o f  s e c t i o n s  2 . 7  s i n c e  t h e r e  we h a d  two s e p a r a t e  c a s e s  t o  c o n s i d e r ,  i . e .

S > R an d  S < R , w h e r e a s  now we h a v e  o n l y  one c a s e ,  z z z z
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2 . 9  An A l t e r n a t i v e  D e s c r i p t i o n  v i a  L a p l a c e  T r a n s f o r m  T h e o r y

We now p r e s e n t  an  a l t e r n a t i v e  d e s c r i p t i o n  o f  a p l a s m a  u n d e r g o i n g  

i o n i s a t i o n  an d  r e c o m b i n a t i o n  i n  t e r m s  o f  L a p l a c e  t r a n s f o r m  t h e o r y ,  as  

o p p o s e d  t o  t h e  e i g e n v a l u e - e i g e n v e c t o r  a p p r o a c h  u s e d  i n  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n s .  

A g a in  we w i l l  u s e  t h e  f a c t ,  p o i n t e d  o u t  i n  s e c t i o n  2 . 4 ,  t h a t  we n e e d  

c o n s i d e r  o n l y  t h r e e  a d j a c e n t  i o n i s a t i o n  f r a c t i o n s  a r o u n d  t h e  mean i o n i s a t i o n  

l e v e l .  We r e w r i t e  t h e  m a t r i x  r a t e  e q u a t i o n  o f  f i g .  2 . 7  a s

w h e re

,f = z - 1

f z + l

9 ±
9 t

L = n

(L + e U ) f ( 2 . 9 . 1 )

-S

+S

z - 1

z - 1

0

(S +R ) 0z z

+S -R z + l

U = n 0 +R

0 0 +R

0 0

0

z + l

0

and e i s  some o r d e r i n g  p a r a m e t e r .  We now i n t r o d u c e  t h e  L a p l a c e  t r a n s f o r m  

o f  ^  d e f i n e d  by jf w h e re

- p t

(5 )

f  d t ( 2 . 9 . 3 )
0

T a k i n g  t h e  L a p l a c e  t r a n s f o r m  o f  b o t h  s i d e s  o f  ( 2 . 9 . 1 )  g i v e s

P i
( 0)

o r

(h + s U ) f

( p i  -  L -  eU)“ ^ ^ 0 ) ( 2 . 9 . 4 )

(0 ) .w h e re  f̂  i s  t h e  i n i t i a l  v a l u e  o f  t h e  v e c t o r  jE. From e q u a t i o n  ( 2 . 9 . 4 )  

we o b s e r v e  t h a t  we now h a v e  an a l g e b r a i c ,  e q u a t i o n  f o r  ^  and s o  t o  o b t a i n  

f_(t)  we n e e d  o n l y  f i n d  t h e  i n v e r s e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e  r i g h t  h an d  s i d e  o f

( 2 . 9 . 4 ) .



54 .

The e x p r e s s i o n  [pi  -  L -  0̂  c a n  b e  e x p a n d e d  t h u s ,

l Ë i  -  t  -  = G p I  -  L ) ( I  -  ( p i  -  L ) " 4 u3 " ^ ( 2 . 9 . 5 )

w h e re  £ y\W h-e d r o p p e d  f o r  c l a r i t y  s i n c e  i t  i s  j u s t '  an  o r d e r i n g  p a r a m e t e r

-1  "1 “1Remember ing  t h a t  (A B) = B A we c a n  e x p r e s s  t h e  r i g h t  h an d  s i d e  o f

( 2 . 9 . 5 )  as

( I  -  ( P i  -  L ) - l  ( p i  -  L) 1 ( 2 . 9 . 6 )

w h ic h  c a n  b e  e x p a n d e d  a s ,  r e f e r r i n g  t o  ( 2 . 9 . 5 )

( p I - L -  U ) - l  = ( p I - L ) - l  + ( p I - L ) ' l  U ( p l - L ) " ^  + ( p I - L ) - l  U ( p l - L ) " ^  U ( p I - 9  ^ +

p r o v i d e d  t h a t  t h e  norm o f  ( p I - L )  ^ g i s  l e s s  t h a n  o n e ,  i . e .

II ( p I - L ) “ ^ U | |  < 1

( 2 . 9 . 7 )

( 2 . 9 . 8 )

Thus f r o m  e q u a t i o n  ( 2 . 9 . 4 )  we c a n  w r i t e

1  = ( P l - L ) " ^  + ( P l - L ) - I  U ( p I - L ) " ^ '  + ( 2 . 9 . 9 )

w h i c h  r e p r e s e n t s  a p e r t u r b a t i o n  e x p a n s i o n  f o r  ^  and  we c a n  i n c l u d e  a s  many
(27)

t e r m s  a s  may b e  n e c e s s a r y .  One s e e s  t h a t  t h e  z e r o t h  o r d e r  t e r m  c o n t a i n y  

no y  and we s h o u l d  e x p e c t  t o  o b t a i n  t h e  same r e s u l t  o f  s e c t i o n  2 . 5  i f  we 

p u t  t h e  R ’ s i n  t h e  m a t r i x  g  t o  z e r o .  C o n s i d e r  now, t h e  z e r o t h  o r d e r  

t e r m ,  i . e .

1  = ( P i  -  L ) - l ( 2 . 9 . 1 0 )

t h e  m a t r i x  ( p I - L )  ^ i s  shown i n  A p p e n d ix  7 t o  be

( P l - L )
-1

p+S z - 1

z-1
( p + 4 _ p  ( p + 4 - ^ 4 >

s  , sz - 1  Z
( p + s ^ _ ^ ) (p + s ^ + R ^ )(P + R ^ + i)  (p + s^ + R ^ )(P + R ^ + i)  P+R%+1

Where t h e  n^  has been dropped for clarity.
( 2 . 9 . 1 1 )
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Now s u b s t i t u t i n g  ( 2 . 9 . 1 1 )  i n t o  e q u a t i o n  ( 2 . 9 . 1 0 )  and t a k i n g  t h e  i n v e r s e  

L a p l a c e  t r a n s f o r m  e l e m e n t  by e l e m e n t  we o b t a i n  ( s e e  A p p e n d ix  7 on 

p a r t i a l  f r a c t i o n s )

f ( t )  =
■n S _ t  e z - 1

z - 1

- n  (S +R ) t  - n  S t  e z z e z - 1e - e

4 - 1- 4 - 4

0

-n (S +R ) te  z 2

- n  (S +R ) t  - n  S  ̂t  e z z e  z - 1e ~e

0

2

( 4 ^ 4  4 + l >

<0)

( 2 . 9 . 1 2 )

w h e re

S ,Sz - 1  z

- n  S t  e  z - 1 Sz - 1  z

- n  (S +R ) t  
e z z

( 4 - r 4 - 4 ^ < 4 - 4 4 + i > (S +R - S  , ) ( S  +R +R , )z z z - 1  z z z + l

S „S z - 1  z

- n  R t  
e  z + l

(4 +1- 4 -1 ^  <4 + 1- 4 - 4 5

( 2 . 9 . 1 3 )

and t h e  n^  h a s  b e e n  r e i n s e r t e d  i n t o  t h e  e x p o n e n t i a l s .  Now t a k i n g  t h e

e x p r e s s i o n s  ( 2 . 7 . 1 0 )  and p u t t i n g  R^^^ t o  z e r o  ( i n  t h e  e i g e n v a l u e  a p p r o a c h ,

we a r e  s o l v i n g  o n l y  f o r  f   ̂ and f  ) we o b t a i nz - 1  z

f ( t )  = 1
- n  S t

e  * + S ,
2 - 1

0

4 - 1
S +E -S , 

2  2  z - 1

S +R -S  , 
Z Z 2 - 1

1

- n  (S +R ) t
e  z z

( 2 . 9 . 1 4 )

— 1
s i n c e  A g = 0 i n  t h i s  c a s e .
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Now t a k i n g  t h e  c a s e  w h e re  = [ j ,  0 ,  ÔJ we c a n  compar e  ( 2 . 9 . 1 2 )

and ( 2 . 9 . 1 4 ) o v e r  t h e  i n i t i a l  t i m e s t e p  and we o b t a i n  i d e n t i c a l  r e s u l t s  

a s  e x p e c t e d .

A l t h o u g h  t h e  e i g e n v a l u e - e i g e n v e c t o r  and p e r t u r b a t i o n  e x p a n s i o n  m etho ds  

o f f e r  d i f f e r e n t  a p p r o a c h e s ,  i t  w i l l  b e  s e e n  f rom  t h e  p r e v i o u s  work t h a t  t h e  

l a t t e r  a p p r o a c h  i s  l e s s  am en a b le  f o r  i m p l e m e n t a t i o n  i n t o  a c o m p u t e r  p r o g r a m ,

2 . 1 0  T i m e s c a l e  N e c e s s a r y  f o r  S t e a d y - S t a t e

I n  t h i s  s e c t i o n ,  a  s i m p l e  p r e s c r i p t i o n  w i l l  b e  g i v e n  t o  e n a b l e  one

t o  d e t e r m i n e  w h e t h e r  o r  n o t  s t e a d y  s t a t e  c o n d i t i o n s  h a v e  b e e n  r e a c h e d

i n  t h e  p l a s m a .  The a s s u m p t i o n s  on w h i c h  t h e  p r e s c r i p t i o n  i s  b a s e d  a r e

s u c h  t h a t  t h e  r e s u l t s  a r e  o n l y  v a l i d  t o  w i t h i n  an  o r d e r  o f  m a g n i t u d e .

From t h e  s i m p l e  Bohr t h e o r y  o f  t h e  a tom,  we h a v e  t h a t  t h e  e n e r g y  o f

an  e l e c t r o n ,  whose  p r i n c i p a l  q u an tu m  number  i s  n ,  i n  a  h y d r o g e n i c  s y s t e m

(28)
i s  g i v e n  by

4  = I l  . ( 2 . 1 0 . 1 )

w h e re  Z i s  t h e  n u c l e a r  c h a r g e ,  h i s  P l a n c k ' s  c o n s t a n t ,  e i s  t h e  e l e c t r o n i c  

c h a r g e  and y i s  t h e  r e d u c e d  mass o f  t h e  s y s t e m  g i v e n  by

mM
W = —  ( 2 . 1 0 . 2 )

w h e re  m i s  t h e  e l e c t r o n i c  mass  an d  M i s  t h e  n u c l e a r  m a s s .  We w i l l  now

assume t h a t  e q u a t i o n  ( 2 . 1 0 . 1 )  c a n  b e  a p p l i e d  t o  many e l e c t r o n  s y s t e m s  

s u c h  t h a t  t h e  o u t e r  e l e c t r o n  i s  i n  a g r o u n d  s t a t e  w i t h  n  = 1

Thus  e q u a t i o n  ( 2 . 1 0 . 1 )  r e d u c e s  t o

E = 1 3 . 6  Z2 (eV) ( 2 . 1 0 . 3 )

and we now i n t e r p r e t  Z a s  b e i n g  t h e  c h a r g e  as  s e e n  by t h e  o u t e r  e l e c t r o n  

and EADlts  b i n d i n g  ene rgy^ w h i c h  i s  tic t h e  e l e c t r o n  t e m p e r a t u r e  o f

t h e  p l a s m a ,  i . e

T^ = 1 3 . 6  Z2 (eV) ( 2 . 1 0 . 4 )
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rTKiS". now p r o v i d e s  a s i m p l e  r̂e^CvtTevisiivp. b e t w e e n  t h e  t e m p e r a t u r e  and t h e  

mean i o n i s a t i o n  l e v e l  i n  a h y d r o g e n i c  s y s t e m .  Thus  k n o w in g  t h e  e l e c t r o n  

t e m p e r a t u r e  we c a n  f i n d  an a p p r o x i m a t e  s t e a d y - s t a t e  v a l u e  f o r  t h e  mean 

i o n i s a t i o n  l e v e l ,  i . e .

• .j,
<4> .  ( 2 . 1 0 . 5 )

Now l o o k  a t  t h e  s o l u t i o n  ( 2 . 4 . 1 )  t o  t h e  r a t e  e q u a t i o n s ,  i . e .

Z - 1  A . t
f  = y a .  X. e  ^ ( 2 . 1 0 . 6 )

i = 0  ^

t hand f rom  t h i s ,  we c a n  f i n d  t h e  e q u a t i o n  f o r  t h e  j  i o n i s a t i o n  f r a c t i o n ,  i . e ,

j  A t
f .  = I  a X ( j )  e ( 2 . 1 0 . 7 )

J i = 0

w h e re  X ^ ( j )  d e n o t e s  t h e  e l e m e n t  o f  t h e  i ^ ^  e i g e n v e c t o r  and j  i s  

o b t a i n e d  f r o m  t h e  n e a r e s t  i n t e g e r  t o  <%> i n  ( 2 . 1 0 . 5 ) ,  i . e .

j  = INT(<%>) ' ( 2 , 1 0 . 8 )

N o t i c e  t h a t  t h e  e i g e n v a l u e s ,  e i g e n v e c t o r s  and i n i t i a l  v a l u e s  c o n s t a n t s

a r e  e v a l u a t e d  a t  t h e  t e m p e r a t u r e  u s e d  i n  e q u a t i o n  ( 2 . 1 0 . 5 ) .  By

d i f f e r e n t i a t i n g  e q u a t i o n  ( 2 . 1 0 . 7 )  w i t h  r e s p e c t  o f  t i m e  an d  e q u a t i n g  t o

z e r o ,  we c a n  f i n d  t h e  t i m e  a t  w h i c h  f . i s  a t  a maximum. B u t  we a l s o
Z

know f r o m  ( 2 . 1 0 . 5 )  t h a t  f^  b e i n g  m ax im is e d  c o r r e s p o n d s  a p p r o x i m a t e l y

t o  s t e a d y  s t a t e  c o n d i t i o n s  b e i n g  r e a c h e d ,  and s o  t h e  t i m e  a t  w h i c h  f^ 

i s  a maximum i s  a l s o  a p p r o x i m a t e l y  t h e  t i m e  i t  t a k e s  t o  a c h i e v e  s t e a d y  

s t a t e  c o n d i t i o n s .  D e n o t i n g  t h i s  t i m e  by we h a v e

8^.; 1 ^ i^8T
= I  a  A X ( j ) e  = 0 ( 2 . 1 0 . 9 )

i = 0  1 1 1
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I t  i s  now assum ed  t h a t ,  due  t o  t h e  r a p i d  v a r i a t i o n  o f  t h e  e x p o n e n t i a l  

t e r r a s  i n  ( 2 . 1 0 , 9 ) ,  we n e e d  o n l y  c o n s i d e r  t h e  l a s t  two t e r m s  i n  t h e  

su m m a t io n ,  i . e .

0 ( 2 . 1 0 . 1 0 )

and t h i s  c a n  now b e  s o l v e d  f o r  by t a k i n g  t h e  l o g a r i t h m s  o f  b o t h  t e r m s

t o  o b t a i n

ST I n  ■ ~ V / . l ( 5 )
( 2 . 10 . 11)

E q u a t i o n  ( 2 . 1 0 . 1 1 )  c a n  b e  f u r t h e r  s i m p l i f i e d  by n o t i n g  t h a t

X j ( j )  = 1,

w h e re  a . / a .  'v 1 a l w a y s  ( s e e  a p p e n d i x  8 ) .  Hence e q u a t i o n  ( 2 . 9 . 1 1 )  becomes
J t

ST i n  ^
j - 1  j - 2

( 2 . 10 . 12)

N o t i c e  t h a t  t h e  t i m e  w i l l  be  c o n s i d e r a b l y  s h o r t e r  t h a n  t h e  a c t u a l  t i m e

t o  r e a c h  s t e a d y  s t a t e  s i n c e ,  i n  o r d e r  t o  u s e  e x p r e s s i o n  ( 2 . 1 0 . 1 2 )  we h a v e  u s e d  a

c o n s t a n t  t e m p e r a t u r e  an d  d e n s i t y .  Thus  i f  we im p o s e  some h i g h  t e m p e r a t u r e

and h i g h  e l e c t r o n  d e n s i t y  on a  p l a s m a ,  t h e n  t h e  b u r n  t h r o u g h  t i m e  w i l l  be

c o n s i d e r a b l y  f a s t e r  t h a n  i n  t h e  c a s e  w h e re  t e m p e r a t u r e  and d e n s i t y

i n c r e a s e d  l i n e a r l y  ( s a y ) .  N o t i c e  t h a t  i n s t e a d  o f  u s i n g  ( 2 . 1 0 . 5 )  t o  o b t a i n

an  e s t i m a t e  o f  <z> kn o w in g  T, we u s e  t h e  r e s u l t s  shown i n  f i g .  2 . 1 0 . 1 .

T h e s e  r e s u l t s  a r e  b a s e d  on a s t e a d y  s t a t e  c o r o n a l  e q u i l i b r i u m  and p r o v i d e

( 21)
a  much more a c c u r a t e  e v a l u a t i o n  o f  t h e  mean i o n i s a t i o n  l e v e l .
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To s u m m a r i s e ,  we l i s t  t h e  -p'r_oc££lu'y'e. _ t o  o b t a i n  -

1.  T a k i n g  some t e m p e r a t u r e  o f  i n t e r e s t ,  a p p l y  f i g .  2 . 1 0 , l t o  f i n d  t h e  

mean i o n i s a t i o n  l e v e l  a t  t h a t  t e m p e r a t u r e .  T h i s  a s s u m e s ,  o f  

c o u r s e ,  we h a v e  a  s t e a d y  s t a t e  c o r o n a l  e q u i l i b r i u m .

2 .  Knowing <z> ,  we t h e n  s a y  t h a t  t h e  p l a s m a  c o n s i s t s  m o s t l y  o f  

j - t i m e s  i o n i s e d  m a t e r i a l ,  i . e .  f \  ^ 1  w h e re  j  = I NT (<%->) .

3.  Knowing j  we c a n  t h e n  e v a l u a t e  t h e  e i g e n v a l u e s  i n  ( 2 . 1 0 . 1 2 )  f rom

k n o w in g  t h e  t e m p e r a t u r e  and d e n s i t y .  F o r  mos t  c a s e s  we c a n

n e g l e c t  any r e c o m b i n a t i o n  e f f e c t s  ( f o r  l a s e r  p r o d u c e d  p l a s m a s )

and  s a y  t h a t  A. - n  S . _(T ) .j - 1  e j - 1  e

e x a m p l e : -  V/e a p p l y  t h e  above  method t o  a p l a s m a  whose  t e m p e r a t u r e  i s  

50 eV and wh ose  d e n s i t y  i s  1 0 cm

1. U s i n g  f i g .  2 .10.1<z> i s  f o u n d  t o  b e  'V. 4

2 .  U s i n g  ( 2 . 1 0 . 8 )  j  i s  e v a l u a t e d  a s  4

3.  F o r  t h e s e  v a l u e s  o f  t e m p e r a t u r e  and d e n s i t y  we h a v e  Â  = 2 . 1 7 9  x 10 ^,  

Aj_^ = - 7 . 6 2 9  X 1 0 a nd  Â  ^ = 2 . 8 8  x  1 0 and f r o m  ( 2 . 1 0 . 1 2 )

we e v a l u a t e  t o  b e

TgT ~ 1 . 4  X l o " ^ ^  s  ( 2 . 1 0 . 1 3 )

w h ic h  a g r e e s  w e l l  w i t h  f i g .  .

2 . 1 1  The I n c o r p o r a t i o n  o f  A d v e c t i o n

I n  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n s  we d e v e l o p e d  a model  f o r  s o l v i n g  t h e  r a t e  

e q u a t i o n s  p r o v i d e d  t h e  t e r r a  ( v . V ) f ,  r e p r e s e n t i n g  a d v e c t i o n ,  c o u l d  b e

n e g l e c t e d .  The model  was b a s e d  on f i n d i n g  t h e  e i g e n v a l u e s ,  e i g e n v e c t o r s

and i n i t i a l  v a l u e  c o n s t a n t s  f o r  a g i v e n  m a t r i x  o f  r a t e  c o e f f i c i e n t s .
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I s  i t  p o s s i b l e  t h a t  u s i n g  t h i s  f o r m a l i s m  we c a n  i n c l u d e  t h e  a d v e c t i o n

g
t e r m  w i t h o u t  any l o s s  o f  e f f i c i e n c y  o f  t h a t  modelT

\

We r e w r i t e  t h e  s y s t e m  o f  r a t e  e q u a t i o n s  ( 2 . 2 . 1 )  as

t  ( v . V ) f  = Af ( 2 . 1 1 . 1 )dt  —

w h e r e ,  i n  t h i s  n o t a t i o n ,  ^  r e p r e s e n t s  a m a t h e m a t i c a l  co lumn v e c t o r  

w i t h  co m p o n en t s  f ^ ,  f ^ ,  . . . .  f ^ ,  . . . .  f ^ , v i s  t h e  p h y s i c a l  v e l o c i t y  

v e c t o r  and A d e n o t e s  a  Z x  Z s q u a r e  m a t r i x  ( ( 2 . 2 . 1 )  i s  a  s e t  o f  

Z+l  e q u a t i o n s  b u t  we ca n  i g n o r e  t h e  e q u a t i o n  f o r  t h e  l a s t  i o n  s t a g e  s i n c e

E f  = 1 ) .  z z

We now a s k  w h a t  j u s t i f i c a t i o n  t h e r e  was i n  d r o p p i n g  t h e  a d v e c t i o n

te r r a  v . V f .  S t r i c t l y  s p e a k i n g  we c a n  o n l y  do t h i s  i f  we a r e  s o l v i n g  t h e

r a t e  e q u a t i o n s  i n  L a g r a n g i a n  f r a m e  o f  r e f e r e n c e ,  i . e .  i n  a mesh t h a t

i s  moving w i t h  t h e  f l u i d .  I n  t h a t  s i t u a t i o n ,  t h e  t e r m s  9 f / 9 t  and

v . V f  merge  i n t o  t h e  one  t e r r a  w h i c h  we w i l l  d e n o t e  by D f / D t  and  we ca n
(29)

r e w r i t e  ( 2 . 1 1 . 1 )  i n  t h e  L a g r a n g i a n  f o r m a l i s m ,  i . e .

M  “  â t  ■

However ,  mos t  ' r e a l '  c o d e s  i n  more  t h a n  one d i m e n s i o n  a r e  ' E u l a r i a n ' , i . e .  

t h e  e q u a t i o n s  a r e  s o l v e d  on a mesh w h ic h  i s  f i x e d  i n  s p a c e ,  an d  u n d e r  

t h i s  f o r m a l i s m  t h e  t e r m s  3 f / 3 t  and v . d o  n o t  merge  b u t  r e m a i n  s e p a r a t e .  

A l s o  we c a n n o t  e v a l u a t e  t h e  t e r m  v . V f  d i r e c t l y ,  s i n c e  t h e  i o n i s a t i o n  s t a g e  

v e c t o r  f  i s  n o t  s t o r e d  e x p l i c i t l y  ( c f .  C h a p t e r  4 ) .  However  we c a n  p u t  

t h e  t e r m  i n t o  a more  m a n a g e a b l e  fo rm  by making t h e  f o l l o w i n g  o b s e r v a t i o n s .  

Remember ing  t h a t  a t  any one t i m e  we a r e  f o l l o w i n g  o n l y  t h r e e  i o n i s a t i o n  

f r a c t i o n s  e v o l v i n g  i n  t i m e ,  i t  w i l l  b e  shown i n  C h a p t e r  4 t h a t  s i m p l e  

e x p r e s s i o n s  c a n  b e  o b t a i n e d  f o r  t h e  t h r e e  f r a c t i o n s  i n  t e r m s  o f  < a >  and 

<z ‘̂> , t h e  mean i o n i s a t i o n a l  l e v e l  and mean s q u a r e  i o n i s a t i o n a l  l e v e l  

r e s p e c t i v e l y .
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We w i l l  d e n o t e  t h e  t h r e e  i o n i s a t i o n  f r a c t i o n s  by f .  , f . ,  f .
J ~ i  J J + l

s u c h  t h a t

= 0 . 5 j ( j + l )  - 0 . 5 ( 2 j + l ) < z >  + 0 . 5  <%2>

f . _ = 0 . 5 j ( j - l )  - 0 . 5 ( 2 j - l )  + 0 . 5 < z ^ >j4-±

w h e re  j  = I N T < z >  ( 2 . 1 1 . 3 )

Now t a k i n g  t h e  g r a d i e n t  o f  b o t h  s i d e s  and t h e n  t h e  s c a l a r  p r o d u c t  

w i t h  v; g i v e s

v.V f  . = - 0 .  5 ( 2 j 4 - l )  V .  V <z>+ 0 . 5  v . V < z ^ >
—  — J —  JL —  —  —  —

v .V  f .  -  2jv.V;<z> -  v .V<z^>
** “  J " “  — —

v . V  "  " 0 . 5 ( 2 j - l ) v . V  <z> + O.Sv.V <z^> ( 2 . 1 1 . 4 )

t h u s  we h a v e  c o n v e r t e d  t h e  e x p r e s s i o n  c o n t a i n i n g  a  d i f f e r e n t i a l  o p e r a t o r  

on f  t o  an  e x p r e s s i o n  c o n t a i n i n g  a d i f f e r e n t i a l  o p e r a t o r  on <z> and <z2>.  

S i n c e  t h e  t e r m s  <z> an d  <z^> a r e  s t o r e d  e x p l i c i t l y  t h e n  t h e  r i g h t  hand  

s i d e  o f  (2 ,11.4*)  c a n  b e  e v a l u a t e d  qu i t e*  s i m p l y .  D e n o t i n g  t h e  t e r m  

v . V f ,  whose  co m p o n en t s  a r e  shown i n  ( 2 . 1 1 . 6 ) ,  by  h we c a n  now w r i t e  

e q u a t i o n  ( 2 . 1 1 . 1 )  as

( 2 . 1 1 . 5 )

w h e re  f  =
j - 1

^ j + 1

“ V j - i  + V j

+ * e S j _ l  - * e ( S j + R . )

0 +n S .
e  J

and we ca n  s o l v e  ( 2 . 1 1 . 5 )  i n  t h e  same manner  as  we s o l v e  e q u a t i o n  ( 2 . 7 . 4 )  

o r  by some s p l i t  s t e p  p r o c e d u r e .



CHAPTER 3 

The M a c r o s c o p i c  V a r i a b l e s

Once t h e  i o n i s a t i o n  f r a c t i o n s  p r e s e n t  i n  t h e  p l a s m a  

a r e  known,  t h e  m a c r o s c o p i c  v a r i a b l e s  s u c h  a s  p r e s s u r e ,  i n t e r n a l  

e n e r g y ,  r a d i a t i o n  l o s s  e t c . ,  may b e  e v a l u a t e d .  T h i s  c h a p t e r  

d e a l s  w i t h  how t h e s e  q u a n t i t i e s  a r e  o b t a i n e d  f o r  a one  com po nen t  

p l a s m a .
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3 . 1  E q u a t i o n  o f  S t a t e  f o r  a one co mponen t  p l a s m a

H a v in g  o b t a i n e d  t h e  i o n i s a t i o n  f r a c t i o n s  p r e s e n t  i n  t h e  p l a s m a ,  

a s  d e s c r i b e d  i n  c h a p t e r  2 ,  i t  i s  now p o s s i b l e  t o  e v a l u a t e  s u c h  q u a n t i t i e s  

a s  t h e  p l a s m a  ( k i n e t i c )  p r e s s u r e ,  t h e  i n t e r n a l  ( t h e r m a l  p l u s  i o n i s a t i o n )  

e n e r g y ,  t h e  r a d i a t i o n  r a t e s  e t c .  T h u s ,  i n  t h i s  s e c t i o n ,  we assume

t h e  t h r e e  i o n i s a t i o n  f r a c t i o n s  known, an d  p r o c e e d  t o  c a l c u l a t e  t h e  

m a c r o s c o p i c  v a r i a b l e s  d e s c r i b e d  above  f o r  a one  com ponen t  ( e . g .  c a r b o n )  

p l a s m a .  By d e f i n i t i o n ,  t h e  mean i o n i s a t i o n  l e v e l  i s  g i v e n  by

zmax
<a> = I  2 f ^  ( 3 . 1 . 1 )

z = l

w h e r e  f ^  i s  t h e  f r a c t i o n a l  p o p u l a t i o n  d e n s i t y  o f  t h e  z - t i m e s  i o n i s e d

m a t e r i a l ,  and z i s  t h e  a t o m i c  number  o f  t h e  m a t e r i a l .  S i n c e  we max

c o n s i d e r  o n l y  t h r e e  i o n i s a t i o n  f r a c t i o n s ,  t h i s  d e f i n i t i o n  r e d u c e s  t o

a+1
<z> = I  z f  ( 3 . 1 . 2 )

z ~ a - 1  ^

w h e re  a  = I n t  <z> an d  <z> i s  t h e  mean i o n i s a t i o n  l e v e l  a t  t h e  p r e v i o u s  

t i m e s t e p .  S i m i l a r l y ,  kn o w in g  t h e  p o p u l a t i o n  d i s t r i b u t i o n ,  t h e  mean 

s q u a r e  i o n i s a t i o n  l e v e l  <z^>  i s  e v a l u a t e d  a s

Oi+1
<z^> = I  z ^ f ^  ( 3 . 1 . 3 )

z~oi— 1

Now w i t h  t h i s  k n o w l e d g e  o f  <z> an d  <z^>,  and u s i n g  t h e  i n d e p e n d e n t  

v a r i a b l e s  n ^ ,  an d  T^ ( t h e  i o n  d e n s i t y  and t h e  i o n  an d  e l e c t r o n  

t e m p e r a t u r e s  r e s p e c t i v e l y )  t h e  p r e s s u r e  and i n t e r n a l  e n e r g y  a r e  d e r i v e d  

a s  f o l l o w s .  The e l e c t r o n  d e n s i t y  i s  g i v e n  by

n = <z> n .  ( 3 . 1 . 4 )
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and t h e  p l a s m a  p r e s s u r e  ( i . e .  i o n  p l u s  e l e c t r o n  k i n e t i c  p r e s s u r e s )  

i s  g i v e n  by

P

w h ic h  c a n  b e  r e w r i t t e n  u s i n g  ( 3 . 1 . 4 )  a s

n . k T ,  + n kT 
1 1  e  e

T
1 + <z> n . k T .  

1 1
( 3 . 1 . 5 )

wh e re  k i s  B o l t z m a n n ' s  c o n s t a n t .  I n  t h e  c a s e  w h e re  T = T . , t h e
T^ e  1

c o e f f i c i e n t  o f  <z>  i . e .  —— i n  e x p r e s s i o n  ( 3 . 1 . 5 ) ,  i s  s i m p l y  p u t  t o  1.
i

S i m i l a r l y ,  t h e  t h e r m a l  e n e r g y  i s  g i v e n  by

Et h I I
w h i c h  a g a i n  c a n  b e  s i m p l i f i e d  u s i n g  ( 3 . 1 . 4 )  t o

T
Eth 1 + <z> e n . k T .

1 1
( 3 . 1 . 6 )

I t  i s  i m p o r t a n t ,  a t  t h i s  p o i n t ,  t o  r e a l i s e  t h a t  i n  a p a r t i a l l y  i o n i s e d  

p l a s m a ,  t h e  i o n i s a t i o n  e n e r g y  fo rm s  an  i m p o r t a n t  c o n t r i b u t i o n  t o  t h e  

t o t a l  i n t e r n a l  e n e r g y .  T h i s  i o n i s a t i o n  e n e r g y  i s  e v a l u a t e d  a s

a+1
E t  = n .  y E f  = < E > n ,  I  1 ^ z z z 1z = a - l

( 3 . 1 . 7 )

w h e re  E^ i s  t h e  e n e r g y  r e q u i r e d  t o  i o n i s e  an  a tom f r o m  t h e  n e u t r a l  s t a t e  

t o  t h e  z - t i m e s  i o n i s e d  s t a t e ,  t h u s

z - 1

■ L  '
( 3 . 1 . 8 )

wh e re  i s  t h e  i o n i s a t i o n  p o t e n t i a l  f o r  s t a t e  z ( i . e .  t h e  e n e r g y  r e q u i r e d  

t o  i o n i s e  f r om  s t a t e  z t o  z + l ) . The t o t a l  i n t e r n a l  e n e r g y  ( t h e r m a l  p l u s  

i o n i s a t i o n )  o f  t h e  p l a s m a  i s  now o b t a i n e d  by a d d i n g  ( 3 . 1 . 6 )  t o  ( 3 . 1 . 7 )  t h u s

Etot n . k T .  
1 1 ( 3 . 1 . 9 )
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w h e r e  r e p r e s e n t s  t h e  t o t a l  e n e r g y  o f  t h e  p l a s m a ,  a s  a  f u n c t i o n

o f  t h e  i n d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  n ^ , and and t h e  d e p e n d e n t  v a r i a b l e s

and <E^>.  E q u a t i o n s  ( 3 . 1 . 4 )  t h r o u g h  t o  ( 3 . 1 . 9 )  make up t h e  ' e q u a t i o n '

o f  s t a t e  f o r  a  p a r t i a l l y  i o n i s e d  one componen t  p l a s m a .  I n  t h e  f o r e g o i n g

a n a l y s i s  we h a v e  a l l o w e d  f o r  two s e p a r a t e  t e m p e r a t u r e s  a s  i s  u s u a l  i n

l a s e r  p l a s m a  i n t e r a c t i o n s ,  b u t  t h i s  c a n  b e  removed by s i m p l y  p u t t i n g  
T

= 1 i n  e q u a t i o n s  ( 3 . 1 . 5 )  an d  ( 3 . 1 . 9 ) .

3 . 2  The r a d i a t i o n  l o s s  f r o m  a one component  p l a s m a

I n  an  i o n i s e d  p l a s m a ,  v a r i o u s  r a d i a t i o n  p r o c e s s e s  a r e  p r e s e n t  and 

t h e y  c o n s t i t u t e  an  i m p o r t a n t  p a r t  i n  t h e  o v e r a l l  e n e r g y  b a l a n c e  o f  t h e  

s y s t e m .  The r a d i a t i o n  p r o c e s s e s  we c o n s i d e r  i n  t h i s  s e c t i o n  a r e  

B r e m s s t r a h l u n g  ( f r e e - f r e e )  r a d i a t i o n ,  r e c o m b i n a t i o n  ( f r e e - b o u n d )  

r a d i a t i o n  an d  l i n e  ( b o u n d - b o u n d )  r a d i a t i o n ,  an d  t h e  f o r m u l a e  u s e d  f o r  

t h e s e  q u a n t i t i e s  a r e  t h o s e  d e v e l o p e d  by p r e v i o u s  a u t h o r s . 

B r e m s s t r a h l u n g  r a d i a t i o n :

F o r  p h o t o n  e n e r g i e s  o f  t h e  o r d e r  kT,  we ca n  o b t a i n  an  o r d e r  o f  

m a g n i t u d e  e s t i m a t e  f o r  t h e  power  d e n s i t y  o f  B r e m s s t r a h l u n g  r a d i a t i o n  P 

d ue t o  e l a s t i c  e l e c t r o n  c o l l i s i o n s  w i t h  i o n s  o f  d e n s i t y  n an d  c h a r g e  

z e  (w he re  e i s  t h e  e l e c t r o n i c  c h a r g e )  u s i n g

f f

f f 3

2
f A
kT

TT
( 3 a  ) 3  m Ê ^ e

3, o  H H

OH-1
I

z = a - l
z^n ( 3 . 2 . 1 )

w h e re  a^  i s  t h e  Bohr  r a d i u s ,  ~  E ^ / k ,  k = Ii / B tt w h e r e  h i s  P l a n c k ' s  

c o n s t a n t ,  and E^ i s  t h e  i o n i s a t i o n  e n e r g y  o f  h y d r o g e n .  Now s i n c e

n =  < z  > n . and I z ^ n = <^> n.e 1 z z i

^  6A IT & kT
^ f f ~  3 3 , (3 a  ) 3

e
H H K  ]

n? <z > < z
X

( 3 . 2 . 2 )
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R e c o m b i n a t i o n  R a d i a t i o n :

To o b t a i n  an  o r d e r  o f  m a g n i t u d e  e s t i m a t e  o f  t h e  r e c o m b i n a t i o n  

r a d i a t i o n  pow er  d e n s i t y ,  we u s e  t h e  e x p r e s s i o n

f b
ft.

'eTT H
3 3 kT

L ej
n I  l ~  IIe ^ ^ n zn z

( 3 . 2 . 3 )

w h e r e  n i s  t h e  q u an tu m  number  o f  t h e  l e v e l  i n t o  w h i c h  t h e  e l e c t r o n  i s

r e c o m b i n i n g  1 Now s i n c e  Y 1 /n ^  i s .  a p p r o x i m a t e l y  i n ^  w h e r e  n . i s  t h e“ min min

e f f e c t i v e  g r o u n d  s t a t e  o f  t h e  a tom  o r  i o n  r e s u l t i n g  f r o m  t h e  r e c o m b i n a t i o n ,  

i . e .

n mill X
z - 1

( 3 . 2 . 4 )

t h e  above  e x p r e s s i o n  f o r  s i m p l i f i e s  t o

fb
64
3

'kT ' & a+1 fx ■ J
s j ( a a  )  ̂ E„ e n 1 z2 z - 1

o H H
s ® z = a - l

kT e
( 3 . 2 . 5 )

o r

fb
64 IT kT ' zZx ,
3 .3 “ h

e

K J kT " i
e

• ( 3 . 2 . 6 )

I t  s h o u l d  b e  n o t e d  t h a t  by c o m p a r i n g  ( 3 . 2 . 2 ) '  w i t h  ( 3 . 2 . 6 )  we s e e  t h a t

fb

' f f

^ z - 1
kT ( 3 . 2 . 7 )

f o r  a g i v e n  i o n  s t a g e  z ,  and t h e  number c a n  b e  a s  l a r g e  a s  10 ,  c a u s i n g  

r e c o m b i n a t i o n  r a d i a t i o n  t o  d o m i n a t e .  Only  when t h e  t e m p e r a t u r e  i s  

h i g h e r  t h a n  ^ / k  do f r e e - f r e e  t r a n s i t i o n s  d o m i n a t e .
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L i n e  R a d i a t i o n :

The pow er  d e n s i t y  f r o m  l i n e  r a d i a t i o n  i s  e s t i m a t e d  f r o m

4 9
P_ 8 IT c  EL o H

 ̂ a+1 - E ^  '
H V g r „ z n l

kT " e  I  ^ * n l kT
I z = a - l  n I

( 3 . 2 . 8 )

w h e r e  c  i s  t h e  s p e e d  o f  l i g h t ,  n^  i s  t h e  g ro u n d  s t a t e  p o p u l a t i o n  d e n s i t y  

o f  i o n s  o f  c h a r g e  z ,  f ^  i s  t h e  o s c i l l a t o r  s t r e n g t h  f o r  a g r o u n d  s t a t e

t r a n s i t i o n  t o  l e v e l  n w i t h  a s s o c i a t e d  e n e r g y  d i f f e r e n c e  E' Under

t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  mos t  o f  t h e  r a d i a t i o n  o c c u r s  i n  t h e  r e s o n a n c e  l i n e ,  

we c a n  o m i t  t h e  su m m at io n  o v e r  t h e  o t h e r  e x c i t e d  s t a t e s ,  a c c o u n t i n g

TT ^ fk tZ. •9‘\ 4- J-»

4ir" a a  c E 
o H

z z

[E “ E 1II __ 21
kT n^ <z> <ex p kTOj e

( 3 . 2 . 9 )

The v a l u e  o f  E^^ ( t h e  1 r e f e r s  t o  t h e  g r o u n d  s t a t e  w i t h  q u an tu m  number  

n)  may be  f o u n d  i n  t a b l e s  u n d e r  t h e  ' m o s t  i m p o r t a n t  t r a n s i t i o n ' . 

A l t e r n a t i v e l y ,  i t  may b e  e s t i m a t e d  f r o m  Bohr  t h e o r y ,  i . e .

E21 (6z)
m c

2 2 (N+1)2 ( 3 . 2 . 1 0 )

w h e re  m^c^ i s  t h e  e l e c t r o n  r e s t  e n e r g y .

I t  s h o u l d  b e  n o t e d  t h a t  f o r  i o n s  w i t h  one  o r  more bo u n d  e l e c t r o n s ,  

l i n e  r a d i a t i o n  d o m i n a t e s  c o n t i n u u m  ( B r e m s s t r a h l u n g  p l u s  r e c o m b i n a t i o n )  

r a d i a t i o n  an d  s o  a more  a c c u r a t e  e v a l u a t i o n  o f  c o n t i n u u m  r a d i a t i o n  t h am  

t h e  o r d e r  o f  m a g n i t u d e  e s t i m a t e s  p r o v i d e d  by ( 3 . 2 . 2 )  an d  ( 3 . 2 . 6 )  i s  

u n n e c e s s a r y .  When t h e r e  a r e  no bo u n d  e l e c t r o n s ,  i . e .  c o m p l e t e l y  

s t r i p p e d  i o n s  p r e s e n t ,  t h e r e  i s  no l i n e  r a d i a t i o n  E m i t t e d  and e q u a t i o n s

( 3 , 2 . 2 )  an d  ( 3 . 2 . 6 )  a r e  a l m o s t  e x a c t  when one i n c l u d e s  t h e  a p p r o p r i a t e  

g a u n t  f a c t o r s .  The t o t a l  c o n t i n u u m  r a d i a t i o n  p o w e r  d e n s i t y  i s  t h e n

g i v e n  by
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c o n t -  *’f i  + ' ’fb ( 3 . 2 . 1 1 )

and  s u b s t i t u t i n g  e x p r e s s i o n s  ( 3 , 2 . 2 )  and ( 3 . 2 . 6 )  u s i n g  X 

we h a v e ,  n e g l e c t i n g  r e c o m b i n a t i o n  i n t o  e x c i t e d  s t a t e s .

Z “ 1
= z “̂E

c o n t  3 3 ( * *o)  " E f a

kT 0+1

z = o - l

2z^E

o r

P 64
c o n t  3

i f
Â. (G*o) "aGa

kT

I'H J
n ^  <z> <z^>

2z^E
g2 + ------

kTe
H g2

Gfb

w h e r e  t h e  g ^  an d  g ^  a r e  t h e  a v e r a g e d  f r e e - f r e e  a n d  f r e e - b o u n d  

f a c t o r s  f o r  i o n s  o f  c h a r g e  z .

The r a d i a t i o n  r a t e s  d e s c r i b e d  p r e v i o u s l y  mus t  h a v e  an u p p e r  l i m i t ,  

nam el y  t h e  b l a c k  bo dy  l i m i t .  T h u s ,  w h e n e v e r  t h e  r a d i a t i o n  r a t e s  e x c e e d  

t h e  b l a c k  body r a d i a t i o n  r a t e  ( a s  c a n  e a s i l y  h a p p e n  i n  a  low t e m p e r a t u r e  

h i g h  d e n s i t y  s o l i d  t a r g e t )  we p u t  t h e  r a d i a t i o n  r a t e  e q u a l  t o  t h e  

b l a c k - b o d y  r a t e .  T h i s  r a t e  i s  g i v e n  by t h e  S t e f a n - B o l t z m a n n  law

,4Pg = aT ( 3 . 2 . 1 4 )

— 8 2 4
w h e r e  a  = 5 . 6 7  x  10 w a t t / m  K i s  t h e  S t e f a n  B o l t z m a n n  c o n s t a n t .

I t  may a l s o  b e  o f  i n t e r e s t  t o  know t h e  f r e q u e n c y  d i s t r i b u t i o n  o f

t h e  e n e r g y  r a d i a t i o n .  T h i s  c a n ,  f o r  ex a m p l e ,  t e l l  u s  how much e n e r g y

i s  b e i n g  r a d i a t e d  i n  t h e  X- an d  U V - r e g im e s .  The f r e q u e n c y  d i s t r i b u t i o n
(30)

o f  t h e  e n e r g y  r a d i a t e d  ( c o n t i n u u m  r a d i a t i o n )  S ( v )  v a r i e s  as

< ,2>  iS ( v ) d v  = n j  <z>

e e

( 3 . 2 . 1 5 )

w h e re  and a r e  c o n s t a n t s .  D e f i n i n g  now a r a d i a t i o n  t e m p e r a t u r e  by

T = hv r ( 3 . 2 . 1 6 )
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we c a n  r e p l a c e  ( 3 . 2 . 1 5 )  by

S ( T p  dT^ = i  dT
e  r ( 3 . 2 . 1 7 )

f r om  w h ic h  we ca n  c o n s t r u c t  t h e  s p e c t r a l  e n e r g y  d i s t r i b u t i o n  a s  a 

f u n c t i o n  o f  t h e  r a d i a t i o n  t e m p e r a t u r e

E(T^ )  =

w h e r e  T = hco , 
m p '

t z‘ o
’ °  r

n e^e
e mo e

r o
S(T > T ) 2i rr d r  dz  d t  r  m ( 3 . 2 . 1 8 )

A summary o f  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  r a t e  e q u a t i o n s ,  e v a l u a t i o n  o f  t h e  

m a c r o s c o p i c  p a r a m e t e r s  and r a d i a t i o n  r a t e s  i s  g i v e n  i n  f i g .  3 . 2 . 1 .
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T i m e - d e p e n d e n t  i o n i s a t i o n  and r e c o i a b l n a t i o n

S t a t e  o f  p l a s m a  d e s c r i b e d  by i o n i z a t i o n  s t a g e  v e c t o r :

f  = ( f * .  f , .  f g ,

f  . i s  t h e  r e l a t i v e  p o p u l a t i o n  d e n s i t y  o f  t h e  j  t i m e s  i o n i z e d  s t a g e :  
J

j = 0

T i m e - d e p e n d e n c e  : M
3 t = A . f  (No h y d r o d y n a m i c s )

A c o n t a i n s  c o e f f i c i e n t s  f o r  i o n i z a t i o n  and r e c o m b i n a t i o n  r a t e s .

S o l u t i o n ;
Z - 1  X . t

^ e  ^ , 0 ^ t  $ 6 t  (^  c o n s t a n t )
i= 0

MHD c o e f f i c i e n t s :  <^> = T j  f .
j = 0  ^

I  j '
3=0  J

P l a s m a  P r e s s u r e : P = (1  H- <z>) n^kT^

I n t e r n a l  E n e r g y : E = — (1 + <z>) n . k T  + n .  E 2 1 e 1 z

I o n i s a t i o n  E n e r g y :  E
Z - 1

I X.
j = 0

L i n e  R a d i a t i o n :
n?  <z>

C o n t in uum  R a d i a t i o n :  P n f  <z> T 
1 e

F r e q u e n c y  D i s t r i b u t i o n :  S (v )  dv -  n^ <z> < z^>
4-

/kT

^ 2  B ^ 3 / 2  R

- l i v / k T
dv

F i g .  3 . 2 . 1  A summary o f  t h e  a t o m i c  p h y s i c s  m ode l



CHAPTER 4 

The C o m p u t a t i o n a l  D e t a i l s

The q u e s t i o n s  o f  c o m p u t a t i o n a l  s t a b i l i t y  and a c c u r a c y  a r e  d e a l t  

w i t h  i n  t h i s  c h a p t e r .  The metho d o f  s t o r i n g  t h e  i o n i s a t i o n  s t a g e  

v e c t o r  i s  d i s c u s s e d  a l s o ,  t o g e t h e r  w i t h  t h e  r u n n i n g  t i m e s  and s t o r a g e  

r e q u i r e m e n t s  o f  t h e  c o m p u t e r  p r o g r a m .
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4 , 1  The A c c u r a c y  o f  t h e  A l g o r i t h m

I n  c o m p u t a t i o n a l  w o rk ,  when a d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  i s  r e p l a c e d

by a d i f f e r e n c e  e q u a t i o n ,  t h e  q u e s t i o n  a r i s e s  a s  t o  how a c c u r a t e  t h i s
( 1 , 2 )

d i f f e r e n c e  e q u a t i o n  i s  t o  t h e  o r i g i n a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n .  I n  t h i s  

work d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s  a r e  n o t  u s e d  t o  r e p r e s e n t  t h e  t r u e  e q u a t i o n ,  

i n s t e a d  we u s e  l o c a l l y  a n a l y t i c  s o l u t i o n s  as  d e s c r i b e d  i n  C h a p t e r  2 

b u t  t h e  a c c u r a c y  o f  t h i s  p r o c e s s  ca n  s t i l l  be  e x a m i n e d .

The e x a c t  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  r e p r e s e n t i n g  t h e  s y s t e m  i s ,  a s  

shown i n  C h a p t e r  2 ,

S  -  S Î ( 4 . 1 . 1 )

w h e re  t h e  quaAfclt ies h a v e  b e e n  d e f i n e d  p r e v i o u s l y .  I t  was a l s o  shown t h a t  

t h e  s o l u t i o n  t o  ( 4 . 1 . 1 )  i s

Î  = h i  X. e
i  1

X . t
( 4 . 1 . 2 )

a g a i n  w h e re  a l l  t h e  q u a n t i t i e s  h a v e  b e e n  d e f i n e d .  A l t h o u g h  ( 4 . 1 . 2 )  i s  

t h e  s o l u t i o n  as  u s e d  i n  t h i s  w o r k ,  we ca n  f o r m a l l y  d e f i n e  a s o l u t i o n  t o  

( 4 . 1 . 1 )  g i v e n  by

f  = e=^ f ( ^ )  ( 4 . 1 . 3 )

CL ti n  d i r e c t  a n a l o g y  t o  t h e  s o l u t i o n  f  = f ^ e  o f  t h e  s i m p l e  e q u a t i o n

a t = a f ( 4 . 1 . 3 )

AtThe q u a n t i t y  e= u s e d  i n  e q u a t i o n  ( 4 , 1 . 3 )  i s  d e f i n e d  a s

2

e — = I + At  +
(A t )

( 4 . 1 . 4 )

and u s i n g  t h i s  d e f i n i t i o n  one c a n  c l e a r l y  s e e  t h a t  e q u a t i o n  ( 4 . 1 . 3 )  i s  

t h e  s o l u t i o n  t o  ( 4 . 1 . 1 ) .  U s i n g  t h i s  s o l u t i o n  we c a n  now c a r r y  o u t  t h e  

a c c u r a c y  a n a l y s i s  q u i t e  s i m p l y .
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R e w r i t i n g  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  r a t e  e q u a t i o n  ( 4 . 1 . 1 )  i n d i c a t i n g  

e x p l i c i t l y  a t  w h a t  t i m e  l e v e l s  t h e  v a r i o u s  q u a n t i t i e s  a r e  known ( 4 . 1 . 3 )  

becomes

( 4 . 1 . 5 )

w h e r e  i n d i c a t e s  t h e  v a l u e  o f  ^  a t  t i m e  l e v e l  n ,   ̂ i n d i c a t e s  t h e

m a t r i x  o f  r a t e  c o e f f i c i e n t s  w h ic h  h a v e  b e e n  e v a l u a t e d  a t  l e v e l  n - 1  and

^  A ^ " \ t
A t  r e p r e s e n t s  t h e  t i m e s t e p  f r o m  l e v e l  n - 1  t o  l e v e l  n .  ^  and e=

c a n  be  e x p a n d e d  t h u s

= f *  1
(j z

n - 1 At2
2 a t '

n - 1

and
. n - 1

e= = I + A At + l ( A A t ) ^  +
n-1

( 4 . 1 . 6 )

( 4 . 1 . 7 )

U s i n g  ( 4 . 1 . 6 )  and ( 4 , 1 , 7 )  we h a v e

. 11-1
f "  -  e è  ®  f “ - '

n - 1

^ 2  3 t 2  +

f * " ^  ( I  + A^ \ t  -1- i ( A *  ^ A t ) 2  + . . , ) ( 4 . 1 , 8 )

w h i c h  c a n  be  s i m p l i f i e d  t o

A t

n - 1
n — 1

A*̂  -^At „ n - l  e= f

o r

M
S t -  Af

n - 1 1
A t

'  M  _ Af ' A t^  
2

'9%f
9 t

- e r ^At [ a Z f

n - 1

n - 1

+ . . .  ( 4 . 1 . 9 )

+ . . .  ( 4 . 1 . 1 0 )

Thus  i t  i s  a p p a r e n t  t h a t  e q u a t i o n  ( 4 . 1 . 5 )  r e p r e s e n t i n g  t h e  s o l u t i o n  t o  

( 4 . 1 . 1 ) ,  i s  f i r s t  o r d e r  a c c u r a t e  i n  t i m e .  I n  s e c t i o n  2 . 7  t h e  m a t r i x  r a t e  

e q u a t i o n  was o f  t h e  fo rm

S f
9 t = Af + g ( 4 . 1 . 1 1 )

now u s i n g  t h e  n o t a t i o n  o f  ( 4 . 1 . 4 )  we c a n  w r i t e  t h e  s o l u t i o n  t o  t h i s  e q u a t i o n  

a s

f  = e=^ ( _ f + 4 ~ ^ ( 4 . 1 . 1 2 )

w h e re  t h e  q u a n t i t i e s  h a v e  a l l  b e e n  d e f i n e d  p r e v i o u s l y .  Now r e w r i t i n g
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( 4 . 1 . 1 2 )  i n d i c a t i n g  e x p l i c i t l y  a t  w h a t  t i m e  l e v e l s  t h e  v a r i o u s  q u a n t i t i e s  

a r e  known,  we h a v e  by a n a l o g y  w i t h  e q u a t i o n  ( 4 . 1 . 5 )

n - 1
= e= " ( f A  ""g)" -  (A ^ g ) "  ( 4 . 1 . 1 3 ).n A t  . - 1  . n - 1  , . - 1  . n - 1

an d  c a r r y i n g  o u t  t h e  same a c c u r a c y  a n a l y s i s  a s  f o r  e q u a t i o n  ( 4 . 1 . 5 )  we 

a g a i n  s e e  t h a t ,  as  e x p e c t e d ,  e q u a t i o n  ( 4 . 1 . 1 3 )  i s  f i r s t  o r d e r  a c c u r a t e  

i n  t i m e .

4 . 2  S t a b i l i t y  o f  t h e  A l g o r i t h m

T o g e t h e r  w i t h  t h e  a c c u r a c y ,  we must  a l s o  ex a m in e  t h e  s t a b i l i t y  

o f  t h e  a l g o r i t h m .  When one u s e s  a  n u m e r i c a l  a l g o r i t h m  t o  o b t a i n  a 

s o l u t i o n  t o  a d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n ,  i t  h a s  b e e n  f o u n d  t h a t  s m a l l  e r r o r s  

i n t r o d u c e d  by r o u n d - o f f  e t c .  c a n  grow w i t h o u t  bo u n d  and e v e n t u a l l y  swamp 

t h e  t i m e  s o l u t i o n .  T h i s  phenomenon i s  r e f e r r e d  t o  a s ' i o s t a b i l i t y ' 

an d  ca n  be  ex a m in e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  way.  S t a r t i n g  w i t h  t h e  e x a c t  

d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  a t  t i m e  l e v e l  n - 1 ,  i . e .

i f  = (4  2 1)

( a s  d e s c r i b e d  i n  C h a p t e r  2) we as sum e t h e  e l e m e n t s  o f  t h e  m a t r i x  n A t o  b e0“

c o n s t a n t  f r o m  t i m e  l e v e l  n - 1  t o  n an d  we w r i t e  t h e  s o l u t i o n  a s

= I a , " - '  X " - '  ( 4 . 2 . 2 )
i

f o r  a  t i m e s t e p  At = t ^ - t ^  ^ . The e i g e n v a l u e s  e t c .  h a v e  a l l  b e e n  

e v a l u a t e d  a t  t i m e  l e v e l  n - 1  and a r e  h e l d  c o n s t a n t  a t  t i m e  v a l u e  t o  t i m e  

l e v e l  n .  F o r m a l l y  we c a n  a l s o  w r i t e  t h e  s o l u t i o n  ( 4 . 2 . 2 )  i n  t h e  f o l l o w i n g  

■form
n - 1

e f_ ( 4 . 2 . 3 )

a s  d i s c u s s e d  i n  s e c t i o n  4 . 1 ,  and i t  i s  i n  t h i s  f o r m  t h a t  we c a r r y  o u t  

t h e  s t a b i l i t y  a n a l y s i s .  I t  s h o u l d  be  remem bered  t h a t  s i n c e
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n  = n .  y z f  
e  1 zz

we c a n  i n t r o d u c e  t h e  v e c t o r  z = ( 1 ,  2 ,

e x p r e s s  t h e  e l e c t r o n  d e n s i t y  n^  as

n .  z . f  
1  -  -

( 4 . 2 . 4 )  

z ,  . . ,Z) s u c h  t h a t  we c a n

( 4 . 2 . 5 )

S u b s t i t u t i n g  ( 4 . 2 . 5 )  i n t o  ( 4 . 2 . 3 )  we h a v e

.n -1  n - 1
f n z . fO" — n - 1 ( 4 . 2 . 6 )

w h e re  t h e  n̂  ̂At h a s  now b e e n  a b s o r b e d  i n t o  t h e  m a t r i x  A.

We now a s k  t h e  q u e s t i o n ,  s u p p o s e  t h e r e  i s  a s m a l l  e r r o r  i n  f

a t  t i m e  l e v e l  n - 1 ,  w h a t  e r r o r  w i l l  t h i s  p r o d u c e  a t  t i m e  l e v e l  n t h r o u g h  

o u r  n u m e r i c a l  a l g o r i t h m  ( 4 . 2 . 6 ) ?  D e n o t i n g  and ^ a s  t h e  e r r o r s

a t  t i m e  l e v e l s  n  and n - 1  r e s p e c t i v e l y ,  we h av e

( 4 . 2 . 7 )

A f t e r  e x p a n d i n g  e q u a t i o n  ( 4 . 2 . 7 )  an d  u s i n g  ( 4 . 2 . 6 )  we ca n  o b t a i n  an 

e x p r e s s i o n  f o r  ^  i n  t h e  f o l l o w i n g  fo rm ,  i . e .

-  l ]  1 “  .  , n - l

n — 1
We now e x p a n d  ( 4 . 2 . 8 )  r e t a i n i n g  o n l y  t h e  t e r m s  f i r s t  o r d e r  i n  ^  , i . e .

^  ^  f ^  + e - ' -  = ( 4 . 2 . 9 )

Now s u b s t i t u t i n g  f o r  i n  ( 4 . 2 . 9 )  u s i n g  ( 4 . 2 . 6 )  and u s i n g  t h e  f a c t  t h a t  

A e= = e= A we o b t a i n

_ n - 1. , _
s?' = e 5 - î  A J -n -1

Upon e x p a n s i o n ,  e l e m e n t  by e l e m e n t ,  i t  ca n  e a s i l y  b e  shown t h a t  

z . ^  A^ ^ f ^  ^ = A z f e ^  ^ w h e r e  z f  i s  t h e  o u t e r  p r o d u c t  d e f i n e d  by

z f  = 2 f .

2f . ( 4 . 2 . 1 1 )
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i n  t h e  c a s e  w h e re  1  i s  t h e  v e c t o r  w i t h  co m ponen t s  Thus we

ca n  w r i t e

e ” = ç n - l c * " !  ( 4 . 2 . 1 2 )

wh e re

^ = e - ' -  A ( I  + A* 1 ^) ( 4 , 2 . 1 3 )

now i n  t h e  s c a l a r  c a s e ,  e q u a t i o n  ( 4 . 2 . 1 )  ca n  b e  w r i t t e n  a s

M  = - a f  ( 4 . 2 . 1 4 )
91

(remember  t h e  e i g e n v a l u e s  o f  A a r e  a lw a y s  n e g a t i v e )  and t h e  a m p l i f i c a t i o n  

m a t r i x  ( 4 . 2 . 1 2 )  becomes  an  a m p l i f i c a t i o n  f a c t o r  g i v e n  by g w h e re

g = e ^ ( l - a )  ( 4 . 2 . 1 5 )

and t h e  c o n d i t i o n  t h a t  t h e  a l g o r i t h m  i s  s t a b l e  i s  | g| $ 1 t h u s  s i n c e

I e ^ ( l - a ) |  ^ 1 f o r  a p o s i t i v e  ( 4 . 2 . 1 6 )

t h e  a l g o r i t h m  f o r  s o l v i n g  ( 4 . 2 . 1 3 )  i s  u n c o n d i t i o n a l l y  s t a b l e .  To e x t e n d

t h i s  r e s u l t  t o  t h e  v e c t o r  e q u i v a l e n t  o f  ( 4 . 2 . 1 3 )  i m p l i e s  we m us t  show 

t h a t  t h e  modu lus  o f  t h e  l a r g e s t  e i g e n v a l u e  o f  t h e  m a t r i x  G i s  l e s s  t h a n  

o r  e q u a l  t o  1 .  The a u t h o r  h a s  b e e n  u n a b l e  t o  show t h i s ,  b u t  i s  s a t i s f i e d  

t h a t  i t  m us t  b e  s o  s i n c e  no s t a b i l i t y  p r o b l e m s  h a v e  b e a n  e n c o u n t e r e d  i n  

t h e  r u n n i n g  o f  t h e  p r o g r a m .

4 . 3  S t o r a g e  o f  t h e  I o n i s a t i o n  S t a g e  V e c t o r

C o n s i d e r ,  f o r  a m o r . en t , a two d i m e n s i o n a l  E u l ^ r i a n  mesh c o n t a i n i n g  

t y p i c a l l y  20 x 40 g r i d  p o i n t s  a t  e a c h  o f  w h i c h  t h e  MHD e q u a t i o n s  a r e  

s o l v e d .  I n  o r d e r  t o  r e c o r d  t h e  i o n i s a t i o n  s t a g e s  o f  nJLuminium ( s a y ) ,  

w h ich  h a s  f o u r t e e n  on e a c h  o f  t h e  g r i d  p o i n t s  i t  w o u ld  a p p e a r  t h a t  we 

w o u ld  r e q u i r e  a  t h r e e  d i m e n s i o n a l  a r r a y  o f  d i m e n s i o n s  20 x  40 x  15 

c o r r e s p o n d i n g  t o  4 4 . 8  k i l o b y t e s  o f  s t o r a g e  w i t h i n  t h e  c o m p u t e r .  I n
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p r a c t i c e ,  i t  i s  n o t  n c e s s a r y  t o  c o n s i d e r  a l l  t h e  i o n i s a t i o n  s t a g e s  a t  any 

one t i m e  and s o  t h e  s t o r a g e  r e q u i r e m e n t s  a r e  n o t  as  s e v e r e  a s  s t a t e d  

ab o v e .  I t  d o e s ,  h o w e v e r ,  s t i l l  r e m a i n  a p r o b l e m .

An a l t e r n a t i v e  a p p r o a c h  i s  d e v e l o p e d  h e r e ,  w h e re  t h e  i o n i s a t i o n  s t a g e s  

a r e  n o t  s t o r e d  e x p l i c i t l y  ( i n t h e  fo rm  o f  an a x b x  c m a t r i x )  b u t  

i m p l i c i t l y  t h r o u g h  t h e  a v e r a g e d  q u a n t i t i e s  <z> <z^> e t c .  The s t r e n g t h  

o f  t h e  method l i e s  i n  t h e  f a c t  t h a t  o n l y  t h r e e  i o n i s a t i o n  s t a g e s  a r e  

b e i n g  c o n s i d e r e d  a t  any one t i m e .

I n  C h a p t e r  3,  when e v a l u a t i n g  t h e  m a c r o s c o p i c  q u a n t i t i e s  i t  was 

n e c e s s a r y  t o  d e r i v e

<z>, <z^>,  <B^>, <z^X^ and< exp
kT ( 4 . 3 . 1 )

w h e re  e a c h  o f  t h e  q u a n t i t i e s  a r e  d e f i n e d  by

zmax
1

z=0
< z >

zmax
I

z=0
< z

zmax

j o  =
< E > z

zmax

J o l ^Z = < I x  >z - 1  .

zmax
I  exp 

2=0
f g  = < expkT

I e j kTe J
( 4 . 3 . 2 )

and we a l s o  h a v e  

zmax

2=0
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Now i n  o u r  c o m p u t e r  s o l u t i o n , ,  e a c h  o f  t h e  q u a n t i t i e s  i n  ( 4 . 3 . 1 )  

hav e  t o  b e  s t o r e d  a t  e a c h  p o i n t  on  t h e  mesh.  S i n c e  t h e s e  q u a n t i t i e s  

form t h e  r i g h t  h an d  s i d e s  o f  t h e  s e t  o f  e q u a t i o n s  ( 4 . 3 . 2 )  we c a n  w r i t e

t h i s  s e t  o f  e q u a t i o n s  i n  t h e  form

Af = b ( 4 . 3 . 3 )

w h e re  A i s  a s q u a r e  m a t r i x  o f  o r d e r  6 whose  e l e m e n t s  a r e  g i v e n  by t h e

l e f t  hand  s i d e s  o f  ( 4 . 3 . 2 ) ,  and ^  c o n t a i n s  any s i x  a d j a c e n t  f r a c t i o n s

from f  t o  f  . At  t h i s  s t a g e  A and b a r e  known and we ca n  s o l v e  f o r  f  
0 2 =

i . e .

f  = A^l  b ( 4 . 3 . 4 )

s i n c e  t h e  q u a n t i t i e s  ( 4 . 3 . 1 )  a r e  u p d a t e d  e v e r y  t i m e s t e p ,  we c a n  by 

a p p l y i n g  ( 4 , 3 . 4 )  f i n d  t h e  u p d a t e d  v a l u e s  o f  any s i x  a d j a c e n t  i o n i s a t i o n  

s t a g e s .  T h i s  i s  w h a t  i s  m ean t  by t h e  i m p l i c i t  s t o r a g e  o f  t h e  i o n i s a t i o n  

v e c t o r .

As i s  s e e n  f rom  ( 4 , 3 . 4 ) ,  t h e  p r o c e s s  o f  u p d a t i n g  t h e  i o n i s a t i o n  

f r a c t i o n s  i n v o l v e s  a m a t r i x  i n v e r s i o n  o p e r a t i o n  and s i n c e  t h i s  i s  t o  be  

done a t  e v e r y  s p a c e - t i m e  p o i n t  i t  c a n  b e  q u i t e  t i m e  co n s u m i n g .  We 

r e a l l y  r e q u i r e  some f a s t  a l g o r i t h m  f o r  I n v e r t i n g  t h e  m a t r i x  A w h i c h ,  

b e c a u s e  o f  i t s  l a c k  o f  sym m et ry ,  i s  n o t  r e a d i l y  a v a i l a b l e .  As i t  h a p p e n s ,  

u n d e r  c e r t a i n  a s s u m p t i o n s  t h e  m a t r i x  A may be  r e a d i l y  i n v e r t e d .  I n  

C h a p t e r  2 i t  was shown t h a t  a t  any i n s t a n t  i t  i s  s u f f i c i e n t  t o  c o n s i d e r  

o n l y  t h r e e  i o n i s a t i o n  s t a g e s .  R e a l i s i n g  t h i s ,  and u s i n g  t h e  s u b s e t  o f  

e q u a t i o n s  o f  ( 4 . 3 . 2 )

zmax
f zI  = 1

z=0

zmax

i o

zmax
I  = <z%> ( 4 . 3 . 5 )

z=0
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w he re  a l l  o f  t h e  t e r m s  on t h e  l e f t  h a n d  s i d e  h a v e  b e e n  p u t  t o  z e r o  e x c e p t  

t h e  t h r e e  t e r m s  a d j a c e n t  t o  and i n c l u d i n g  t h e  mean i o n i s a t i o n  l e v e l ,  we 

now f i n d  t h a t  t h e  m a t r i x  A h a s  v e r y  s p e c i a l  p r o p e r t i e s .  A g a in  we h a v e  

t h e  e q u a t i o n

Af = b

w h e re  

A = 1 1 1 1  = and Jb = 1

" j ^ j + i " j
<z>

= j + i
<z%>

—  —

( 4 . 3 . 6 )

and  j  i s  t h e  n e a r e s t  i n t e g e r  t o <  z > .

The i m p o r t a n t  d i f f e r e n c e  now i s  t h a t  s i n c e  we h a v e  r e s t r i c t e d  

o u r s e l v e s  t o  f o l l o w i n g  t h r e e  i o n i s a t i o n  s t a g e s ,  t h e  m a t r i x  A h a s  many 

symmetry  p r o p e r t i e s .  S i n c e

, f a” ^ b

And

, - i  _ A ■ .
*  D(A)

w h e re  D(A) i s  t h e  d e t e r m i n a n t  o f  t h e  m a t r i x  A an d  i s  known a s  a

( 4 . 3 . 7 )

Vandermonde d e t e r m i n a n t  b e c a u s e  o f  i t s  p r o p e r t i e s

D(A) :

(2 5 )One o f  t h e s e  i s  t h a t

w h ich  i n  t h e  p r e s e n t  s i t u a t i o n  i s  e q u a l  t o  2 f o r  a l l  c a s e s  s i n c e

( 4 . 3 . 8 )

1 and z .  . _ = 2 .  The a d j o i n t  A o f  A i sj + 1  j - 1  = =

( e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  z^)
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A - ( 2 z ^ + l )  1

2 ( Z j  +1) (z r l  ) 4 Z j -2

- ( 2 Z j - l )  1

( 4 . 3 . 9 )

Tlie s o l u t i o n  v e c t o r  f  c a n  now be  e x p r e s s e d  u s i n g  ( 4 . 3 , 7 ) - ( 4 . 3 . 9 )

1  =  0 . 5 Z j ( Z j + 1 ) - ( 2 Z j + l ) 1 1

- 2 ( Z j + l ) ( Z j - 1 ) - 2 < z >

Z j ( z ^ - l ) - ( 2 Z j - l ) 1 <  z ( 4 . 3 . 1 0 )

and i t  i s  now a p p a r e n t  t h a t  we h a v e  p r o d u c e d  a  g e n e r a l  f o r m u l a  f o r  t h e  

d i f f e r e n t  i o n  s t a g e s .  Thus  e x p a n d i n g  ( 4 . 3 . 1 0 )  we h a v e

y - 1
0 . 5  z . ( z . + l )  - 0 . 5 ( 2 z . + l )  <z> + 0 . 5  <zT> 

J J- J

( Z j + l ) ( Z j - l )  + 2Zj  <z> -  <z >

f  . = 0 . 5  z . ( z . - l )  - 0 . 5 ( 2 z . - l )  <z> + 0 . 5  <z'
^ j + 1  ^  ̂ J

( 4 . 3 . 1 1 )

We h a v e  nov; c o m p l e t e l y  ov er come t h e  p r o b l e m  o f  i n v e r t i n g  t h e  m a t r i x  

A by p r o v i d i n g  t h e  s i m p l e  e x p r e s s i o n s  ( 4 . 3 . 1 1 ) .

C o n s i d e r  now a s i m p l e ex am p le t o  c h e ck t o ,9 above r e s u l t .  We t a k e

f u l l y  i o n i s e d  c a r b o n  f o r  w h i c h  we know t h e r e i s  o n l y one i o n i s a t i o n  s t a g e

p r e s e n t ,  i . e .  f ^ . I n  t h i s c a s e <z> = 6 and <z^> = 36.  S u b s t i t u t i n g

i n t o  ( 4 . 3 . 1 1 )  we o b t a i n

+21 - 3 9 +18 0

^6
- 3 5 +72 - 3 6 -  1

4  = +15 - 3 3 +18 “  0 ( 4 . 3 . 1 2 )
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w h ic h  i s  c o r r e c t .  Thus  we s e e  t h a t  t h e  abov e a l g o r i t h m  p r o v i d e s  an 

e x t r e m e l y  e f f i c i e n t  p r o c e d u r e  f o r  e v a l u a t i n g  ^  o v e r c o m i n g  c o m p l e t e l y  t h e  

p r o b l e m  o f  s t o r i n g  ^  e x p l i c i t l y .  I t  s h o u l d  a l s o  be  n o t i c e d  t h a t  t h e  

metho d r e l i e s  on t h e  d e t e r m i n a n t  o f  A b e i n g  a Vandermonde d e t e r m i n a n t ,  

and s o  we c a n  o n l y  s o l v e  f o r  t h r e e  i o n i s a t i o n  s t a g e s .  I f  we w a n te d  

f o u r  f r a c t i o n s  known a t  any i n s t a n t  t h e n  we w o u ld  h a v e  t o  r e s o r t  t o  t h e  

m a t r i x  i n v e r s i o n  p r o c e d u r e  d e s c r i b e d  e a r l i e r .

I t  s h o u l d  b e  n o t i c e d  f r o m  ( 4 . 3 . 1 2 )  t h a t  s i n c e  t h e  c a r b o n  i s  f u l l y  

i o n i s e d  z = 6 ,  and f r o m  ( 4 . 3 . 1 1 )  we e v a l u a t e  f,^ a l t h o u g h  t h i s  mus t  

a lw a y s  be  z e r o  f o r  c a r b o n .  I t  w o u ld  h a v e  b e e n  more p r o f i t a b l e  h a d  we 

i n t r o d u c e d  a  c u t - o f f  o n ce  we r e a c h e d  t h e  f r a c t i o n s  f ^ ^ f ^ , f g .  Th us  t h e  

s e t  o f  e q u a t i o n s  ( 4 . 3 . 1 1 )  a p p l y  p r o v i d e d  we a r e  n o t  n e a r  t h e  e x t r e m i t i e s

o f  z and we now d e v e l o p  an  e q u i v a l e n t  s e t  o f  e q u a t i o n s  w h i c h  a p p l y  i n

t h e s e  r e g i o n s .

Cas e  1: Al m os t  F u l l y  I o n i s e d  M a t e r i a l

C o n s i d e r  some m a t e r i a l  w h i c h  i s  a l m o s t  f u l l y  i o n i s e d  ( s u c h . t h a t  

o n l y  t h e  l a s t  t h r e e  i o n i s a t i o n  f r a c t i o n s  a r e  p r e s e n t ) . I f  t h e  a t o m i c  

number  o f  t h e  m a t e r i a l  i s  A t h e n  we h a v e

V 2 " ' a - 1  + ^A = 1

(A-2 )  + A*A <z>

+ ( A ~ l )^ ^A-1 + A =
<z2>

i n  m a t r i x n o t a t i o n we h a v e

~  1 1 1
^A-2 1

A—2 A-1 A ^A-1 = <z>

(A-2)2 ( A - l ) 2 a 2
f A <z^>

( 4 . 3 . 1 4 )
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w h ic h  upon i n v e r t i n g  g i v e s

'^A-2 0 . 5 A ( A - l ) - ( 2 A - 1 ) 1 1

^A-1
= -2 A ( A -2 ) 4 (A -1) —2 <z> ( 4 . 3 . 1 5 )

"a
(A -1 ))A ~2) - ( 2 A - 3 ) 1 < z ^ >

o r  upon e x p a n d i n g  ( 4 . 3 , 1 5 )

^A-2  ^  0 .5 A ( A -1 )  - 0 . 5 ( 2 A - 1 )  <z> + 0 . 5  <z^>

A-1 -A ( A -2 )  + 2 (A - 1 )  <z> -  <z^>

= 0 . 5 ( A - 1 ) ( A - 2 )  -  0 . 5 ( 2 A - 3 )  + 0 . 5  <%/> ( 4 . 3 . 1 6 )

C ase  2:  Almos t  n e u t r a l ,  m a t e r i a l

I n  t h i s  c a s e  we ex a m i n e  m a t e r i a l  i n  t h e  v e r y  e a r l y  s t a g e s  o f  

i o n i s a t i o n  ( s u c h  t h a t  o n l y  t h e  f i r s t  t h r e e  i o n i s a t i o n  s t a g e s  a r e  p r e s e n t )  

Due t o  c o m p l i c a t i o n s  i n  e v a l u a t i n g  t h e  e l e c t r o n  d e n s i t y  f o r  <z> <1.0  

we n e g l e c t  c o m p l e t e l y  t h e  p o p u l a t i o n  o f  t h e  g r o u n d  s t a t e  and s t a r t  w i t h  

t h e  f i r s t  i o n i s a t i o n  s t a g e ,  s u c h  t h a t  t h e  f r a c t i o n s  c o n c e r n e d  a r e  

f f ,  f g ,  f g  w h e re  f r o m  ( 4 . 3 . 6 )  we h a v e

f l + f g + f g  = 1

^1 ^^2 ■’* ^^3 ^

^1 ^^^2 ®^3 ( 4 . 3 , 1 7 )

w h i c h  c a n  be  e x p r e s s e d  a s  t h e  m a t r i x  e q u a t i o n

1 1 1 1

1 2  3 f ^ <z>2

1 4  9 ^3 <z%>
_  _

( 4 . 3 . 1 8 )
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w h i c h ,  s o l v i n g  f o r  ^  g i v e s

0 . 5 ~  6 - 5 l " 1

- 6 8 - 2 < z>

2 - 3 1 <z^> ( 4 . 3 . 1 9 )
—

and upon e x p a n d i n g  g i v e s

f ^  = 3 “ 2 . 5  < z > + 0 . 5  < z?>

< zP->

= 1 - 1 . 5  < z > + 0 . 5 < ^ >

f ^  = - 3  +4 < z > -

( 4 . 3 . 2 0 )

Thus  t h e  s e t  o f  e q u a t i o n s  ( 4 . 3 . 1 1 ) ,  ( 4 . 3 . 1 6 )  and ( 4 . 3 . 2 0 )  p r o v i d e s  t h e  

e x p r e s s i o n s  f o r  e v a l u a t i n g  t h e  f r a c t i o n s  once  < z > an d  < z a r e  known.  

E q u a t i o n s  ( 4 . 3 . 2 0 )  a r e  a p p l i e d  when

1 3  < z  > $  2 . 5  

E q u a t i o n s  ( 4 . 3 . 1 6 )  a r e  a p p l i e d  w he re

A -1 .  5 < < z> 3 A

and e q u a t i o n s  ( 4 . 3 . 1 1 )  a r e  a p p l i e d  f o r  any o t h e r  v a l u e s  o f  < z>.

4 . 4  The T i m e s t e p  C o n t r o l

One o f  t h e  p r o b l e m s  o f  u s i n g  p a c k a g e s  w i t h  c o m p u t e r  c o d e s  i s  i n  

s e t t i n g  up a r e a s o n a b l e  t i m e s t e p  c o n t r o l .  The a n a l y s i s  o f  C h a p t e r  2 i s  

b a s e d  on t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  t h e  q u a n t i t i e s  n^ and  T ^ ,  t h e  e l e c t r o n  

d e n s i t y  and t e m p e r a t u r e  a r e  a p p r o x i m a t e l y  c o n s t a n t  o v e r  t h e  t i m e s t e p  

c o n c e r n e d .  We m us t  t h e r e f o r e  r e d u c e  t h e  t i m e s t e p  u n t i l  t h e s e  c o n d i t i o n s  

a r e  m e t .

The t i m e s t e p  u s e d  t o  s o l v e  t h e  r a t e  e q u a t i o n s  o f  C h a p t e r  2 w i l l  

b e  g i v e n  by t h e  e x t e r n a l  c o d e .  T h i s  t i m e s t e p  w i l l  b e  b a s e d  on MHD 

c o n s i d e r a t i o n s  and may a l l o w  t o o  l a r g e  a  v a r i a t i o n  i n  t h e  mean i o n i s a t i o n  

l e v e l  < z >  o f  t h e  p l a s m a .  T h i s  d i f f i c u l t y  i s  o v e r co m e  by u s i n g  t h e  

f o l l o w i n g  t e c h n i q u e .
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A t

n- n- n-l

time

F i g .  4 . 4  T y p i c a l  v a r i a t i o n s  o f  t e m p e r a t u r e  and 
d e n s i t y  a s  a f u n c t i o n  o f  t i m e

F i g ,  4 . 4  shows a t y p i c a l  v a r i a t i o n  o f  e l e c t r o n  t e m p e r a t u r e  and 

d e n s i t y  a g a i n s t  t i m e .  I n  a d v a n c i n g  t h e  i o n i s a t i o n  f r a c t i o n s  f r o m  

t i m e  l e v e l  n - 1  t o  t i m e  l e v e l  n u s i n g  t h e  t i m e s t e p  ( s u p p l i e d  by

e x t e r n a l  co d e )  i t  was f o u n d  ( s a y )  t h e  v a r i a t i o n  i n  was t o o  l a r g e .

I n  s o l v i n g  t h e  r a t e  e q u a t i o n s  o v e r  a  t i m e s t e p  A t  we m u s t  h a v e  A t  

s u c h  t h a t

6<z> = <z>* -  <z>^” ^ $ .M iT  ( 4 . 4 . 1 )

w h e re  AKT i s  ^  0 . 2 .  I f  t h i s  c o n d i t i o n  i s  n o t  m e t ,  t h e n  we r e d u c e  t h e  

t i m e s t e p  o v e r  w h ic h  we s o l v e  t h e  r a t e  e q u a t i o n s  t o

AKTAt = At . ( 4 . 4 . 2 )'MHD ‘ 6<z>

and c o n t i n u e  t o  s o l v e  u s i n g  a  t i m e s t e p  At  u n t i l  we make up t h e  f u l l  

t i m e s t e p  A t ^ ^ ^ .  A f t e r  e a c h  u p d a t e  o f  t h e  f r a c t i o n s  u s i n g  t i m e s t e p  A t ,  

we u p d a t e  t h e  d e n s i t y  an d  t e m p e r a t u r e  (by l i n e a r  i n t e r p o l a t i o n )  t o  

t h e  new t i m e  l e v e l s  n - 1 * ,  n - 1 * *  e t c .  w h e re
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n - 1 * *  -  n - 1 *  = n - 1 *  -  n - 1  = At  ( 4 . 4 . 3 )

I n  t h e  p r e s e n t  v e r s i o n  o f  t h e  p r o g r a m  o n l y  t h e  d e n s i t y  n^  i s  u p d a t e d

ïi’“ 3
a f t e r  e a c h  At -  t h e  t e m p e r a t u r e  i s  h e l d  c o n s t a n t  a t  I t  c a n

h a p p e n  a l s o  t h a t  t h e  v a r i a t i o n s  i n  6<z> o v e r  one t i m e s t e p  a r e  s o  l a r g e

t h a t  we t e r m i n a t e  t h e  p r o g r a m .  I n  t h i s  c a s e  t h e  o n l y  t h i n g  t o  b e  d o n e ,

i s  t o  r e d u c e  t h e  t i m e s t e p  A t , „ „MtiU

4 . 5  The C h a n g e o v e r  P h i l o s o p h y

One o f  t h e  p o i n t s  c o n c e r n i n g  t h e  n u m e r i c a l  d e t a i l s ,  w h i c h  as  y e t  h a s

n o t  b e e n  d i s c u s s e d ,  i s  when d o e s  one  s t o p  l o o k i n g  a t  t h e  f r a c t i o n s

f . f . ,  f . - and p r o c e e d  t o  e v a l u a t e  f .  , f .  , f . o r  f  , f .  , f .  ? 
j ” i  J J + 1  j - i  J J j + i  j + 3 .

I n  t h e  r e s u l t s  p r e s e n t e d  i n  t h i s  t h e s i s ,  t h i s  was d e t e r m i n e d  by t h e  v a l u e  

o f  <z> t h e  mean i o n i s a t i o n  l e v e l .  I f ,  f o r  ex a m p l e ,  <z> was e q u a l  t o

3 . 2  t h e  f r a c t i o n s  we w ou ld  c o n c e r n  o u r s e l v e s  w i t h  a r e  f ^ , f ^  and f ^  and 

t h i s  w ou ld  be  t h e  c a s e  u n t i l  <z> r e a c h e d  3 . 5  ( i f  i o n i s i n g )  o r  2 . 5  

( i f  r e c o m b i n i n g )  a t  e a c h  o f  t h e s e  l a t t e r  v a l u e s  one  w o u ld  s w i t c h

t o  t h e  f r a c t i o n s  f ^ ,  f ^  o r  f ^ ,  f ^ , f ^ . A l t h o u g h  t h i s  c h a n g e o v e r

p h i l o s o p h y  w ork s  q u i t e  w e l l  and i s  v e r y  s i m p l e  t o  a p p l y ,  i t  ca n  b e  

im p ro v ed  u p o n .  I n  C h a p t e r  2 i t  was shown t h a t  t h e  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  

we c o n c e r n  o u r s e l v e s  w i t h  i s

- ,  = -S  , f  , + R fo t  Z - 1  Z - 1  z z

3 f  ̂
= +S , f  (S +R ) f  + R f9 t  z - 1  z - 1  z z z z+1 z+1

9 f

a f -  = ( 4 . 5  1)
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w he re  t h e  e l e c t r o n  d e n s i t y  n^ h a s  b e e n  a b s o r b e d  i n  t h e  r a t e  c o e f f i c i e n t s  

f o r  s i m p l i c i t y .  T h i s ,  t h e n ,  i s  t h e  s e t  o f  e q u a t i o n s  we c h o o s e  t o  ' s o l v e '  

a t  any g r i d  p o i n t  whose  mean i o n i s a t i o n  l e v e l  i s  <z>.  I t  h a s  t h e  

p r o p e r t i e s  t h a t

9f  9 f  9f  ,
» ( 4 . 5 . 2 )

w h ic h  i s  c o n s i s t e n t  w i t h  t h e  c o n d i t i o n  t h a t

f + f + f = l  ( 4 . 5 , 3 )z - 1  z z+1

However ,  i n  e q u a t i o n  ( 4 . 5 . 1 )  a c e r t a i n  amount o f  p h y s i c s  h a s  b e e n

n e g l e c t e d  s i n c e  we n e g l e c t  r e c o m b i n a t i o n  f r o m  l e v e l  z - 1 ,  i . e .  t h e  t e r m

R , f  _ i n  t h e  f i r s t  e q u a t i o n  o f  ( 4 . 5 . 1 ) , and i o n i s a t i o n  f r om  l e v e l  z+1 ,z - 1 z - 1

i . e .  t h e  t e r m  S f  i n  t h e  l a s t  e q u a t i o n  o f  ( 4 . 5 . 1 ) .  The i m p o r t a n t  z+1 z+1

p o i n t  t o  n o t i c e  i s  t h a t  s i n c e  we a r e  d e a l i n g  w i t h  t h e  l e v e l  z - 1 ,  z ,  z+1 

b o t h  o f  t h e s e  t e r m s  ca n  b e  e v a l u a t e d  q u i t e  s i m p l y .  Thus

t o g e t h e r  w i t h  t h e  s e t  o f  e q u a t i o n s  ( 4 . 5 . 1 )  we c a n  a l s o  s o l v e  t h e  

e q u a t i o n s

= +R , f9 t  z - 1  z - 1

and  ( 4 . 5 . 4 )
9f z+2

= +S f .9 t  z+1 z+1

w h i c h  h a v e  t h e  s o l u t i o n s

^ z - 2  Z ^ z - l ^ z - 1   ̂ ^

and ( 4 . 5 . 5 )

f  „ - Y S . f  _ Atz+2 ^  z+1 z+1

t h u s  we can  now c h e c k  t o  s e e  i f f  ^ > f  _ o r  i f  f  ^ > f   ̂ and i fZ“ 2 z - 1  z+2 z+1

t h i s  i s  so  we c a n  move on t o  t h e  n e x t  s e t  o f  f r a c t i o n s .  T h i s  a p p r o a c h  

avo id , ;  h a v i n g  t o  i n t r o d u c e  a r b i t r a r y  c r o s s o v e r  p o i n t s  c h a n g i n g  f r o m  

one s e t  o f  f r a c t i o n s  t o  t h e  n e x t .  I n  e q u a t i o n s  ( 4 . 5 . 4 )  no o t h e r  t e r m s
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a r e  i n t r o d u c e d  on t h e  r i g h t  h a n d  s i d e  s i n c e  t h i s  i s  q u i t e  c o n s i s t e n t  

w i t h  a s s u m p t i o n s  made e a r l i e r  t h a t  o n l y  t h r e e  i o n i s a t i o n  s t a g e s  a r e  

i n v o l v e d  a t  any one i n s t a n t .

4 . 6  The Computer  P ro g r a m  -  TRIP

B ased  on t h e  model  d e v e l o p e d  i n  C h a p t e r s  2 ,  3 an d  4 ,  t h e  c o m p u te r

p r o g r a m  TRIP ( T i m e - d e p e n d e n t  R e c o m b i n a t i o n  I o n i s a t i o n  P a c k a g e )  h a s  b e e n

w r i t t e n  f o r  u s e  i n  c o m p u t e r  c o d e s  t o  f o l l o w  t h e  t i m e  d e p e n d e n t  a t o m i c

p h y s i c s  p r o c e s s e s  i n  t h e  l a s e r  p r o d u c e d  p l a s m a .

The s t r u c t u r e  o f  TRIP i s  b a s e d  on t h e  Olympus s y s t e m ,  a s  a r e
( 3 2 , 3 3 )  .

t h e  s t a n d a r d s  o f  d o c u m e n t a t i o n  and t h e  n o t a t i o n .  T h i s  i s  t o  e n a b l e  a 

f a s t  u n d e r s t a n d i n g  o f  t h e  p r o g r a m  and t o  a l l o w  f o r  i t s  e f f i c i e n t  

i m p l e m e n t a t i o n  i n t o  c o m p u t e r  c o d e s  a l r e a d y  s e t  up i n  d i f f e r e n t  c o m p u t e r s  

S t a n d a r d  f o r t r a n  i s  u s e d  t h r o u g h o u t .

The p r o g r a m  TRIP c o n s i s t s  o f  two s u b r o u t i n e s ,  s u b r o u t i n e  DATSET 

and s u b r o u t i n e  TRIP.  DATSET i s  an  i n i t i a l i s a t i o n  s u b r o u t i n e  w h ic h  i s

c a l l e d  o n l y  on ce  d u r i n g  t h e  e x e c u t i o n  o f  t h e  p r o g r a m .  I t  b a s i c a l l y
;

s e t s  t h e  t a r g e t  m a t e r i a l ,  t a r g e t  s p e c i f i c a t i o n s ,  r e a d s  i n  t h e  r a t e  

c o e f f i c i e n t s  i n t o  two d i m e n s i o n a l  a r r a y s  f o r  l a t e r  a c c e s s ,  an d  e v a l u a t e s  

c e r t a i n  o t h e r  q u a n t i t i e s  r e q u i r e d  f o r  t h e  r u n n i n g  o f  TRIP. TRIP i s  t h e  

main  c a l c u l a t i o n  s u b r o u t i n e , v  t o  b e  c a l l e d  a t  e v e r y  s p a c e  t i m e  p o i n t  o n  a 

mesh w h ic h  u p d a t e s  t h e  f r a c t i o n s  (a n d  t h e  m a c r o s c o p i c  v a r i a b l e s  s u c h  as  

< z > , <z^> e t c . )  t o  t h e  new t i m e  l e v e l .

I n  i t s ,  p r e s e n t  f o r m ,  t h e  p r o g r a m  c a n  do 100 t i m e s t e p s  a t  a 

s i n g l e  g r i d  p o i n t  i n  1 e t u  -  3 . 6  s e c o n d s  o f  cpu t i m e  on an  ICL 4 / 7 0  

c o m p u t e r .  Thus  u s i n g  t h e  p r o g r a m  i n  c o n j u n c t i o n  w i t h  an  ARID code  on a 

20 X 40 mesh i t  w ou ld  t a k e  a b o u t  8 e t u ' s  p e r  t i m e s t e p  t o  u p d a t e  t h e  

i o n i s a t i o n  f r a c t i o n s  a t  e v e r y  p o i n t  on t h e  mesh .  T h i s  c a n ,  h o w e v e r ,  be  

r e d u c e d  c o n s i d e r a b l y  by o n l y  s o l v i n g  f o r  t h e  i o n i s a t i o n  f r a c t i o n s  a t  

p o i n t s  o f  i n t e r e s t  ( e g .  a r o u n d  t h e  c r i t i c a l  d e n s i t y  i n  a l a s e r  p r o d u c e d
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p l a s m a ) . The s t o r a g e  r e q u i r e m e n t  f o r  t h e  p r o g r a m  n e g l e c t i n g  d a t a  i s  

a r o u n d  5 k i l o  b y t e s .



CHAPTER 5

I m p l e m e n t a t i o n  o f  t h e  Model  i n t o  Com pute r  Codes

The d e t a i l s  i n v o l v e d  i n  i m p l e m e n t i n g  t h e  p r o g r a m  TRIP i n t o  c o m p u t e r  

c o d e s  a r e  ex a m in e d  i n  t h i s  c h a p t e r  w i t h  s p e c i f i c  r e f e r e n c e  t o  t h e  C a s t o r  

c o d e .  The r e s u l t s  t h u s  o b t a i n e d  a r e  d i s c u s s e d  i n  d e t a i l  w i t h  s p e c i f i c  

r e f e r e n c e  t o  t h e  m a c r o s c o p i c  p a r a m e t e r s  s u c h  as  t h e  t o t a l  r a d i a t i o n  l o s s  

and t h e  p l a s m a  t e m p e r a t u r e .
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5 . 1  TRIP -  A T i m e - d e p e n d e n t  R e c o m b i n a t i o n  I o n i s a t i o n  P a c k a g e

Com bin ing  t h e  r e s u l t s  o f  C h a p t e r s  2 ,  3 and 4 ,  a  t i m e  d e p e n d e n t  

r e c o m b i n a t i o n  i o n i s a t i o n  p a c k a g e  h a s  b e e n  c o n s t r u c t e d .  The p a c k a g e  

i s  i n t e n d e d  f o r  u s e  i n  c o m p u t e r  c o d e s  i n  w h ich  a k n o w l e d g e  o f  t i m e  

d e p e n d e n t  a t o m i c  p h y s i c s  p r o c e s s e s  i s  r e q u i r e d .  The p a c k a g e  i s  d e s i g n e d  

i n  s u c h  a  manner  t h a t  i t  w i l l  b e  c a l l e d  a t  e v e r y  g r i d  p o i n t  o f  t h e  r e g i o n  

u n d e r  i n v e s t i g a t i o n ,  t o  u p d a t e  t h e  i o n i s a t i o n  f r a c t i o n s  f rom one t i m e  

l e v e l  t o  t h e  n e x t .  I t  c a n  a l s o  b e  u s e d  t o  e v a l u a t e  s u c h  q u a n t i t i e s  as  

t h e  r a d i a t i o n  l o s s ,  t h e  i n t e r n a l  e n e r g y ,  t h e  p l a s m a  p r e s s u r e  e t c . ,  a t  

t h e  same g r i d  p o i n t s .  The p a c k a g e  c a n  b e  u s e d  i n  t h e  s t e a d y  s t a t e  l i m i t  

and t h e  d e t a i l s  o f  t h i s  a r e  d i s c u s s e d  b r i e f l y  i n  s e c t i o n  5 . 6 .

I t  i s  i n t e n d e d  t h a t  TRIP w i l l  b e  p u b l i s h e d  e v e n t u a l l y  i n  Com pute r  

P h y s i c s  C o m m u n i c a t io n s .  I t  w i l l  b e  a b l e  t o  h a n d l e d  any t a r g e t  m a t e r i a l  

up t o  e - rg on  i n  t h e  p e r i o d i c  t a b l e  (a ny  e l e m e n t  c a n  be  h a n d l e  p r o v i d e d  

t h e  d a t a  on t h e  r a t e  c o e f f i c i e n t s  i s  known, b u t  i n  t h e  v e r s i o n  t o  b e  

p u b l i s h e d  o n l y  d a t a  up t o  o^rgon w i l l  b e  i n c l u d e d ) . The r a t e  c o e f f i c i e n t s
3

a r e  e v a l u a t e d  a t  f o r t y  d i f f e r e n t  t e m p e r a t u r e s  b e t w e e n  5 x  10 K and 

5 X lO^K and a t  s i x  d e n s i t i e s  f r o m  10^^ m ^ t o  10^^ m ^ . The r a t e  

c o e f f i c i e n t s  u s e d  h e r e  i n  t a b u l a r  fo r m  a r e  e x p e c t e d  t o  b e  more  a c c u r a t e  

t h a n  t h o s e  o b t a i n e d  u s i n g  g e n e r a l  f o r m u l a e  s u c h  as  t h o s e  g i v e n  by 

M c W h i r t e r .

The p r e s e n t  c h a p t e r  i s  c o n c e r n e d  w i t h  t h e  d e t a i l s  o f  how TRIP ca n  

be  m erg ed  w i t h  a c o m p u t e r  code  -  i n  t h i s  c a s e  CASTOR. We s t a r t  by 

g i v i n g  some o f  t h e  p h y s i c s  and n u m e r i c a l  d e t a i l s  o f  t h e  CASTOR code  and 

t h e n  p r o c e e d  t o  d e s c r i b e  how TRIP c a n  be  com bined  w i t h  s u c h  a c o d e .  We 

t h e n  d e s c r i b e  i n  d e t a i l  t h e  r e s u l t s  o b t a i n e d  and ex a m in e  t h e  d i f f e r e n c e s  

b e t w e e n  t i m e  d e p e n d e n t  and s t e a d y  s t a t e  a t o m i c  p h y s i c s  m o d e l s  f o r  f u l l  

s c a l e  l a s e r  t a r g e t  c a l c u l a t i o n s .  F i n a l l y  we g i v e  b r i e f  d e t a i l s  o f  how 

t h e  model  can b e  e x t e n d e d  t o  i n c l u d e  c a l c u l a t i o n s  on t h e  e x c i t e d  s t a t e
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s t a t e  p o p u l a t i o n  d e n s i t i e s  and r a d i a t i o n  r e a b s o r p t i o n  o f  t h e  p l a s m a .

The i m p o r t a n c e  o f  t h e s e  e f f e c t s  i s  d i s c u s s e d  i n  c o n n e c t i o n  w i t h  t h e  s t u d y  

o f  X - r a y  s o u r c e s  and X - r a y  l a s e r s .

5 . 2  The C a s t o r  Code

Over  t h e  p a s t  few y e a r s  w o r k e r s  a t  Culham L a b o r a t o r y  an d  a t  NRL W a s h in g t o n

h a v e  c o l l a b o r a t e d  i n  d e v e l o p i n g  a t w o - d i m e n s i o n a l  E u l e r i a n ,  MHD, l a s e r

t a r g e t  code  CASTOR. T h i s  code  h a s  b e e n  c o n s t r u c t e d  t o  h e l p  i n v e s t i g a t e

and u n d e r s t a n d  t h e  p h y s i c s  i n v o l v e d  i n  l a s e r  t a r g e t  e x p e r i m e n t s  i n  p r o g r e s s

a t  v a r i o u s  l a b o r a t o r i e s .

F i g .  5 . 2 . 1  shows a t y p i c a l  l a s e r  t a r g e t  s e t  up w i t h  t h e  l a s e r

r a d i a t i o n  i n c i d e n t  f r o m  t h e  l e f t  o f  t h e  t a r g e t .  The l a s e r  p u l s e  i s  shown

as  b e i n g  G a u s s i a n  b o t h  i n  s p a c e  and t i m e  b u t  t h e  code  ca n  h a n d l e  any

r e a l i s t i c a l l y  s h a p e d  p u l s e .  We r e s t r i c t  o u r  f i e l d  o f  i n t e r e s t  t o  an

a x i s y m m e t r i c  s y s t e m  a r o u n d  t h e  Z a x i s ,  and t h e  R-Z c y l i n d r i c a l  r e g i o n

a r o u n d  t h e  c r i t i c a l  d e n s i t y  d e s c r i b e s  t h e  a r e a  c o v e r e d  by t h e  E u l e r i a n  mesh,

I t  i s  a s sumed  i n i t i a l l y  t h a t  t h e r e  e x i s t s  a d e n s i t y  g r a d i e n t  away f r om

t h e  t a r g e t  s u r f a c e .  T h i s  h a s  t h e  a d v a n t a g e  o f  o v e r c o m i n g  t h e  p r o b l e m  o f

how t h e  l a s e r  e n e r g y  i s  a b s o r b e d  i n i t i a l l y  by  a  s o l i d  t a r g e t ,  and i s

q u i t e  r e a l i s t i c  s i n c e  t h i s  d e n s i t y  g r a d i e n t  c o u l d  b e  c r e a t e d  by a  wealt

l a s e r  p r e p u l s e .  I f  d e s i r e d ,  h o w e v e r ,  t h e  cod e ca n  a c c o u n t  f o r

(34 )
e v a n e s c e n t  wave a b s o r p t i o n .  The a b s o r p t i o n  o f  t h e  l a s e r  e n e r g y

i s  m a i n l y  by i n v e r s e  Ô r e m s s t r a h l u n g  b u t  we ca n  dump a f r a c t i o n  o f  t h e

r e m a i n i n g  e n e r g y  a t  t h e  c r i t i c a l  d e n s i t y  t o  a c c o u n t  f o r  an om alous

( 11)
a b s o r p t i o n  p r o c e s s e s .  As t h e  l a s e r  e n e r g y  i s  a b s o r b e d  a r o u n d  t h e

c r i t i c a l  d e n s i t y ,  t h e  p l a s m a  becomes  h o t t e r  and e x p a n d s  f o r m i n g  a h i g h  

t e m p e r a t u r e  low d e n s i t y  c o r o n a .  B e h in d  t h e  c r i t i c a l  d e n s i t y  e n e r g y  i s  

t r a n s f e r r e d  f r o m  t h e  h i g h  t e m p e r a t u r e  regiOT) by h e a t  d i f f u s i o n  i n t o  t h e  

n e a r l y  s o l i d  t a r g e t .  As t h i s  h i g h  d e n s i t y  m a t e r i a l  bec omes  h o t t e r ,  i t  

t o o  s t a r t s  t o  b l ow  o f f  c a u s i n g  a b u r n  t h r o u g h  o f  t h e  t a r g e t .  The
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c h o i c e  o f  t a r g e t  i s  l i m i t e d  by t h e  a t o m i c  p h y s i c s  m ode l  o f  t h e  p l a s m a

b e i n g  u s e d .  We c a n  u s e  an i d e a l  g a s  e q u a t i o n  o f  s t a t e ,  a  c o r o n a  model

o r  a t i m e - d e p e n d e n t  r e c o m b i n a t i o n  i o n i s a t i o n  mode l  ( d e s c r i b e d  i n  t h i s

t h e s i s )  and due t o  l i m i t e d  d a t a  we a r e  r e s t r i c t e d  t o  m o d e r a t e  S' t a r g e t s .

F i g u r e  5 . 2 . 2  s u m m a r i s e s  t h e  e q u a t i o n s  u s e d  i n  t h e  CASTOR c o d e .

T h e s e  e q u a t i o n s  e x p r e s s  c o n s e r v a t i o n  o f  m ass ,  momentum, e n e r g y  ( i n t e r n a l ) ,

( 1 , 2 , 3 )
and m a g n e t i c  f l u x  and a r e  w r i t t e n  i n  c o n s e r v a t i v e  fo rm .

I t  s h o u l d  be n o t e d  t h a t  s i n c e  t h e  s y s t e m  o f  f i g u r e  5 . 2 . 1  i s  a x i . s y m m e t r i c ,

t h e  o n l y  m a g n e t i c  f i e l d  we c a n  a l l o w  i s  i n  t h e  0 - d i r e c t i o n .  F o r  f u r t h e r

i n f o r m a t i o n  on t h i s  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  and t h e  t r a n s p o r t  c o e f f i c i e n t s

(35.)
t h e  r e a d e r  s h o u l d  c o n s u l t  B r a g i n s k i i .

We now d e s c r i b e  b r i e f l y  how t h e  e q u a t i o n s  o f  f i g .  5 . 2 . 2  a r e  s o l v e d

i n  f i n i t e  d i f f e r e n c e  f r o m .  We s p l i t  t h e s e  e q u a t i o n s  an d  i d e n t i f y  two

b a s i c  p r o c e s s e s ,  i . e .  t h o se  o f  a d v e c t i o n  and d i f f u s i o n .  The g e n e r a l i s e d

(36)
a d v e c t i o n  p r o c e s s e s  a r e  c a r r i e d  o u t  by u s i n g  FCT ( F l u x  C o r r e c t e d  

T r a n s p o r t )  w h ich  h a s  b e e n  d e v e l o p e d  t o  s o l v e  e q u a t i o n s  o f  t h e  fo rm  

9 f
, 9^  + V. ( f v )  = V.G + FVlI .+ Q  ̂ ( 5 . 2 . 1 )

When t h e  s t a n d a r d  f i n i t e  d i f f e r e n c e  s c h e m e s ,  s u c h  a s  L a x - W en d r o f f

o r  L e a p f r o g  s c h e m e s ,  a r e  u s e d  t o  s o l v e  e q u a t i o n  ( 5 . 2 . 1 )  i n  t h e  p r e s e n c e

( 1)
o f  l a r g e  g r a d i e n t s  i n  f ,  i t  i s  w e l l  known t h a t  l a r g e  e r r o r s  ca n

a r i s e  due to  n u m e r i c a l  d i f f u s i o n  and d i s p e r s i o n .  The FCT a l g o r i t h m  h a s  

b e e n  d e v e l o p e d  e s p e c i a l l y  t o  h a n d l e  s h o c k s  and s i t u a t i o n s  i n  w h ich  l a r g e  

g r a d i e n t s  a p p e a r .  The e s s e n c e  o f  t h e  a l g o r i t h m  i s  t h a t  i t  e s t i m a t e s  

t h e  amount  o f  n u m e r i c a l  d i f f u s i o n  w h ich  h a s  o c c u r r e d  o v e r  e a c h  t i m e s t e p  

and c o r r e c t s  f o r  t h i s  by a p p l y i n g  an a n t i d i f f u s i o n  s t a g e .  As f o r  t h e  

d i s p e r s i o n ,  n o n - p h y s i c a l  maxima and minima a r e  s u p p r e s s e d .
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I n  e q u a t i o n  ( 5 . 2 . 1 )  we c a n  o b t a i n  t h e  e q u a t i o n  o f  c o n t i n u i t y  by p u t t i n g  

t h e  r i g h t  h a n d  s i d e  t o  z e r o  and f  e q u a l  t o  p ( t h e  d e n s i t y ) .  We ca n  o b t a i n  

t h e  c o n s e r v a t i o n  o f  momentum by p u t t i n g  f  = pjv, 0 ^ = 0 ,  F = 1 and  H = p 

( t h e  p r e s s u r e ) ,  and Q e q u a l  t o  t h e  s o u r c e  t e r m s .  S i m i l a r l y  we ca n  s o l v e  

t h e  i n t e r n a l  e n e r g y  an d  m a g n e t i c  f i e l d  e q u a t i o n  by a d j u s t i n g  t h e  v a r i a b l e s  

f ,  G, H, and Q.

A lo n g  w i t h  t h e  FCT, we employ a  s e c o n d  o r d e r  a c c u r a t e  p r e d i c t o r -  

c o r r e c t o r  scheme t o  s o l v e  e q u a t i o n  ( 5 . 2 . 1 ) .

As f a r  a s  t h e  m a g n e t i c  f i e l d  and h e a t  d i f f u s i o n  a r e  c o n c e r n e d  we h a v e  

t o  s o l v e  a  g e n e r a l i s e d  d i f f u s i o n  e q u a t i o n  o f  t h e  fo rm

31  = p i  3 -
9 t  9x

F^ ~  ( f 3 f  ) Î + S ( 5 . 2 . 2 )

w h e re  f  r e p r e s e n t s  t h e  v a r i a b l e  t o  b e  d i f f u s e d  o v e r  t h e  s p a t i a l  d i m e n s i o n

X .  The t r u e  d i f f u s i o n  p r o c e s s  o c c u r s  t h r o u g h  a l l  t h e  s p a c e  d i m e n s i o n s ,

b u t  we h a v e  u s e d  a s p l i t  s t e p  p r o c e s s  t o  b r e a k  t h i s  up i n t o  a s e r i e s  o f

(37)
one d i m e n s i o n a l  d i f f u s i o n  e q u a t i o n s .

We s p a c e  c e n t r e  t h e  r i g h t  h an d  s i d e  o f  e q u a t i o n  ( 5 . 2 . 2 )  a t  t h e  mesh 

p o i n t  j  ( o u r  a l g o r i t h m  i s  t h e n  s e c o n d  o r d e r  a c c u r a t e  i n  s p a c e )  and r e w r i t e  

e q u a t i o n  ( 5 . 2 . 2 )  as

1 Ë
at ( 5 . 2 . 3 )

The t i m e  d i s c r e t i s a t i o n  i s  done i n  t h e  f o l l o w i n g  manner

At

n+1
+ ( 1- 0 )

- r n

( 5 . 2 . 4 )

w h e r e  0 m e a s u r e s  t h e  d e g r e e  o f  i m p l i c i t n e s s .  F o r  6 == i  t h e  a l g o r i t h m

( 5 . 2 . 4 )  i s  a l s o  s e c o n d  o r d e r  a c c u r a t e  i n  t i m e .  However ,  i n  t h e  p r e s e n t  

cod e we c h o o s e  t h e  f u l l y  i m p l i c i t  c a s e  w i t h  0 - 1  b u t  w i t h  t h e  c o e f f i c i e n t s  

A, B, C and D e v a l u a t e d  a t  l e v e l  n , i . e .  we a r e  u s i n g  b a c k w a r d  s u b s t i t u t e d  

c o e f f i c i e n t s ,  t h u s  e q u a t i o n  ( 5 . 2 . 4 )  becomes
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+
J J J+1

= 0 ( 5 . 2 . 5 )

w h i c h  can  b e  w r i t t e n  i n  t h e  fo rm

Af = b ( 5 . 2 . 6 )

and b e c a u s e  A i s  t r i d i a g o n a l , f a s t  a l g o r i t h m s  a r e  a v a i l a b l e  f o r  e v a l u a t i n g  

f . < ^ >

To s o l v e  t h e  e q u a t i o n s  o f  f i g .  5 . 2 . 2  we u s e  a s p l i t  s t e p  met hod  s u c h  

t h a t  a l l  o f  t h e s e  e q u a t i o n s  ca n  b e  decompo sed  i n t o  t h e  fo r m s  o f  e q u a t i o n s  

( 5 . 2 . 1 )  and ( 5 . 2 . 2 )  and s o l v e d  as  e x p l a i n e d  i n  t h e  t e x t .

5 . 3  C a s t o r  w i t h  TRIP

F i g u r e  5 . 3 . 1  shows t h e  t i m e  l e v e l  d i a g r a m  o f  CASTOR w i t h  TRIP and 

d e s c r i b e s  how t h e  main  and a u x i l i a r y  v a r i a b l e s  a r e  a d v a n c e d  i n  t i m e  f r om  

l e v e l  n t o  l e v e l  n+1.  The m a in  v a r i a b l e s  i n  t h e  c a l c u l a t i o n  a r e  t h e  

t e m p e r a t u r e ,  t h e  m a g n e t i c  f i e l d ,  t h e  i n t e r n a l  e n e r g y  ( t h e r m a l  p l u s  

i o n i s a t i o n ) ,  t h e  f l u i d  mass d e n s i t y ,  and t h e  f l u i d  momentum d e n s i t y .

We d i s t i n g u i s h  b e t w e e n  t h e  d i f f e r e n t  p h y s i c a l  e f f e c t s  i n  a d v a n c i n g  f r o m  n 

t o  n + 1 and s o  i n  t h e  d i a g r a m  we i n t r o d u c e  a  d i f f u s i o n  s t a g e ,  an a d v e c t i o n  

s t a g e ,  and an i o n i s a t i o n  s t a g e .  The t i m e  l e v e l  s t r u c t u r e  c o u l d  b e  

s u b - d i v i d e d  f u r t h e r  s i n c e  t h e  d i f f u s i o n  and a d v e c t i o n  s t a g e s  a r e  s p l i t  

i n t o  s e p a r a t e  one  d i m e n s i o n a l  d i f f u s i o n  and a d v e c t i o n  p r o b l e m s .

The s p l i t - s t e p  p r o c e d u r e  c a n  be  e x p l a i n e d  by a  s i m p l e  ex a m p le .  

C o n s i d e r  t h e  e q u a t i o n

(37)

9 t
9
9x.

9u
1̂ 9x: 9x, 2 9 x , ( 5 . 3 . 1 )
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M a i n  v a r i a b l e s n + 1 a.n + 1 iron+'i  ^n + t n \ /n+ lf-n + i ^ EQ py n + I
A u x i l i a r y  v a r i a b l e s  C r" ( z ) "  <z^) " 9 £  T "

0E

M a i n  v a r i a b l e s

I o n i s a t i o n  s t a g e

MM nMM nHti »M«

A d v e c t i o n  s t a g e

D i f f u s i on  s t a g e

T"  &o ' EO" p" pV"
A u x i l i a r y  v a r i a b l e s  < z ) < z ^ ) B " ' !

8 E

F i g .  5 . 3 . 1  T i m e  l e v e l  d i a g r a m  o f  c a s t o r  w i t h  t r i p .
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w h ic h  we r e w r i t e  a s  t h e  p a i r  o f  e q u a t i o n s

and

1 9u _ 3
2 a t .  "  9x, 2 a=2,

( 5 . 3 . 3 )
2

And i n  a d v a n c i n g  t h e  c a l c u l a t i o n  f r o m  t  = n.At t o  t  == (n+1)  At i t  i s  

a s sum ed  t h a t  e q u a t i o n  ( 5 . 3 . 2 )  h o l d s  f r o m  t  ~ nAt  t o  t = ( n + | )  At and  e q u a t i o n  

( 5 , 3 . 3 )  h o l d s  f r o m  t  = ( n + i )  At t o  t  = (n+1)  At.  Thus  t h e  d i s c r e t i s e d  

l e f t  h an d  s i d e  o f  ( 5 . 3 . 2 )  i s  w r i t t e n

an d  i t  s h o u l d  b e  n o t i c e d  t h a t  a l t h o u g h  when s o l v i n g  ( 5 . 3 . 2 )  we u s e  t h e

f u l l  At ,  we a r e  a d v a n c i n g  t h e  v a r i a b l e  u  o n l y  t o  t i m e  ( n + i )  At .  Thus

a l t h o u g h  t h e  t i m e s t e p  b e t w e e n  c^r.. t h e  l e v e l s  n ,  nK<, n*f=* i s  At t h e

v a r i a b l e s  a r e  n o t  a d v a n c e d  i n  t i m e  t h r o u g h  t h e  f u l l  A t ,

5 . 4  R e s u l t s

I n  t h e  f i r s t  s e t  o f  r e s u l t s  o f  u s i n g  TRIP w i t h  CASTOR, we com par ed  

t h e  r a d i a t i o n  l o s s e s  a s  a f u n c t i o n  o f  t h e  r a t e  c o e f f i c i e n t s .  I t  was 

fo u n d  t h a t  t h e  a b s o r b e d  l a s e r  e n e r g y  p r o f i l e  was a l m o s t  i n d e p e n d e n t  o f  

t h e  v a l u e  o f  t h e  r a t e  c o e f f i c i e n t s  and s i n c e  t h e  r e a s o n  f o r  t h i s  i s  n o t  

o b v i o u s  we w i l l  e x p l a i n  i t  i n  more d e t a i l  n e a r  t h e  en d  o f  t h i s  s e c t i o n .

The t o t a l  e n e r g y  r a d i a t e d  a g a i n s t  t i m e  f o r  d i f f e r e n t  s e t s  o f  r a t e  

c o e f f i c i a n t s  i s  shown i n  f i g .  5 . 4 . 1 .  The c o n t i n u o u s  c u r v e  shows t h e  

r a d i a t i o n  l o s s  a g a i n s t  t i m e  u s i n g  Summers '  r a t e  c o e f f i c i e n t s  w h e r e a s  t h e  

b r o k e n  c u r v e s  on e i t h e r  s i d e  g i v e  t h e  r a d i a t i o n  l o s s  by d e c r e a s i n g  and 

i n c r e a s i n g  t h e  r a t e  c o e f f i c i e n t s  by a f a c t o r  t h r e e .  We o b s e r v e  t h e  

r a d i a t i o n  l o s s  t o  be  n o t  t o o  s e n s i t i v e  t o  t h e  r a t e s  o f  t h e  a t o m i c  

p r o c e s s e s .  I t  i s  ho w e v e r  r a t h e r  s u r p r i s i n g  t o  s e e  t h a t  by  i n c r e a s i n g  

t h e  r a t e s  t h e  a c t u a l  r a d i a t i o n  l o s s  d e c r e a s e s .
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— u s i n g  Summe rs  (1̂ ) r a t e  c o e f f i c i e n t s ,  
i n c r e a s i n g  r a t e  c o e f f i c i e n t s  ( 3 x ) .

-  d e c r e a s i n g  r a t e  c o e f f i c i e n t s  ( l / 3 x ) .

-II - l O - 9
log ( t / s )

F i g .  5 . 4 . 1  S e n s i t i v i t y  o f  t h e  e n e r g y  r a d i a t e d  t o  t h e  v a l u e s  o f

t h e  r a t e  c o e f f i c i e n t s
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S i n c e  t h e  r a d i a t i o n  r a t e s  ox C h a p t e r  3 a r e  a l l  d e p e n d e n t  on < a > 

and <%2>, one w ou ld  t e n d  t o  i m a g i n e  t h a t  i f  t h e  r a t e s  i n c r e a s e  ( i . e .

<z> , <z^> i n c r e a s e )  t h e  r a d i a t i o n  r a t e s  w oul d  a l s o  i n c r e a s e .  T h i s  

s i t u a t i o n  i s  made e v e n  c l e a r e r  i n  f i g .  5 . 4 . 2  w h e re  we compare  t h e  

r a d i a t i o n  l o s s  u s i n g  a s t e a d y - s t a t e  and t h e  t i m e  d e p e n d e n t  (TRIP) models  

U s i n g  t h e  t i m e - d e p e n d e n t  model  we o b t a i n  l o w e r  v a l u e s  o f  <z>  and < z^> ,  

a t  a ;g iven  t i m e ,  an d  one w o u ld  e x p e c t  c o r r e s p o n d i n g l y  l o w e r  r a d i a t i o n  

r a t e s .  T h i s  h ow ever  i s  n o t  t h e  c a s e  and t h e  r e a s o n  f o r  t h i s  d i s c r e p a n c y  

i s  e x p l a i n e d  a s  f o l l o w s .  F o r  a p l a s m a  u n d e r g o i n g  i o n i s a t i o n ,  i t  i s  

w e l l  known t h a t  t h e  l i n e  r a d i a t i o n  d o m i n a t e s  t h e  c o n t i n u u m  r a d i a t i o n .

Now t h e  l i n e  r a d i a t i o n ,  a s  g i v e n  i n  C h a p t e r  3 ,  v a r i e s  a s

(kT^)  ̂ < z > <exp kT
e

( 5 . 4 . 1 )

and we now show t h a t  t h e  l i n e  r a d i a t i o n  i s  n o t  d o m i n a t e d  by T^ o r  < z > 

b u t  by t h e  e x p o n e n t i a l  t e r m .  F o r  a g i v e n  i n t e r n a l  e n e r g y  t h e  t e m p e r a t u r e  

and  t h e  mean i o n i s a t i o n  l e v e l  a r e  c o n n e c t e d  t h r o u g h  t h e  r e l a t i o n s h i p  

■ i 3
E = -  (1  + < z>) n^kT + ( 5 . 4 . 2 )

w h e re  a l l  t h e  t e r m s  h a v e  b e e n  d e f i n e d  i n  C h a p t e r  3.  Thus  f o r  a g i v e n

i n t e r n a l  e n e r g y  Ë a  t i m e - d e p e n d e n t  model  w i l l  g i v e  a l o w e r  v a l u e  o f  <z>,

and  h e n c e  a  h i g h e r  v a l u e  o f  t e m p e r a t u r e  t h a n  a s t e a d y  s t a t e  model  w ou ld  

p r e d i c t .  Thus we s e e  t h a t  t h e  t e r m

kT
e

i n  e x p r e s s i o n  ( 5 . 4 . 1 )  w i l l  become s m a l l e r  s i n c e  t h e  t e r r a  E^^ i s  a f u n c t i o n  

o f  <z>. The v a r i a t i o n  o f  t h e  l i n e  r a d i a t i o n  f a c t o r  ( t h e  e x p e r i m e n t a l  

e x p r e s s i o n  i n  ( 5 . 4 . 1 ) )  as  a f u n c t i o n  o f  E ^ ^ /k T ^  i s  shown i n  T a b l e  5 . 4 . 1 .
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F i g .  5 . 4 , 2  T o t a l  r a d i a t i o n  l o s s  as  p r e d i c t e d  by t i m e  d e p e n d e n t  and 
s t e a d y  s t a t e  a t o m i c  p h y s i c s  m o d e l s
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- 321 “ 1
exp kT

The s t r o n g  v a r i a t i o n  o f  t h e  l i n e  r a d i a t i o n  f a c t o r  a g a i n s tT a b l e  5 . 4 . 1 .

c h a n g e s  i n  t h e  t e m p e r a t u r e  and mean i o n i s a t i o n  l e v e l .

Thus  we o b s e r v e  t h a t  i f  t h e  q u a n t i t y  E ^^ /kT ^  c h a n g e s  by a f a c t o r  t h r e e ,  

t h e  l i n e  r a d i a t i o n  f a c t o r  c h a n g e s  by a b o u t  two o r d e r s  o f  m a g n i t u d e .  Thus

i f  E g ^ /k T ^  d e c r e a s e s  by a f a c t o r  3 ( t y p i c a l  when u s i n g  a t i m e  d e p e n d e n t  mode l)

t h e  l i n e  r a d i a t i o n  f a c t o r  i n c r e a s e s  v a s t l y  t h u s  e x p l a i n i n g  t h e  r e s u l t s

o f  f i g s .  5 . 4 . 1  an d  5 . 4 . 2 .

I n  f i g u r e  5 . 4 . 3  we show t h e  t e m p e r a t u r e  and mean i o n i s a t i o n  l e v e l  

p r o f i l e s ,  t a k e n  a t  0 . 5  n a n o s e c o n d s ,  u s i n g  a s t e a d y  s t a t e  and t i m e  

d e p e n d e n t  a t o m i c  p h y s i c s  m o d e l .  Now a s  s t a t e d  e a r l i e r  t h e  t o t a l  a b s o r b e d  

e n e r g y  i s  a p p r o x i m a t e l y  t h e  same i n  b o t h  c a s e s .  B e c a u s e  o f  t h i s  and due 

t o  t h e  f a c t  t h a t  t h e  mean i o n i s a t i o n  l e v e l s  a r e  c o n s i d e r a b l y  l o w e r  u s i n g  

t h e  t i m e  d e p e n d e n t  m o d e l ,  we s h o u l d  e x p e c t  h i g h e r  t e m p e r a t u r e s  t h r o u g h o u t  

t h e  e n t i r e  p l a s m a  v o lu m e .  F i g .  5 . 4 . 3  shows t h a t  t h i s  i s  t h e  c a s e  o n l y  

b ey o n d  a b o u t  160 pm a l o n g  t h e  t a r g e t  a x i s .  The r e a s o n  t h e  t e m p e r a t u r e s  

a r e  n o t  h i g h e r  i n  t h e  l o w e r  d e n s i t y  c o r o n a  i s  due  t o  v e r y  h i g h  l i n e  r a d i a t i o n  

r a t e s ,  a s  e x p l a i n e d  p r e v i o u s l y ,  i n  t h a t  r e g i o n .  I t  s h o u l d  be  n o t e d  t h a t  

t h e  a b s o r p t i o n  c o e f f i c i e n t  f o r  i n v e r s e  B r e m s s t r a h l u n g  v a r i e s  a p p r o x i m a t e l y  

a s  (39 )

.̂3
3 / 2T

w h e re  z i s  t h e  mean i o n i s a t i o n  l e v e l  o f  t h e  r a d i a t i n g  r e g i o n .  By  

e x a m i n a t i o n  o f  f i g .  5 . 4 . 3  we o b s e r v e  t h a t  t h e  a b s o r p t i o n  o f  e n e r g y  by 

t h i s  p r o c e s s  t h r o u g h o u t  t h e  p l a s m a  r e g i o n  i s  a c t u a l l y  l o w e r  u s i n g  a  t i m e  

d e p e n d e n t  mode l .  However ,  i t  s h o u l d  be  remem bere d  t h a t  t h e  e n e r g y  n o t
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I T o t a l  e n e r g y  
T > r a d i a t e d  per
• IV. 3 f

Tot a l  e n e r g y  
a b s o r b e d  per  
m3 (E)

2 0
m
\
Ë

-)
Ll)

f t i m e
^ d e p e n d e n t  
[ mode l  
f s t e a d y  
j s t a t e  
[ model

ICO 2 0 0  :
D i s t a n c e  a l o n g  t a r g e t  z a x i s  (pm)

3 0 0

F i g ,  5 . 4 . 4  A b s o r b e d  l a s e r  e n e r g y  a g a i n s t  e n e r g y  r a d i a t e d  u s i n g
t i m e  d e p e n d e n t  and s t e a d y  s t a t e  a t o m i c  p h y s i c s  m o d e l s
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by t i m e  d e p e n d e n t  ( c o m p u te r  mod el )  and s t e a d y  s t a t e  a t o m i c  

p h y s i c s  p r o c e s s e s
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a b s o r b e d  by i n v e r s e  B r e m s s t r a h l u n g  i s ,  i n  t h e  c a l c u l a t i o n s  p r e s e n t e d  h e r e ,

dumped a t  t h e  c r i t i c a l  d e n s i t y .  Thus  we s e e  t h a t  i t  i s  due  t o  t h e

d o m i n a n t  e n e r g y  a b s o r p t i o n  mechan i sm  b e i n g  dum ping  e n e r g y  a t  t h e  c r i t i c a l

d e n s i t y ,  w h i c h  a c c o u n t s  f o r  t h e  a b s o r b e d  l a s e r  e n e r g i e s  b e i n g  a p p r o x i m a t e l y

c o n s t a n t ,  a s  s t a t e d  e a r l i e r .

To c o n c l u d e ,  we com par e  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  t i m e  d e p e n d e n t  a t o m i c

p h y s i c s  model  a g a i n s t  v a r i o u s  w e l l  known s t e a d y  s t a t e  m o d e l s  f o r  a g i v e n
(40)

s e t  o f  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s .  The e x p e r i m e n t  i n  q u e s t i o n  m e a s u r e s

t h e  r a t i o  o f  s i x  t i m e s  i o n i s e d  t o  f i v e  t i m e s  i o n i s e d  c a r b o n  a t  a r o u n d  

t h e  c r i t i c a l  d e n s i t y  o f  a l a s e r  i r r a d i a t e d  c a r b o n  t a r g e t  f o r  v e r y  e a r l y  

t i m e s  i n  t h e  p l a s m a  h i s t o r y .  The a c t u a l  t i m e  a t  w h i c h  t h e  c a l c u l a t i o n s  

w e re  t a k e n  was e s t i m a t e d  a t  a r o u n d  10 p i c o s e c o n d s  and e x p e r i m e n t a l  d e t a i l s  

c a n  b e  f o u n d  i n  t h e  l i t e r a t u r e .  To s i m u l a t e  t h i s  e x p e r i m e n t  we s w i t c h e d

o f f  t h e  h y d r o d y n a m i c s  an d  h e a t  d i f f u s i o n  and r a i s e d  t h e  t e m p e r a t u r e

4 6l i n e a r l y ,  f r o m  10 K t o  v a r i o u s  v a l u e s  a r o u n d  10 K, i n  10 p i c o s e c o n d s .

The r e s u l t s  shown a r e  i n  good a g r e e m e n t  w i t h  e x p e r i m e n t  and a s  e x p e c t e d

d i f f e r  g r e a t l y  f r o m  s t e a d y  s t a t e  r e s u l t s .

5 . 5  C o n c l u s i o n s

I n  C h a p t e r  1 we d e v e l o p e d  t h e  a t o m i c  p h y s i c s  t h e o r y  f o r  h y d r o g e n  

and many e l e c t r o n  a t o m s .  As f a r  a s  t h e  many e l e c t r o n  s y s t e m s  w e r e  - 

c o n c e r n e d  we showed t h a t  i f  t h e  e x c i t e d  s t a t e s  w e re  n e g l e c t e d ,  t h e  

p r o b l e m  became c o n s i d e r a b l y  s i m p l e r .

N e x t  we d e s c r i b e d  b r i e f l y  v a r i o u s  c o n t e m p o r a r y  a t o m i c  p h y s i c s  model s  

r a n g i n g  f r o m  t h e  b e t t e r  known s t e a d y  s t a t e . L T E  and c o r o n a  m o d e l s  t o  t h e  

l e s s  w e l l  known t i m e - d e p e n d e n t  m o d e l s .  I t  was shown t h a t  t h e  r a n g e  

o f  a p p l i c a b i l i t y  f o r  m os t  o f  t h e  m ode l s  was o u t s i d e  t h e  p a r a m e t e r  r a n g e
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o f  i m p o r t a n c e  e n c o u n t e r e d  i n  t h e  l a s e r  p r o d u c e d  p l a s m a .  I t  was a l s o  

d e m o n s t r a t e d  t h a t  when t i m e  d e p e n d e n t  a t o m i c  p h y s i c s  e q u a t i o n s  w e re  

s o l v e d  by t h e  s t a n d a r d  e x p l i c i t  o r  i m p l i c i t  a l g o r i t h m s ,  s e v e r e  p r o b l e m s  

w e r e  e n c o u n t e r e d ,  s u c h  as  t h e  u s e  o f  v e r y  s m a l l  t i r a e s t e p s ,  o r  t h e  l o s s  

o f  a c c u r a c y  e n c o u n t e r e d  w i t h  l a r g e  t i m e s t e p s .  The m e thod  o f  f i t t i n g  

e x p o n e n t i a l s ,  a s  d e s c r i b e d  i n  t h i s  t h e s i s  overcomes b o t h  o f  t h e s e  

d i f f i c u l t i e s .

N e x t  we showed ,  i n  C h a p t e r  2 ,  t h a t  t h e  r a t e  e q u a t i o n s  g o v e r n i n g  t h e  

v a r i o u s  i o n i s a t i o n  and r e c o m b i n a t i o n  p r o c e s s e s  c o u l d  b e  w r i t t e n  as  t h e  

m a t r i x  e q u a t i o n

If  = èî <5.5.1)

i f  h y d r o d y n a m i c  m o t i o n  i s  i g n o r e d .  B e c a u s e  o f  t h e  n a t u r e  o f  t h e  

i o n i s a t i o n  r e c o m b i n a t i o n  p r o c e s s e s ,  t h e  m a t r i x  A i s  t r i d i a g o n a l  w i t h  

many u s e f u l  syimiietry p r o p e r t i e s .  I t  was t h e n  shown t h a t  t h r o u g h  t h e  

c o n s t r a i n t  ^ f ^  = 1 and u n d e r  t h e  a s s u m p t i o n  o f  t h e r e  b e i n g  o n l y  t h r e e  

i o n i s a t i o n  s t a g e s  p r e s e n t ,  e q u a t i o n  ( 5 . 5 . 1 )  can  be  r e w r i t t e n  as

f f  = | f  + S ■ ; ( 5 . 5 . 2 )

w h e re  t h e  m a t r i x  B i s  now l o w e r  t r i a n g u l a r .  To s o l v e  e q u a t i o n  ( 5 . 5 . 2 )  

we c h o o s e  a t i m e s t e p  s u c h  t h a t  t h e  e l e m e n t s  o f  B and ^  r e m a i n  a p p r o x i m a t e l y  

c o n s t a n t .  I t  was shown t h a t  t h i s  t i m e s t e p  was c o n t r o l l e d  by v a r i a t i o n s  

i n  <z> ,  t h e  mean i o n i s a t i o n  l e v e l .  E q u a t i o n  ( 5 . 5 . 2 )  t h e n  r e d u c e s  t o  a 

l i n e a r  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  whose  s o l u t i o n  c a n  b e  w r i t t e n  as

-1
^  = _B g + a^ e ( 5 . 5 . 3 )
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w h e re  At i s  t h e  t i m e s t e p  c h o s e n  above  and t h e  A . , X. an d  a .  a r e  t h ei  “■! 1

e i g e n v a l u e s ,  e i g e n v e c t o r s  and i n i t i a l  c o n s t a n t s  f o r  t h e  m a t r i x  B.

B e c a u s e  t h e  m a t r i x  B i s  l o w e r  t r i a n g u l a r ,  i t s  e i g e n v a l u e s  c a n  be  w r i t t e n  

down i m m e d i a t e l y  as  b e i n g  j u s t  t h e  d i a g o n a l  e l e m e n t s  an d  t h e  co m ponen t s  

o f  t h e  e i g e n v e c t o r s  a r e  j u s t  s i m p l e  c o m b i n a t i o n s  o f  t h e s e  e i g e n v a l u e s .

Time c o n s u m in g  i t e r a t i v e  p r o c e d u r e s  f o r  t h e  e v a l u a t i o n  o f  t h e  and X^ 

a r e . t h e r e b y  a v o i d e d .  We a l s o  d e v e l o p e d  a s i m p l e  c r i t e r i o n  f o r  e s t a b l i s h i n g  

w h e t h e r  n r  n o t  i t  was n e c e s s a r y  t o  u s e  a  t i m e - d e p e n d e n t  m o d e l .

H a v in g  s o l v e d  f o r  t h e  i o n i s a t i o n  f r a c t i o n s  i n  C h a p t e r  3 we p r o c e e d e d  

t o  e v a l u a t e  some o f  t h e  m a c r o s c o p i c  p l a s m a  v a r i a b l e s  e x p l i c i t l y  d e p e n d e n t  

on t h e  i o n i s a t i o n  f r a c t i o n s .  T h e s e  i n c l u d e d  t h e  mean i o n i s a t i o n  l e v e l ,  

t h e  mean s q u a r e  i o n i s a t i o n  l e v e l ,  t h e  p l a s m a  k i n e t i c  p r e s s u r e  and  t h e  

i n t e r n a l  e n e r g y  ( t h e r m a l  p l u s  i o n i s a t i o n ) .  To e v a l u a t e  t h e  r a d i a t i o n

l o s s  f r om  t h e  p l a s m a ,  we as sum ed  i t  t o  b e  o p t i c a l l y  t h i n  an d  d i v i d e d

t h e  r a d i a t i o n  l o s s  i n t o  t h r e e  b a s i c  t y p e s .  T h e s e  w e r e  B r e m s s t r a h l u n g ,  

r e c o m b i n a t i o n  and l i n e  r a d i a t i o n  and  t h e  f o r m u l a e  f o r  t h e s e  e x p r e s s i o n s  

w e r e  o b t a i n e d  f r o m  t h e  l i t e r a t u r e .  Due t o  . the a s s u m p t i o n s  made i n  t h e

d e v e l o p m e n t  o f  t h e s e  e x p r e s s i o n s ,  t h e y  p r o v i d e d  o n l y  o r d e r  o f  m a g n i t u d e  

e s t i m a t e s  f o r  t h e  r a d i a t i o n  l o s s .

I n  C h a p t e r  4 we l o o k e d  a t  some o f  t h e  c o m p u t a t i o n a l  a s p e c t s  o f  

t h e  a l g o r i t h m  d e v e l o p e d  i n  C h a p t e r  2 f o r  s o l v i n g  t h e  r a t e  e q u a t i o n s .

We showed t h a t  t h e  a l g o r i t h m  was e s s e n t i a l l y  f i r s t  o r d e r  a c c u r a t e  i n  

t i m e  a l t h o u g h  t h e  v e r y  c l o s e  a g r e e m e n t  o b t a i n e d  i n  C h a p t e r  2 w i t h  known 

a n a l y t i c  s o l u t i o n s  seems t o  s u g g e s t  t h a t  t h e  c o e f f i c i e n t  o f  t h e  must  

b e  q u i t e  s m a l l .  We a l s o  t r i e d  t o  show t h e  u n c o n d i t i o n a l  s t a b i l i t y  o f  

t h e  a l g o r i t h m ,  b u t  c o u l d  o n l y  do t h i s  f o r  t h e  s c a l a r  e q u i v a l e n t  o f  

e q u a t i o n  ( 5 . 5 . 1 ) .  The r e s u l t s  do ho w ever  t e n d  t o  i n d i c a t e  t h a t  t h e  

a l g o r i t h m  i s  u n c o n d i t i o n a l l y  s t a b l e .
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We a l s o  d e v e l o p e d  a metho d  f o r  t h e  I m p l i c i t  s t o r a g e  o f  t h e  i o n i s a t i o n  

s t a g e  v e c t o r ,  i . e .  t h e  i o n i s a t i o n  f r a c t i o n s  a r e  n o t  s t o r e d  e x p l i c i t l y .

T h i s  c e n t r e s  a r o u n d  s o l v i n g  an  e q u a t i o n  o f  t h e  fo rm

Vf = b ( 5 . 5 . 3 )

f o r  t h e  i o n i s a t i o n  f r a c t i o n s  The c lumsy  m a t r i x  i n v e r s i o n  p r o c e d u r e s

f o r  s o l v i n g  t h i s  e q u a t i o n  a r e  a v o i d e d  when one r e a l i s e s  t h a t  t h e  d e t e r m i n a n t  

o f  y i s  a Vandermonde d e t e r m i n a n t  w i t h  v e r y  s p e c i a l  p r o p e r t i e s .  B e c a u s e  

o f  t h i s ,  s i m p l e  e x p r e s s i o n s  c a n  b e  o b t a i n e d  f o r  t h e  f r a c t i o n s  d e p e n d i n g  on 

o n l y  t h e  mean i o n i s a t i o n  l e v e l  and mean s q u a r e  i o n i s a t i o n  l e v e l .

I n  C h a p t e r  5 we d e s c r i b e d  TRIP ( t h e  T i m e - d e p e n d e n t  R e c o m b i n a t i o n  

I o n i s a t i o n  P a c k a g e )  w h i c h  c o n s i s t e d  o f  t h e  r e s u l t s  d e v e l o p e d  i n  C h a p t e r s

2 , 3  and 4 .  To u s e  TRIP we d e s c r i b e d  how t h e  p a c k a g e  was im p le m e n t e d  i n t o  

t h e  C a s t o r  code  -  a two d i m e n s i o n a l  E u l e r i a n  l a s e r  t a r g e t  1VÏHD c o d e .  We 

d e s c r i b e d  i n  d e t a i l  how t h e  v a r i o u s  p r o c e s s e s  o f  a d v e c t i o n ,  d i f f u s i o n  and 

i o n i s a t i o n  m erg ed  w i t h  one a n o t h e r  t o  fo rm  a c o m p l e t e  and c o n s i s t e n t  m ode l .  

T h i s  b e i n g  d o n e ,  we co m pared  t h e  r e s u l t s  f r om  CASTOR u s i n g  a t i m e  d e p e n d e n t  

a t o m i c  p h y s i c s  model  (TRIP) and a  s t e a d y  s t a t e  a t o m i c  p h y s i c s  model  

( t h e  CORONA m o d e l ) .  S i g n i f i c a n t  d i f f e r e n c e s  em erg e d  n o t  o n l y  i n  t h e  

d e g r e e  o f  i o n i s a t i o n  o f  t h e  p l a s m a  b u t  a l s o  i n  t h e  t o t a l  r a d i a t i o n  l o s s .

The r a d i a t i o n  l o s s  was f o u n d  t o  be  s u b s t a n t i a l l y  h i g h e r  t h a n  t h a t  g i v e n  

u n d e r  s t e a d y  s t a t e  C o ro n a  e q u i l i b r i u m  an d  t h i s  i s  a t t r i b u t e d  t o  a g r e a t l y  

i n c r e a s e d  amount  o f  l i n e  r a d i a t i o n  -  a s  e x p l a i n e d  i n  d e t a i l  i n  s e c t i o n  5 , 3 .  

I t  i s  e x p e c t e d  t h a t  i f  a c c o u n t  i s  t a k e n  o f  t h e  r e a b s o r p t i o n  o f  t h e  

l i n e  r a d i a t i o n ,  t h e  e m i t t e d  e n e r g y  w ou ld  i n s t e a d  go i n t o  t h e r m a l  e n e r g y  

r e s u l t i n g  i n  v e r y  much h i g h e r  t e m p e r a t u r e s .
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We c o n c l u d e ,  t h e r e f o r e ,  by  m ak ing  t h e  o b s e r v a t i o n s  t h a t  f o r  s u b n a n o s e c o n d  

t i m e s c a l e s  i n  t h e  l a s e r  p r o d u c e d  p l a s m a ,  s i g n i f i c a n t  d i f f e r e n c e s  i n  t h e  

m a c r o s c o p i c  v a r i a b l e s  do a p p e a r  when,  i n s t e a d  o f  u s i n g  e q u i l i b r i u m  

i o n i s a t i o n  r e c o m b i n a t i o n  m o d e l s ,  one  t a k e s  i n t o  a c c o u n t  t h e  f i n i t e  r a t e s  

a t  w h ic h  t h e  a t o m i c  p h y s i c s  p r o c e s s e s  o c c u r .

5 . 6  F u t u r e  Work

1. One o f  t h e  f u n d a m e n t a l  a s s u m p t i o n s  i n  t h i s  t h e s i s  h a s  b e e n  i n  

l i m i t i n g  o u r  i n t e r e s t  t o  o n l y  t h r e e  i o n i s a t i o n  f r a c t i o n s  a t  any one 

i n s t a n t  o f  t i m e .  I t  was shown t h a t  a s  f a r  a s  i o n i s a t i o n  i s  c o n c e r n e d  

t h e  a s s u m p t i o n  i s  a  good o n e ,  b u t  when r a p i d  r e c o m b i n a t i o n  i s  t a k i n g  

p l a c e  one mus t  e x e r t  g r e a t  c a r e  i n  i n t e r p r e t i n g  t h e  r e s u l t s  a s  shown 

i n  s e c t i o n  2 . 6 ,

To ove rcom e  t h i s  d i f f i c u l t y  one c o u l d  e x t e n d  t h e  m od el  t o  h a n d l e  

more t h a n  t h r e e  i o n i s a t i o n  s t a g e s .  T h i s ,  h o w e v e r ,  may p r o v e  r a t h e r  

d i f f i c u l t  s i n c e  t h e  e s s e n c e  o f  t h e  metho d d e v e l o p e d  i n  C h a p t e r  2 r e l i e s  

h e a v i l y  on t h e  f a c t  t h a t  we h a v e  o n l y  t h r e e  f r a c t i o n s  p r e s e n t .  Thus 

t o  e x t e n d  t h e  model  i n  t h i s  way w o u ld  d e s t r o y  t h e  many symmetry  p r o p e r t i e s  

r e a l i s e d  e a r l i e r .  I t  w o u ld  a l s o  be  l e s s  e f f i c i e n t  t o  e v a l u a t e  t h e  

e i g e n v a l u e s  and e i g e n v e c t o r s  and t h u s  i n c r e a s e  t h e  t i m e s t e p  p e r  c a l c u l a t i o n .

S i n c e  t h e  d i f f i c u l t y  a r i s e s  o n l y  i n  t h e  f i n a l  s t a g e s  o f  t h e  

r e c o m b i n a t i o n  an  a l t e r n a t i v e  w o u ld  be  t o  u s e  a  s t e a d y  s t a t e  model  i n  

t h i s  r e g i m e ,  an d  assume e q u i l i b r i u m  c o n d i t i o n s  h a v e  b e e n  r e a c h e d .  S t e a d y  

s t a t e  c o n d i t i o n s  a r e  f o u n d  s i m p l y  by p u t t i n g  3 ^ / 9 t  = 0 i n  e q u a t i o n  ( 5 . 6 . 1 )

= Af = 0 ( 5 . 6 . 1 )
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add s o l v i n g  f o r  f .  T h i s  l e a d s  t o  t h e  s e t  o f  r e l a t i o n s
(21 )

R f  z z = S z--1 ^ z - 1
1

w h ic h  h av e  t h e  s o l u t i o n s

f z

^8 , 1 z - 1 K -21
8

0

. ^ 2 - 1 “1

z
= n

i = l

i - 1
R.

max ( 5 . 6 . 2 )

( 5 . 6 . 3 )

U s i n g  t h e  n o r m a l i s a t i o n  c o n d i t i o n  ^ f  -  1 we ca n  o b t a i n  an  e x p r e s s i o n

f o r  f  , i . e .  o
-T“ l

max z
 ̂ + I  n

z = l  i “ l

i - 1
R.

( 5 . 6 . 4 )

f rom w h i c h  v/e c a n  c o n s t r u c t  any o f  t h e  f ^  t h r o u g h  t h e  r e l a t i o n s  ( 5 . 6 . 2 ) .

2 .  I n  r e c e n t  y e a r s  much i n t e r e s t  h a s  b e e n  c o n c e n t r a t e d  on t h e  p r o d u c t i o n
( 4 1 , 4 2 )

o f  X - r a y  l a s e r s  and X - r a y  s o u r c e s .  One m echan i sm  f o r  t h i s  i s  as

f o l l o w s  : I n  h i g h l y  s t r i p p e d  medium z t a r g e t s  s u c h  as  A lum in iu m ,  t h e

r e c o m b i n i n g  e l e c t r o n s  c a n  e m i t  p h o t o n s  -whose e n e r g y  i s  o f  t h e  o r d e r  o f  

1 keV,  i . e .  t h e s e  p h o t o n s  c o n s t i t u t e  X - r a y s .  Un de r  c e r t a i n  c o n d i t i o n s ,  

t h e  r e c o m b i n i n g  e l e c t r o n s  c a n  c a u s e  a  p o p u l a t i o n  i n v e r s i o n  i n  t h e  p l a s m a  

w h ic h  ca n  t h e n  l e a d  t o  X - r a y  l a s i n g  a c t i o n . ^  &o s t u d y  t h i s  e f f e c t  t h e  

model  d e v e l o p e d  i n  C h a p t e r  2 ca n  b e  e x t e n d e d  t o  s o l v e  f o r  t h e  e x c i t e d  

s t a t e  p o p u l a t i o n  d e n s i t i e s  o f  one  o r  two h i g h l y  s t r i p p e d  i o n s .  I n  t h i s  

c a s e  we h a v e  an  e q u a t i o n  o f  t h e  form

3^
8 t ( 5 . 6 . 5 )= Xg

wh e re  t h e  v e c t o r  c o n t a i n s  t h e  p o p u l a t i o n  d e n s i t i e s  o f  t h e  e x c i t e d  

s t a t e s  and t h e  m a t r i x  X c o n t a i n s  r a t e  c o e f f i c i e n t s  f o r  v a r i o u s  e x c i t a t i o n  

and  d e - e x c i t a t i o n  p r o c e s s e s  b e t w e e n  t h e  e x c i t e d  s t a t e s .  H e r e  t h e  

m a t r i x  X i s  g e n e r a l  w i t h  no symmetry  p r o p e r t i e s  and h e n c e  t h e r e  a r e  no
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s i m p l e  ways  o f  c o n s t r u c t i n g  t h e  e i g e n v a l u e s  and e i g e n v e c t o r s .  However,  

i f  we r e s t r i c t  o u r  r e g i o n  o f  i n t e r e s t  t o  a r o u n d  t h e  f o c a l  s p o t  and s o l v e  

e q u a t i o n  ( 5 . 6 . 5 )  u s i n g  s t a n d a r d  t e c h n i q u e s  i n  t h i s  r e g i o n  o n l y ,  t h e  

i n c r e a s e  i n  c o m p u t e r  t i m e  w i l l  be  m i n im a l .

3 .  As e x p l a i n e d  e a r l i e r ,  t h e  t o t a l  r a d i a t i o n  l o s s e s  a r e  e v a l u a t e d  by

summing t h e  l o c a l  r a d i a t i o n  l o s s e s  o v e r  t h e  p l a s m a  v o lum e .  T h i s  was done

as s u m i n g  t h e  p l a s m a  t o  be  o p t i c a l l y  t h i n  t o  a l l  r a d i a t i o n .  However a t

h i g h  d e n s i t i e s  s e l f - a b s o r p t i o n  o f  t h e  l i n e  r a d i a t i o n  m us t  be  t a k e n  i n t o

a c c o u n t  i n  c a l c u l a t i n g  t h e  r a d i a t i o n  l o s s ,  s i n c e  t h i s  c a n  be  much s m a l l e r

(44)t h a n  i n  t h e  o p t i c a l l y  t h i n  a p p r o x i m a t i o n .

When t h e r e  i s  s e l f - a b s o r p t i o n  p r e s e n t ,  t h e  r a t e  c o e f f i c i e n t s  f o r  

t h e  i o n i s a t i o n  s t a g e s  m ust  b e  m o d i f i e d  t o  t a k e  i n t o  a c c o u n t  t h e  p r o c e s s e s  

o f  p h o t o e x c i t a t i o n  and s t i m u l a t e d  e m i s s i o n  b e t w e e n  t h e  e x c i t e d  s t a t e s .

The r a t e  c o e f f i c i e n t  f o r  p h o t o e x c i t a t i o n  i s

qp i|> p. dv ( 5 . 6 . 6 )
0 V V

where

]. -1
Tj; = "  (Av ) exp

<v-v -I 2

A Vo
( 5 . 6 . 7 )

i s  t h e  D o p p l e r  s p e c t r a l  f u n c t i o n ,  B^^ i s  t h e  E i n s t e i n  a b s o r p t i o n

“ 1c o e f f i c i e n t ,  Av^ i s  t h e  e w i d t h  o f  t h e  D o p p l e r  b r o a d e n e d  a b s o r p t i o n  

p r o f i l e  f o r  t h e  l i n e  c e n t r e d  a t  t h e  f r e q u e n c y  , an d  i s  t h e  r a d i a t i o n  

s p e c t r a l  e n e r g y  d e n s i t y .  We can  e v a l u a t e  t h e  r a t e  c o e f f i c i e n t s  f o r  t h e  

t r a n s p o r t a t i o n  o f  i n d i v i d u a l  l i n e s  by r e p l a c i n g  ( 5 . 6 . 6 )  by

Tj; P -  (Av ) “ ^ ( 5 . 6 . 8 )
^ o  ^o
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W i th  t h e  above  p r o c e s s e s  i n c l u d e d ,  t h e  r a t e  a t  w h i c h  t h e  e x c i t e d  

s t a t e  p o p u l a t i o n  d e n s i t y  n ( p )  c h a n g e s  due t o  r a d i a t i v e  p r o c e s s e s  i s  

g i v e n  by

P.

d t

V
A + Bqp qp / ttÂ D

n ( p )  -h

D

a ( q )

+ ( c o l l i s i o n  t e r m s )

( 5 . 6 . 9 )

w here  A i s  t h e  s t i m u l a t e d  e m i s s i o n  c o e f f i c i e n t .qp
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APPENDIX 2

G e n e r a l  e x p r e s s i o n  f o r  i n  t h e  l i m i t  o f  no r e c o m b i n a t i o n :  

C o n s i d e r  e x p r e s s i o n  ( 2 . 4 . 1 )  a t  t i m e  z e r o ,  i . e .

z - 1
,(0 ) _ ( A . 2 . 1 )

w h e re  i s  t h e  i o n i s a t i o n  s t a g e  v e c t o r  ^  a t  t i m e  z e r o .  U s i n g  t h e

e i g e n v e c t o r s  o f  a p p e n d i x  1 we c a n  e x p a n d  ( A . 2 . 1 )  as

r  n r
H-a  ̂ 0 +&3 , 0 'f ( 0 ) a

0
1 0

. ( 0 )
1

Xo 1

f ( 0 ) X o /l Vi

/

1

1

' ! '

Now e v a l u a t i n g  e a c h  row s e p a r a t e l y  we h a v e

< r  ■ - o

.CO) _ .0

f (0 )
2

, (0)

+ a.

U i Xl + a2

<^2)2

( A .2 . 2 )

Cl o \ )  \ l  ) 2̂  . ____ _
( ()^“)̂ ) ()\3~ )̂ ) c )̂ -/\̂ ) 3

( A . 2 . 3 )

e t c . ,  and t h e  r e m a i n i n g  t e r m s  c a n  be  o b t a i n e d  f r o m  a p p e n d i x  1.  By 

r e a r r a n g i n g  t h e  e x p r e s s i o n s  ( A . 2 . 3 )  we can w r i t e
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^ o k i

cioXoXi ^ i X i
( A . 2 . 4 )

a. XqXlXs ^ iK K ï ^ 2 ^

3 ( \  )lL  ̂ C X)) 0'2 Xl^  ̂V3

an d  t h e  r e m a i n i n g  t e r m s  c a n  be  d e r i v e d  f r o m  t h e  p r e v i o u s  e x p r e s s i o n s .  

I t  i s  now a p p a r e n t  t h a t  t h e  e x p r e s s i o n s  ( A . 2 . 4 )  c a n  b e  w r i t t e n  more 

c o n c i s e l y  i n  t h e  g e n e r a l  fo r m

(0)  ^  \ \ c \ + l   X i _ i
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A p p e n d ix  4

G e n e r a l  e x p r e s s i o n  f o r  i n  t h e  l i m i t  o f  no i o n i s a t i o n

C o n s i d e r  e x p r e s s i o n  ( 2 . 6 . 1 )  a t  t i m e  z e r o ,  i . e .

, ( 0 > _

i = l
( A . 4 . 1 )

a g a i n  w h e re  i s  t h e  i o n i s a t i o n  s t a g e  v e c t o r  ^  a t  t i m e  z e r o .  U s i n g

t h e  e i g e n v e c t o r s  o f  A p p e n d ix  3 v/e c a n  e x p a n d  (A. 4 . 1 )  a s

f ( 0 )
t

1 +*3
'  >2 ) ^  1

^1

,

_

0 1 \ s

^X2~X3^

0 0 1

0 0 0

! +a ' h ' h h

h \<
( ^3“

( A . 4 .2)

Now e v a l u a t e  e a c h  row s e p a r a t e l y  s t a r t i n g  a t  f^^^  an d  l o o k i n g  a t  

A p p e n d ix  3.

. ( 0 ) = a6

, (0)

(0 )

( 0 )

+ a \ s ) 6

4 < V V

® ^X4"^6 )u  ^6^

X4 X5

( A . 4 . 3 )

X 4 }ô }6
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e t c .  and t h e  r e m a i n i n g  t e r m s  ca n  b e  s i m p l y  d e r i v e d .  By r e a r r a n g i n g  

t h e  e x p r e s s i o n s  ( A . 4 . 3 )  we c a n  w r i t e

a .  = -  a ^
5 6 • (Xg-}g )

k _  _ „ h \ e

( A . 4 . 4 )

a .  = f ( 0 )  -  a

,  ^  f ( 0 )  _ „  4 _  _ V a I s  _ \ 4 \ 5V __________
3 3 4 (Xg-zNp 5 ( X g - X s X X i -X g )  6

and t h e  r e m a i n i n g  t e r m s  ca n  b e  d e r i v e d  f r o m  t h e  p r e v i o u s  e x p r e s s i o n s .

We c a n  now e x p r e s s  t h e  r e l a t i o n s  ( A . 4 . 4 )  more c o n c i s e l y  i n  t h e  g e n e r a l  fo rm

. ( A . 4 . 5 )
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APPENDIX 5

E v a l u a t i o n  o f  t h e  t e r m s  u s e d  i n  s e c t i o n  2 . 7

C o n s i d e r  t h e  m a t r i x  A -  n -S z - 1 ( A . 5 . 1 )

by i n s p e c t i o n ,  one  ca n  s e e  i m m e d i a t e l y  t h a t  t h e  e i g e n v a l u e s  and 

e i g e n v e c t o r s  o f  t h i s  m a t r i x  a r e  g i v e n  by

? i  =

n 8 , e z - 1 X2 =

“ 1 ^ 2 "

® z - l ” ^ z + l

Xl" ) s  _

w h e r e  \ '  -  \ / n ^

I t  c a n  a l s o  b e  shown q u i t e  s i m p l y  t h a t  

.-1 1
•1/S z~  1

X1X2
S +R +R , z z z+1

( A . 5 . 2 )

( A . 5 . 3 )

S i n c e -1
z - 1

-1
% S +R +R  ̂z z z+1

-S z - 1

S -R - ( 8  +R +R J  z - 1  z+1 z z z+1

=A A =

-1as  e x p e c t e d .  And s o  A g i s  g i v e n  by

( A . 5 . 4 )



1 23 .

- 1

z - 1

- 1
S h-R h-R z z z+1

R f  ' z z

Rz+1

R f  z z

Xi

R f

We now e v a l u a t e  t h e  i n i t i a l  v a l u e  c o n s t a n t s  a ^ ,  an d  t h e s e  a r e  e v a l u a t e d  

u s i n g  t h e  e q u a t i o n  ( 2 . 7 . 9 ) ,  i . e .

^(0) = + Z  a. X.
1=1

( A . 5 . 6 )

w h ic h  w r i t t e n  more e x p l i c i t l y  i s  g i v e n  by

[ . ( 0 ) 1
z - 1 = %1 1

' +%2' 0 i

, ( 0 )
z

® z ~ l " ^ z + l 1
_ \ " ! ^ 2  _ L>

R f ( 0 )
z z

X i

h e n c e  = a.z - 1 R f ( 0 )  z z ( A . 5 . 7 )

a :

, ( 0 ) ^ z - l ' ^ z + l  1
+ *2 -  XI (%z+l

o r  a .  = f ( 0 )
z - 1

R f  \
( S s - i - B s + i )

( A . 5 . 8 )

Rz z

Xi

= f ( 0 )  -  a.
x/x^
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APPENDIX 6

An a l t e r n a t i v e  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  t e r m s  ( 2 . 7 . 1 0 )

C o n s i d e r  t h e  e q u a t i o n s  ( 2 . 7 . 1 )

I f ,  ,

3 f ,
T T  = + R % + lfz + l  (A 6 . 1 )

-  +S f  -  R f'B t  z z z+1 z+1

i n  s e c t i o n  2 . 7  we s u b s t i t u t e d  f o r  t h e  t e r m  R  ̂f  . i n  t h e  e q u a t i o n  f o rz+1 z+1

f  j î s i n g  t h e  c o n s t a n t  f  = 1 .  I n  t h i s  s e c t i o n  we w i l l  a l t e r n a t i v e l y  z z

s u b s t i t u t e  f o r  S _ f  _ i n  t h e  same e q u a t i o n  z - 1  z - 1

i . e .  S . .f  = 8 , (1 -  f  -  f  ( A . 6 . 2 )z - 1  z - 1  z - 1  z z+1

and so  t h e  e q u a t i o n s  (A . 6 . 1 )  may b e  w r i t t e n  as

I f  .

D t  z z z+1 z+1

Now u s i n g  t h e  c o n s t r a i n t  ( 2 . 7 . 2 )  we n e e d  s o l v e  o n l y  two o f  t h e  e q u a t i o n s

( A . 6 . 3 ) .  I n  t h i s  c a s e  we c h o o s e  t o  s o l v e  f o r  f  an d  f   ̂ and we r e w r i t ez z+1

t h e  e q u a t i o n s  i n  t h e  f o l l o w i n g  form

^  f  .
g ;  = A! + f

and  (A .6 . 4 )

f  _ = 1 -  f  -  f  .z - 1  z z+1
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whe re

r  1
f z A = n = e

g = n — e
— —

^z+1 0 - -*3+ 1 S f  
z z

( A . 6 . 5 )

We now assume t h a t  t h e  t e r m  S f  i n  t h e  v e c t o r  g i s  c o n s t a n t  o rz z

u n i m p o r t a n t ,  o v e r  t h e  t i m e s t e p  we a r e  c o n s i d e r i n g ,  s u c h  t h a t  g i s  now 

c o n s t a n t .  As i n  s e c t i o n  2 . 7  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  m a t r i x  e q u a t i o n  i n  

( A . 6 . 4 )  i s  g i v e n  by

-1 ^
f. -A e + 2 ^  X_. e

1=2
( A . 6 . 6 )

w h e re  t h e  a^ a r e  c o n s t a n t s  d e p e n d i n g  on t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s ,  i . e .

f  (6)  = - a" [  + 2  » X
1=2

( A . 6 . 7 )

The t e r m s  i n  ( A . 6 . 6 )  c a n  b e  w r i t t e n  a s

\ 'U (S ,+S +R ) 
e  z - 1  z z A -n R 

e  z+1

-R .
1 52 . =

z - 1  z+1
\ ' - V
'h   ̂2

0 1

-1A g =

s  f ( 0 )
Z Z

( A .6 . 8 )

T h ese  r e s u l t s  w i l l  now b e  c h e c k e d  f o r  t h r e e  v e r y  s i m p l e  c a s e s
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Check 1 N e g l e c t  t h e  r e c o m b i n a t i o n  c o e f f i c i e n t s

T h i s  c a n  o n l y  be  do ne  f o r  v e r y  e a r l y  t i m e s  ( s u c h  t h a t  f^^ ^  = 0)

s i n c e  we d i v i d e  by ( z e r o  i n  t h i s  c a s e )  i n  some o f  t h e  t e r m s .  The

e x p r e s s i o n s  o f  (A . 6 . 8 )  i n  t h i s  c a s e  r e d u c e  t o

1 Ï2 = Xi

0 1

z ~ l

XI

. -1
A g = fsri

Xi

L  0 _

a^ = 0  s i n c e  £
(0)

( A . 6 . 9 )

and so

f z
1 " 8 "! z

Xi

f  ,
_  z+1

0
_ 6 _

f o r s m a l l t i m e s  exp ( S t ) rx, 1 + S t  h e n c e

8
f z

o r f
z = n S t  e z - 1

( A . 6 . 1 0 )

w h ich  i s  a s  e x p e c t e d ,  and i n  a g r e e m e n t  w i t h  t h e  r e s u l t s  o f  s e c t i o n  2 . 5



127 .

Check 2 N e g l e c t  t h e  i o n i s a t i o n  c o e f f i c i e n t s

-1

T h i s  i s  a t r i v i a l  ch e c k  s i n c e  a = a = 0 i n  t h i s  c a s e  and
f  2

z r e m a i n s  u n c h a n g e d  a g a i n  a s

z+1

A g = 0̂  an d  so  t h e  v e c t o r  jC

e x p e c t e d .

Check 3 The f u l l  s o l u t i o n  f o r  e a r l y  t i m e s

The t e r m s  ( A . 6 . 8 )  i n  t h i s  c a s e  r e d u c e  t o

\  = - n  (S -kS +R )
1 e z - 1  z z

1 5% = Xi 'Xg

.
1

Z - 1

X;

-1A g = z - 1

XI 

0
and t h e  s o l u t i o n  i s  g i v e n  by 

z+1

a„  = 0 s i n c e  f (0)

X;

w h ic h  f o r  s m a l l  t i m e s  s u c h  t h a t  exp ( S t )  1+St g i v e s

f  = n S _ t  z e z - 1

( A . 6 . 1 1 )

( A .G .1 2 )

= 0 (A .6 .1 3 )

a s  e x p e c t e d ,
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APPENDIX 7

P a r t i a l  f r a c t i o n s  f o r  t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  i n  s e c t i o n  2 . 9

"1
F i r s t ,  t h e  m a t r i x  (p I~L)  must  b e  e v a l u a t e d

( p I - L )  c a n  be  w r i t t e n  a s

( p I - L )  = p+S z - 1

*S , p+S +R 
z - 1  z z

-S p+R
z+1

and s i n c e  D E T (p I -^ )  = TV we h av e

D E Ï ( p I —L) = (p+S ) (p+S +R ) (p+R )
— =  Z “ i  z z z+1

( A . 7 . 1 )

( A , 7 . 2 )

and  by d e f i n i t i o n

D ET( pI -L)  =^Co ( A . 7 . 3 )

wh e re  ( p I - L ) ^ ^  i s  t h e  t r a n s p o s e d  m a t r i x  whose e l e m e n t s  a r e  t h e c c E a c to r s  o f

( P l - L )

h e n c e  ( p I - E )  i s  g i v e n  by

( p I - L ) p+S z - 1

z - 1
(p+S ) (p+S +R ) x - 1  z z

S 8 
z - 1  z

(p+S ) (p+S +R ) (p+R ) (p+S +R ) (p+R ) p+R z - 1  Z Z + z + 1  Z 2 Z + 1 Z +  1

( A . 7 . 4 )
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We a r e  now r e q u i r e d  t o  f i n d  t h e  i n v e r s e  L a p l a c e  t r a n s f o r m  o f  e a c h  

o f  t h e  e l e m e n t s  i n  t h e  above  m a t r i x .  The i n v e r s e  t r a n s f o r m s  o f  t h e  

d i a g o n a l  e l e m e n t s  a r e  s i m p l y

e  , e , e

To f i n d  t h e  i n v e r s e  t r a n s f o r m s  o f  t h e  r e m a i n i n g  e l e m e n t s  we must  

f i r s t  o f  a l l  f i n d  t h e i r  p a r t i a l  f r a c t i o n s .  We do t h e  c a l c u l a t i o n  f o r  one  

e l e m e n t  o n l y  an d  q u o t e  t h e  r e s u l t s  f o r  t h e  r e m a i n i n g  e l e m e n t s .  C o n s i d e r

g

"  H(T) "  ( A . 7 . 5 )

t h e  d e n o m i n a t o r  h a s  two d i s t i n c t  l i n e a r  f a c t o r s  (p+S . )  an d  (p+S +R )
z —i  z z

c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  r o o t s

P i  “  - 63- 1 - P2 “

and f rom t h e  t h e o r y  o f  p a r t i a l  f r a c t i o n s

^1  ^2
y ( p )  _ —  -  + p [ g  .].R ( A . 7 . 6 )

z -1  z z

Where = (S^+R^-S^.J
Z - 1

G ( - ( S  +R ) )  

and Ag = F ' ( - ( S ^ + R ^ )  ) "  ^ ^ z - l “ ^ z " ^ z ^

h e n c e (p+S ) (p+S +R ) p+S p+S +Rz -1  . z z z -1  z z

and s i m i l a r l y

8 8 (S +R -R 8 (S +R -R
Z =  -  Z z Z  z + 1 Z z Z z + 1 , . _

+ — — r  r--------------- ( A . 7 . 8)
(P +s ^+ Rg)(P+R3+1) (P+s^+R^)  (P+Rg+i)
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(p+S ) (p+S +R ) (p+R ) Z"1 z (p+S )
Z “ ±  z z z +  1  z - 1

^ V V A ^ i L T v V V i ' " '  ' V i A ^ i T l V i Z V V " '
(P+S%+K%) '  (P+%z+l)

(A. 7.  9)
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APPENDIX 8

N u m e r i c a l  d e t a i l s  f o r  t h e  e x a c t  s o l u t i o n s  o f  f i g s .  2 . 4 . 2  an d  2 . 6 . 2

I n  t h i s  s e c t i o n  we g i v e  t h e  n u m e r i c a l  d e t a i l s  f o r  t h e  e v a l u a t i o n  

o f  t h e  i o n i s a t i o n  f r a c t i o n s  i n  an i o n i s i n g  and r e c o m b i n i n g  p l a s m a ,  u n d e r  t h e  

a s s u m p t i o n s  o f  c o n s t a n t  d e n s i t y  and t e m p e r a t u r e .  The r e s u l t s  a r e  shown 

i n  f i g s .  2 . 4 . 2  an d  2 . 6 . 2 .

I n  f i g .  2 . 4 . 2  we as sume t h e  t e m p e r a t u r e  t o  r i s e  i n s t a n t a n e o u s l y  

t o  5 X lO^K an d  we h o l d  t h e  e l e c t r o n  d e n s i t y  c o n s t a n t  a t  10^^  cm ^ .

U s i n g  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n  f^^ ^  = (0 ,  1,  0,  0 ,  0 ,  0) we f o l l o w  t h e  

b u r n  t h r o u g h  o f  t h e  i o n i s a t i o n  s t a g e  t h e  s t e a d y  s t a t e  v a l u e  f ^  — 1 . 0 .

The a c t u a l  n u m e r i c a l  d e t a i l s  a r e  shown i n  T a b l e  A . 8 . 1 .

I n  f i g .  2 . 6 . 2  we a l l o w  t h e  p l a s m a  t o  u n d e r g o  r a p i d  r e c o m b i n a t i o n  

f rom t h e  s t a r t i n g  c o n d i t i o n  f^ ^ ^  = (0 ,  0 ,  0 ,  0 ,  0 ,  1 ) .  The t e m p e r a t u r e  

an d  d e n s i t y  a r e  h e l d  f i x e d  a t  lO^K and 10^^ cm ^ r e s p e c t i v e l y  and t h e  

n u m e r i c a l  d e t a i l s  a r e  shown i n  T a b l e  A . 8 . 2 .
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APPENDIX 9

S im p l e  c h e c k s  f o r  t h e  e q u a t i o n s  d e v e l o p e d  i n  s e c t i o n  2 . 8

By a n a l o g y  w i t h  t h e  c h e c k s  made i n  s e c t i o n  2 . 7  t h e  e q u a t i o n s  

d e v e l o p e d  can  be  c h e c k e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  t h r e e  r e g i m e s ,

a .  I o n i s a t i o n  d o m i n a t e s  r e c o m b i n a t i o n

I n  t h i s  c a s e  we c a n  p u t  a l l  t h e  r e c o m b i n a t i o n  t e r m s  i n  t h e  m a t r i x  

A o f  ( 2 . 8 . 2 )  t o  z e r o .  From t h e  a n a l y s i s  c a r r i e d  o u t  i n  s e c t i o n  2 . 8 ,  

t h e  e i g e n v a l u e s  e t c .  c a n  b e  w r i t t e n  down as

V, = *-n S1 e  z - 1 Vo - e a

X. 1 X„ = 0- 2

8 ,z - 1
S -S  , 1
„ z z - 1 —

A ^g = 0

(Since = fO = 0
^ ^ and f ^  = 1) ( A . 9 . 1 )

and  f rom  t h e s e  q u a n t i t i e s  we c a n  c o n s t r u c t  t h e  s o l u t i o n  v e c t o r  as

1
- n  S t  S 'e z - 1  z -1

® ' S -Sz z - 1
0

*2 S +S ,
_  Z Z-1 ' i

- n  S t  
e z

( A . 9 . 2 )

w h ich  a g r e e s  w i t h  ( 2 . 7 . 1 2 ) .
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b .  R e c o m b i n a t i o n  d o m i n a t e s  I o n i s a t i o n

Here  we p u t  a l l  t h e  i o n i s a t i o n  t e r r a s  i n  t h e  m a t r i x  A o f  ( 2 . 8 . 2 )  t o  

z e r o .  A g a in  we c a n  w r i t e  down t h e  e i g e n v a l u e s  w h i c h  a r e  o b t a i n e d  f rom 

e x p r e s s i o n  ( 2 . 8 . 7 )  q u i t e  s i m p l y  a s

\ •n R e  z

and f rom  t h e s e  we ca n  c o n s t r u c t  t h e  e i g e n v e c t o r s  e t c .  a s

1
? 2  =

z
Rz+1

- 1 1

A - l g -1

0

z+1
R *-R z z+1

+R
z+1

R "R . z z+1

f s i n c e  f ^  = = 0

fG = 1 ( A . 9 . 3 )

and a g a i n  we ca n  c o n s t r u c t  t h e  s o l u t i o n  v e c t o r  as

\ + i
1

- n  R t  
e  ^ ^

^ ^z+ 1

B z - * z + l

-R z

^ z+ 1

- 1 1
_ _

- n  R t
e z+1

( A . 9 . 4 )

F o r  s m a l l  ^ t  we c a n  ex p a n d  t h e  e x p o n e n t i a l  t e r m s  i n  ( A . 9 . 4 )  and r e t a i n  

o n l y  t h e  t e r m s  up t o  f i r s t  o r d e r  i n  y \ t . The t e r m s  i n d e p e n d e n t  o f  A t  

c a n c e l  s i n c e

Rz+1 R
z+1

R -R ,z z+1 z+1

and z + 1 Z + 1
R -R  ̂

z z+1
=  0 (A .9 . 5 )
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t h u s  

■£

R  ̂ R
« - n  R i t  +

■R

1 R “ R R -R . R . " e ^ z + 1 ^ ^  ^z z+1 z z+1 z+1

n R ^  At ( A . 9 . 6 . )  e z+1

and

z z+1 z z+1

w h i c h  i s  t h e  e x p e c t e d  r e s u l t .

c .  The c a s e  w h e re  S , = Rz - 1  z+1

T h i s  i s  a s p e c i a l  c a s e  w h ic h  r e d u c e d  t h e  m a t r i x  A o f  ( 2 . 8 . 2 )  t o  

u p p e r  t r i a n g u l a r  fo rm  an d  so  t h e  e i g e n v a l u e s  a r e  j u s t  t h e  d i a g o n a l  e l e m e n t s  

o f  A, h e n c e

5 l

A ' l g
V2

Z - 1

Z  + 1

-2 1 S +Rz z

S

2 - ( S  +R +R Jz z z+1 '(A. 9 .  7)

Thus  we ca n  now c o n s t r u c t  t h e  s o l u t i o n  v e c t o r  a s  f o l l o w s

s  '
___ z

1
- n  S t  e z - 1 — R •—1 z

S +R z z

4)
S +R z z S +R +R z z z+1

L 2 j 0 1

- n  (S +R +R ) t  
e  z z z+1

+
(Ga+Rs+R=+i)

R

L  z - 1 ( A .9 . 8 )
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Now e x p a n d i n g  e^'^^ 1 + we s e e  t h a t  t h e  t e r m s  i n d e p e n d e n t

of At cancel (remembering that S t = R -) and for the JSt terms we havez - 1  z+1

^1 S +R ' " " e ^ z - l ^ t  (S +R + R ~ 7 )  (S +R ) ' " " e ^ ^ z ^ ^ z ^ ^ z + l ^ ^ ^  ^z z z z z+1 z z

o r

and similarly

^2 "  ^ ^ e ^ z - l ^ t  (A. 9 . 9 )

which are the expected results.
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