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Effect of f lex ib le  beds on flow s ta b ility  in  open channels* By A.M.Hatata

"SummwY"

A b r i e f  r e v i e w  i s  g i v e n  o f  t h e  a v a i l a b l e  

t h e o r e t i c a l  an d  e x p e r i m e n t a l  w ork  o f  .Monv/eilex' an d  

K ra iae r  r e l a t i n g  t o  the^ e f f e c t  o f  s u r f a c e  f l e x i b i l i t y  

on  t h e  m a i n t e n a n c e  o f  l a a i l n a r  f l o w  i n  w a t e r  #

T h i s  t h e s i s  d e s c r i b e s  t h e  r e s u l t s  o f  t e s t s  

0X1 a  s a m p l e  o f  a  t h i n  s h e e t  o f  s o f t  r u b b e r  u s e d  a  

bed  f o r  an  o p e n  c h a n n e l . The i n f l u e n c e  o f  t h i s  

f l e x i b l e  bed  on  t h e  s t a b i l i t y  o f  f l o w  t o  o p e n  c h a n n e l s  

i s  d i s c u s s e d  w i t h  s p e c i a l  r e f e r e n c e  t o  t h e  e f f e c t  o f  

d e l a y  t o g  t r a n s i t i o n  f r o m  le iu to a x '  t o  t u r b u l e n t  f l o w *

To t h i s  e n d j  two c r i t e r i a  a x i a lo g o u s  t o  t h o s e  o f  

Wonwei3.er -  t h e  o n e  f o r  t h e  e l t o t o a t i o n  o f  t h e  

f o l l m i e n - a c h l  I c h t  t o g  w a v e s  ? an d  t h e  o t h e r  f o r  t h e  

e l t o t o a t i o n  o f  t h e  f l e x u r a l  w a v e s  -  a r e  a p p l i e d  t o  

t n e  c o n s i d e r a t i o n  o f  t h e  e f f e c t s  o f  p o s s i b l e  c h a n g e s  

to. t h e  bed  m a t e r i a l  ( t o  n e l t o e x  f o r  example^j ♦

T r a n s i t i o n  was t o f e r r e d  f r o m  m e a s u r e m e n t s  o f  

t h e  f r i c t i o n  c o e f f i c i e n t  a n d  R e y n o l d s  nu jaber«  The 

e x p e r i m e n t a l  xxx-’o o e d u r e  f o r  m e a s u r t o g  t h e  f r i c t i o n  

c o e f f i c i e n t  arid K e y n o l d s  n u m b e r  i s  d i s c u B s e d ,  and a l s o  

t h e  e x p e r i m e n t a l  l i m i t a t i o n s  w h i c h  a . f f e c t e d  t h e  

m e a s u r e m e n t s  U x y d r a u l i c  ju m p ,  an d  u n e v e n e s s  o f  t h e



r u b b e r  b e d  f o r  exawnple)#

Owing l o  t h e  l i m i t a t i o n s  o f  a c c u z ' a c y ,  a  

s t a t i s t i c a l  a n a l y s i s  f o r  t h e  r e s u l t s  h a d  t o  b e  a p p l i e d

i n  o rdex '  t o  f i n d  t h e  m o s t  p r o b a b l e  v a l u e s  o f  R e y n o l d s

n u m b e r  f o r  t r a n s i t i o n *  I t  was f o u n d  t h a t  i f  t h e

p r o b a b i l i t y  l e v e l  i s  c m s M e r e d ,  t h e  f l o w  i s  l i k e l y  t o

be l a m i n a r  a t  a  v a l u e  o f  R e y n o l d s  numbex* o f  a b o u t  62Ü, 

t r a n s i t i o n a l  a t  a  v a l u e  o f  R e y n o l d s  n u m b e r  b e t w e e n  

1 6 0 0  an d  1 8 0 0 ,  an d  t u r b u l e n t  a t  a  v a l u e  o f  R e y n o l d s  

n u m b e r  e q u a l  t o  2 5 7 0 *

I t  s e em e d  d o u b t f u l  w h e t h e r  t h e  f l e x i b l e  b e d  

u s e d ,  m a i n t a i n e d  t h e  l a m i n a r  f l o w ,  when c o m p a re d  w i t h  

r i g i d  b e d s  h a v i n g  t h e  same s h a p e  * The m a t e r i a l  u s e d  f o r  

t h e  b e d  may be t h o u g h t ,  p e r h a p s ,  t o  bo s o  t h i n  t h a t  

f l e x u r a l  w a v e s  e x i s t ;  t h i s  soem eu t o  be  t o d i c a t e d  by 

g r o s s  i n a t a b i l i t i e s  o b s e r v e d  i n  t h e  f l o w  when t h e  b e d  

was t e n s  io n o d  e n o u g h  t o  e n s u r e  t h a t  t h e  w h o l e  w i d t h  o f  

t h e  c h a n n e l  w as  w e t t e d #

O t h e r  f l e x i b l e  i a a , t e r i a l s  a r e  s u g g e s t e d  w h ic h  

a r e  t h o u g h t  p r o b a b l y  t o  h a v e  b e t t e r  s t a b i l i m t o g  e f f e c t  

on  t h e  f l o w *
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t o  INTRODUCTION

A s e r i e s  o f  p a p e r s  b y  K ra m e r  ( 8-g 3) 

a p p e a r e d  i n  w h i c h  h e  d e s c r i b e s -  e x p e r i m e n t s  c o n d u c t e d  

m a i n l y  o n  a  t o r % ) e d o - s h a p e d  b o d y  t o w e d  u n d e r  w a t e r .  I t  

i s  c l a i m e d  t h a t  a p p r e c i a b l e  d r a g  r e d u c t i o n s  w o re  f o u n d  

i n  c e r t a i n  c o n d i t i o n s ,  a n d  t h a t  t h i s  was  due  t o  t h e  

deimping d i s t r i b u t e d  o v e r  t h o  f l e x i b l e  s u r f a c e  • w h ich  

s t a b i l i s e d  t h e  f l o w  a n d  r e s u l t e d  i n  a n  i n c r e o , s e d  e x t e n t  

o f  l a m i n a r  b o u n d o , ry  l a y e r .  T h i s  m e c h a n i s m  o f  b o u n d a r y  

l a y e r  c o n t r o l  was s u g g e s t e d  t o  K ra m e r  b y  h i s  

m i c r o s c o p i c  s t u d i e s  o f  t h e  s t r u c t u r e  o f  t h e  s k i n  o f  a  

d o l p h i n ^ w h o s e  o u t s t a n d i n g  t o p  s p e e d  p e r f o r m a n c e  

s u g g e s t s  t h a t  t h e  dr<?.g c o e f f i c i e n t  o f  t h e  a n i m a l  i n  

t h e s e  c o n d i t i o n s  m u s t  h a v e  a  v a l u e  a p p r o p r i a t e  t o  w h o l l y  

l a m i n a r  f l o w .

K ram er '^ s  t e s t s  show ed  t h a t  o v e r  t h e  w h o le  

s p e e d  r a n g e  o f  t h e  t e s t s  t h e  d r a g  c o e f f i c i e n t  when t h e  

t o i ' p e d o - s h a p e d  b o d y  was f i t t e d  w i t h  f l e x i b l e  s u r f a c e s  

was a l w a y s  l e s s  t h a n  when t h e  s u r f a c e  was r i g i d .

S k i n s  o f  v a r y i n g  s t i f f n e s s e s  w e r e  t e s t e d ,  e a c h  

o v e r  a  r a n g e  o f  v a l u e s  o f  t n e  v i s c o s i t y  o f  t h e  d a m p in g

f l u i d .  The b e s t  r e s u l t s  a t  t o p  s p e e d  w e r e  o b t a i n e d  w i t h  

a  c o a t i n g  o f  s t i f f n e s s  80C l b / s q . i n c h / i n c h  w hen  f i l l e d



w i t h  d a m p in g  f l u i d  3OO c e n t i s t o k e s .  The d r a g  was t h e n  

59 p e r  c e n t  o f  t h a t  o f  t h e  r i g i d  s u r f a c e  m o d e l ,  w h ic h  

i m p l i e s  83 p e r  c e n t  l a m i n a r  f l o w ,  o r  a  f i v e  t i m e s  

i n c r e a s e  i n  t r a n s i t i o n  R e y n o l d s  n u m b e r .

S i m i l a r  p r o b l e m s  a r e  t h e o r e t i c a l l y  t r e a t e d  

b y  N o n w e i l e r ^ w h e r e  h e  d e v e l o p e d  a n  a p p r o p r i a t e  f o rm  

o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  s t a b i l i t y  e q u a t i o n  f o r  t h e  c o n d i t i o n  

w h e re  t h e  f l u i d  i s  i n  c o n t a c t  w i t h  a n  i s o t r o p i c  a n d  

h o m o g e n e o u s  e l a s t i c  m ed ium , a n d  o b t a i n e d  v a r i o u s  

a p p r o x i m a t e  a n a l y t i c a l  s o l u t i o n s  f o r  c e r t a i n  t y p e s  o f  

s u r f a c e , so a s  t o  r e v e a l  q u a l i t a t i v e l y  t h e  o r i g i n  a n d  

c h a r a c t e r i s t i c s  o f  n e u t r a l  o s c i l l a t i o n s .  I n  t h e  w o rk e d  

s o l u t i o n  t h e ' e l a s t i c  medium i s  t r e a t e d  a s  n o n - d i s s i p a t i v e , 

a n d  t h e  i n t e r i o r  b o u n d a r y  i s  s u p p o s e d  e i t h e r  f i x e d ,  o r  

f r e e  o f  s t r e s s , o r  e x p o s e d  t o  f l u i d ,  t h e  b o u n d a r y  l a y e r ,  

i n  a d d i t i o n ,  i s  t r e a t e d  a s  t h a t  o v e r  a  f l a t  p l a t e  i n  a n  

i n c o m p r e s s i b l e  f l u i d .

The p u r p o s e  o f  t h e  w ork  d e s c r i b e d  i n  t h i s  t h e s i s  

i s  t o  i n v e s t i g a t e  t h e  s t a b i l i t y  o f  o p e n  c h a n n e l  f l o w  

o v e r  a  f l e x i b l e  b e d ,  w h i c h  i s  c l a m p e d  a l o n g  s i d e  s u p p o r t s  

p a r a l l e l  t o  t h e  f l o w  d i r e c t i o n ,  so  a s  t o  s u p p o r t  t h e  

f l u i d  by  t e n s i o n  a l o n e .  I n  e n d e a v o u r i n g  t o  e x a m in e  t h i s  

w ork  i n  r e l a t i o n  t o  t h a t  o f  K ra m e r ,  i t  i s  o f  c o u r s e  a t  

o n c e  e v i d e n t  t h a t  t h e  v a l u e  o f  R e y n o l d s  n u m b e r  f o r
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t r a n s i t i o n  i s  n o t  , t h e  same f o r  f 3-0w i n  c h a n n e l s  a s  t h a t

f o r  a  f l o w  p a s t  a  p l a t e .  The b o u n d a r y  l a y e r  b e c o m e s

t u r b u l e n t  f o r  f l o w  p a s t  a  s e m i - i n f i n i t e  p l a t e  a t

R = m  ^  3 X 10^
X V

w h ere  x  i s  t h e  d i s t a n c e  f r o m  t h e  f o r w a r d  p o i n t  a n d  v i s  

t h e  k i n e m a t i c  v i s c o s i t y ,  o r  a t

= —  C i  1000
O V

when e v a l u a t e d  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  t h i c k n e s s  ô o f  t h e  

b o u n d a r y  l a y e r .  The v a l u e  o f  R e y n o l d s  n u m b e r  o f  

t r a n s i t i o n  f o r  f l o w  i n  o p e n  c h a n n e l s  i s

R = ^  S  5 0 0 ,

w h e r e  v  i s  t h e  m ean  v e l o c i t y  o f  f l o w  a n d  m i s  t h e

h y d r a u l i c  mean  d e p t h .

T h e r e  i s  a l s o  a  d i f f e x ' e n c e  b e t w e e n  t h e  

f l e x i b l e  m a t e r i a l  u s e d  f o r  t h e  c h a n n e l  b e d  a n d  t h a t  

u s e d  by  K r a m e r .  The b e d  m a t e r i a l  u s e d  c o n s i s t e d  o f  a  

t h i n  e l a s t i c  s h e e t i n g  o f  r u b b e r  0 . 0 2 3 " t h i c k ,  c l a m p e d  

a l o n g  t h e  s i d e  s u p p o r t s  o f  a. c h a n n e l ,  w h i l e  t h a t  o f  

K ra m e r  was a  h e a v y  r u b b e r  d i a p h r a m  0 . 0 8 "  t h i c k ,  

s u p p o r t e d  b y  a  m u l t i t u d e  o f  t i n y  r u b b e r  s t u b s  

r e p r e s e n t i n g  a  m u l t i t u d e  o f  c a p i l l a r y  d u c t s  w h ic h  c o u l d  

be  f i l l e d  w i t h  a  d o m p in g  f l u i d  o f  a p p r o p r i a t e  v i s c o s i t y .

H o w e v e r ,  N o n w e i l e r  s u g g e s t s  i n  h i s  t h e o r y  two
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i n t e r e s t i n g  c r i t e r i a  f o r  t h e  s t a b i l i t y  o f  t h e  b o u n d a r y  

l a y e r  i n  c o n t a c t  w i t h  a  f l e x i b l e  s k i n ,  a n d  a  a n a l o g y  

t o  t h e s e  c r i t e r i a  w i l l  be  u s e d  i n  t h i s  p r e s e n t  

i n v e s t i g a t i o n .  H i s  f i r s t  c r i t e r i o n  i s  t h a t  f o r  t h e  

e l i m i n a t i o n  o f  T o l l m i e n  S c h l i c h t i n g  w av e s  ( s m a l l  r e g u l a r  

o s c i l l a t i o n s  i n  t h e  l a m i n a r  b o u n d a r y  l a y e r  w h ic h  grow 

u p  when t h e  b o u n d a r y  l a y e r  b e c o m e s  t u r b u l e n t ) , we m u s t
3 Q o

make ( 6 ' ^ c ^ / a u ^ )  l e s s  t h a n  i n  r o u n d  n u m b e r s  -  s a y ,  2 0 0 0 , 

w h e re  0 i s  t h e  r a t i o  o f  t h e  t h i c k n e s s  o f  t h e  e l a s t i c
Uc

s k i n  t o  ^  ,

k  i s  t h e  s u r f a c e  v e l o c i t y  g r o x l i e n t  o f  t h e  

b o u n d a r y  l a y e r ,

i s  t h e  s p e e d  o f  l o n g i t u d i n a l  w a v e s  i n  a n  

e x t e n s i v e  t h i n  p l a t e ,

0 i s  t h e  f l u i d  d e n s i t y / e l a s t i c  m edium  d e n s i t y ,  

a n d  u^ i s  t h e  f r e e  s t r e a m  s p e e d .

He p r e d i c t e d ^  t h a t  c.  ̂ m u s t  be  b i g g e r  t h a n  u .  ,p 0
a s  a  s e c o n d  c r i t e r i o n  f o r  t h e  e l i m i n a t i o n  o f  t h e  f l e x u r a l  

m ode .  T h e n  t h e  minimum s p e e d  o f  p r o p a g a t i o n  o f  t h e  

f l e x u r a l  mode h a s  t o  be  c ^  w h e r e ,

3 . 2 1  4 . 1

12 + 0

t h i s  i s  o f  c o u r s e  a p p r o x i m a t e ,  a s  a  s i m p l e  c r i t e r i o n
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h o w e v e r ,  t h i s  v a l u e  o f  ( w h i c h  i s  a l s o  i n v e r s e l y  

p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  l a r g e s t  wave l e n g t h  o f  a m p l i f i e d  

d i s t u r b a n c e s )  may y e t  h a v e  some r e l e v a n c e  t o  t h e  

e x t e n t  o f  a m p l i f i c a t i o n .

C l e a r l y ,  t o  make c^  l a r g e ,  we m u s t  t a k e
3 0 . p

(©“̂ c l / o u ^ )  a s  c l o s e  t o  i t s  p e r m i s s a b l e  u p p e r  b o u n d  

( o f  2 0 0 0 ) a s  p o s s i b l e ,  a n d  make u ^ / c ^  a s  s m a l l  a s  

p o s s i b l e ,  a n d  n o t  m e r e l y  j u s t  l e s s  t h a n  u n i t y .

H o w e v e r ,  t h e s e  two c r i t e r i a  a r e  n o t  o f  c o u r s e  

a p p l i c a b l e  t o  t h e  p r e s e n t  i n v e s t i g a t i o n .  An a n a l o g y  

c a n  p e r h a p s  be made f o r  c h a n n e l  f lo \ , '  by  f o r m i n g  s i m i l a r  

n o n - d i m e n s i o n a l  g r o u p s  r e l a t i n g  t h e  e l a s t i c  p r o p e r t i e s  

o f  t h e  m a t e r i a l  t o  some v a r i a b l e s  d e s c r i b i n g  t h e  f l o w .  

T h e s e  two c r i t e r i a  a n a l o g o u s  t o  t h o s e  o f  N o n w e i l e r  

w o u ld  t h e n  be

to  f o r  t h e  e l i m i n a t i o n  o f  t h e  

T o l l m i e n - S c h l i c h t i n g  wave s

r  t ^  N_ f o r  t h e  e l i m i n a t i o n  o f  t h e
™pv m ^  ^

f l e x u r a l  w av e s

w h e re  G i s  t h e  m o d u lu s  o f  r i g i d i t y  o f  t h e  e l a s t i c  

m a t e r i a l  i n  l b / f t . ^

t  i s  t h e  t h i c k n e s s  o f  t h e  m a t e r i a l  i n  f t .
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p i s  t h e  f l u i d  d e n s i t y  i n  •—  '''"8-— -

f t . ^

V i s  t h e  m ean  v e l o c i t y  o f  f l o w  i n  f t / s e c .

m i s  t h e  h y d r a u l i c  m ean  d e p t h  i n  f t . , a n d  

Ih , a r e  c o n s t a , n t s ,  t h e  v a l u e s  o f  w h ic h  a r e  n o t  y e t
Jl c. 

d e t e r m i n e d .

H o w e v e r ,  S e c t i o n  2 i n  t h i s  t h e s i s  i s  c o n c e r n e d  

v / i t h  t h e  c h o i c e  o f  t h e  e l a s t i c  m a t e r i a l  o f  t h e  b e d ,  a n d  

c o n t a i n s  a  d i s c u s s i o n  c o n c e r n i n g  t h e  e f f e c t  o f  i t s  

e l a s t i c  p r o p e r t i e s  on  t h e  two c r i t e r i a  m e n t i o n e d  o .bove,  

a s  w e l l  a s  a  s t u d y  o f  t h e i r  e f f e c t  on  t h o  b e h a v i o u r  o f  

t h i s  m a t e r i a l  a s  a  m em brane ( i t  w i l l  i n d e e d  be  show n 

t h a t  t h e  m a t e r i a l  o f  t h e  b e d  we c h o o s e  d o e s  b e h a v e  l i k e  

a  m e m b r a n e ) .  The p r o j ) e r t i e s  o f  t h e  m a t e r i a l  o f  t h e  

b e d ,  a n d  t h e  r e s u l t s  o f  t e s t i n g  i t  u n d e r  t e n s i o n  t o  f i n d  

t h e  m o d u l u s  o f  e l o n g a t i o n  a r e  a l s o  d i s c u s s e d  i n  b e c t i o n  2 . 

I n  S e c t i o n  3 ,  a  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  c h a n n e l  a n d  t h e  m e t h p d s  

o f  m e a s u r e m e n t s  a r e  g i v e n ,  o f  w h i c h  t h e r e  a r e  tw o :  t h e

r e s u l t s  f r o m  t h e  s e c o n d  m e th o d  o n l y  a r e  u s e d  s i n c e  i t  

g a v e  b e t t e r  a c c u r a c y .  I n  S e c t i o n  4 ,  t h e  m e t h o d s  o f  

c a l c u l a t i n g  t h e  f r e e  s u r f a c e  s l o p e ,  c o e f f i c i e n t  o f  f r i c t i o n  

a n d  R e y n o l d s  n u m b e r  f o r  s t e a d y  c h a n n e l  f l o w  a r e  g i v e n .

The e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  a n d  o b s e r v a t i o n  a r e  g i v e n  i n  

S e c t i o n  5.  I n  S e c t i o n  6 , t h e r e  i s  a  b r i e f  n o t e  a b o u t  

o t h e r  t e s t s  c o n d u c t e d  w i t h  t h e  f l e x i b l e  b e d  t e n s i o n e d



t o  e n s u r e  t h a t  t h e  w h o le  w i d t h  o f  t h e  c h a n n e l  was 

w e t t e d .  A s t a t i s t i c a l  a m l y s i s  i s  g i v e n  i n  S e c t i o n  7 

t o  f i n d  w h a t  t h e  m o s t  p r o b a b l e  v a l u e s  o f  R e y n o l d s  

n u m b e r  f o r  l a m i n a r ,  t r a n s i t i o n  a n d  t u r b u l e n t  f l o w s  a r e  

l i k e l y  t o  b e ,  a n d  t h e  c o n c l u s i o n s  w i l l  a l s o  be f o u n d  

i n  t h i s  s e c t i o n .



2 .  CHOICE, PROPBHI I B S ,  AI7D gESJCTG OP THE BED M2E~;IAI.
A m -W W iM  I I I  I    I f    . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..  II .É I I ■ PI »  I ,1̂  ,  M  . w , „.  M,,|, ,  m, ,    ' "  "  "  i " " . . . . . . . . . . . . .»

2 . 1  CHOICE OF BED MATERIAL

C o n s i d e r i n g  N o n w e i le r" * s  c r i t e r i a ,  f o r  t h e  

e l i m i n a t i o n  o f  t h e  T o l l m i e n ^ S c h i i c h t i n g  w a v e s

03 c2
I  < 2 0 0 0  i . e .  0 <   2

o 0 / o  q
  (2.1 . 1 .)

a n d  f o r  t h e  e l i m i n a t i o n  o f  t h e  f l e x u r a l  w a v e s

;  3 p 1 4 1
% \  ^  0 . 4 2 /®
mrnmmf ^  *  I  ! ■ ■  5  "  '     ■> ■  C  a  6  — \  ■ ■  , . . . . . . . . . . . . . . .1 I pÔ ̂ \ a u ^ / \ u ^ y  1 2 + 0

i f  we p u t  s a y ,  e q u a l ' t o  u n i t y  a n d  o = 1 ,  i t
Ô

f o l l o w s  t h a t

® °4 1 2 + 0  i . e .  0 <  i _  °4
o u ^  0 . 4 2  o 30 G u ^ ^

( 2 . 1 . 2 . )

I f  we drav; t h e  g r a p h s  o f  0 = — 55. a n d
2 2

X ^ 4  ^0 = w  w h e r e  x  = ------^  , t h e s e  two g r a p h s  w i l l
0 u^  ^

i n t e r s e c t  a t  x  2 5 0 .

T h e r e f o r e  , w h ic h  i n d i c a t e s  t h e

maximum a l l o w a b l e  t h i c k n e s s ,  w h e re  no w a v e s  o f  e i t h e r  

k i n d  e x i s t  w i l l  b e  a p p r o x i m a t e l y  8 . ( s e e  f i g .  1 ) .



F-

The two a n a l o g o u s  c r i t e r i a  f o r  c h a n n e l  f l o w  

a r e  g i v e n  by

1 1 f o r  t h e  e l i m i n a t i o n  o f  t h e  f l e x u r a l  w av es
2P  ̂ “ .................. (2.1.3.)

frt ya n d  ^ f o r  t h e  e l i m i n a t i o n  o f  t h e
~ p v  m"̂  X  4

T o l l m i e n - S c h l i c h t i n g  w a v e s . ........................ ........................ .. ( 2 . 1 . 4 . )

• A r r a n g i n g  b o t h  c r i t e r i a  t o g e t h e r ,  we h a v e

^  k  2 ■ ■

I  ^   ̂  rV T T " ( ' = 1 5 )
i p v ^ m ^  h ................................................... ......................................

t  ^Now, Y i s  a n a l o g o u s  t o  0 i n  N o n w e i l e r  s
h 2  ■ c|e3

c r i t e r i a  a n d  -=j > i s  a n a l o g o u s  t o  —d  ,
-gpv m u ^  0

t h e r e f o r e  a s  b e f o r e  we c a n  w r i t e

î l â  /  2L-
m ^  ^ 1

ATt  Q 4- tr
I f  we d raw  g r a p h s  o f  — = —  a n d  — = -to- , t h i s  w i l l

Jil J\, i i i  IN 2̂

a l l o w  u s  t o  f i n d  t h e  r e g i o n  w h e re  t h e  f l e x u r a l  w av e s  a n d  

t h e  T o l l m i e n - S c h l i c h t i n g  w av e s  a r e  p r e s e n t  a n d  w h e re  t h e y  

a r e  a b s e n t  ( s e e  P i g .  1 ) ,

As a n  e x a m p l e ,  i f  we c o n s i d e r  a  v a l u e  o f  v  o f  

a b o u t  1 f t . / s e c . ,  a n d  a  v a l u e  o f ’m o f  a b o u t  0 . 0 6  f t . ,
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T p o —4
t h e  v a l u e  o f  -gpv m"", w i l l  be  a p p r o x i r a a t e l y  35 % 10 l b .  

L e t  u s  c o n s i d e r  sorae e l a s t i c  m a t e r i a l s  o f  t h e  same 

t h i c k n e s s  s a y  0 . 0 2 " ,  b u t  o f  d i f f e r e n t  m o d u l i  o f
p . I - 2

r i g i d i t y .  The v a l u e  o f  s  p--p » v v i l l  b e  a b o u t  3 f o r
^ p v  m

s o f t  r u b b e r  s h e e t i n g  h a v i n g  a  m o d u lu s  o f  r i g i d i t y  o f  

a b o u t  3 0 p . s . i . ,  on  t h e  o t h e r  h a n d  d e a l i n g  w i t h  " M e l i n e x "  

w h ich  h a v e  a  m o d u l u s  o f  r i g i d i t y  o f  a b o u t  2 x  1 0 -̂  p . s . i . ,
pt 4-. 2 3

t i i e  v a l u e  o f  , w i l l  b e  a b o u t  23 x  1 0 *̂ .

>
I f  t h e r e  i s  a n y  r e l e v a n c e  o f  N o n w e i l e r  s 

c r i t e r i a  f o r  t h e  s t a b i l i t y  o f  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  i n  

c o n t a c t  w i t h  a  f l e x i b l e  s k i n ,  t o  t h o s e  c r i t e r i a  f o r  t h e  

s t a b i l i t y  o f  f l o w  i n  o p e n  c h a n n e l s ,  t h e n  we w o u ld  g u e s s  a  

v a l u e  o f  i . e . ,  a b o u t  83 t i m e s  G c o n s i d e r e d  i f  t h e

s o f t  r u b b e r  i s  u s e d ,  a n d  a  v a l u e  o f  — i . e . ,
. 23 X 10-^

a b o u t  YoQ t i m e s  G i f  " M e l i n e x "  i s  u s e d .  R e f e r r i n g  t o

( P i g .  1)  i t  may b e  c l e a r  t h a t  by  i n c r e a s i n g  G, t h e

c o r r e s p o n d i n g  v a l u e  o f  —x  w i l l  d e c r e a s e ,  a n d  w i l lu^
p e r h a p s  p l a c e  t h e  m a t e r i a l  i n  t h o  r e g i o n  w h e r e  t h e

f l e x u r a l  w av e s  e x i s t .  On t h e  o t h e r  h a n d ,  d e c r e a s i n g

G w i l l  i n c r e a s e  —  , w h ic h  w i l l  p l a c e  t h e  m a t e r i a l  \.-here
Ô

t h e  T o l l m i e n - S c h l i c h t i n g  w av es  e x i s t .  C l e a r l y  t h e r e  i s  

no m a t e r i a l  w i t h  a  m o d u lu s  o f  r i g i d i t y  l e s s  t h a n  t h a t  o f  

s o f  t  r u b b e r ,  so t h a t  s u c h  a  r e d u c t i o n  i n  G h a s  pr ise  t i c  all 

l i m i t s .  I t  w i l l  a l s o  be  i n t e r e s t i n g  t o  f i n d  t h e  c o n d i t i o n
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t h a t  t h e  m a t e r i a l  u s e d  f o r  t h e  b e d  s h o u l d  b e h a v e  l i k e  

a  mem brane when s u b j e c t e d  t o  h y d r o - s t a t i c  p r e s s u r e .

F o r  t h i s  c o n d i t i o n  t o  be  f u l f i l l e d ,  t h e  b e n d i n g  moment 

due  t o  t h e  w e i g h t  o f  w atez '  o n  t h e  b e d  m u s t  b e  much l e s s  

t h a n  t h e  h o r i z o n t a l  c o m p o n e n t  o f  t h e  t e n s i o n  i n  t h e  . 

m a t e r i a l  t i m e s  t h e  d i s t a n c e  w here  t h e  m om en ts  a r e  t a k e n .  

How, by  t a k i n g  m om ents  a b o u t  0 (S e e  F i g .  2 ) , i t  f o l l o w s  

t h a t

T ^ .  L + M = V;x 

a n d  t h e  c r i t e r i a  w i l l  be  s a t i s f i e d ,  i f

   ( 2 . 1 . 6 . )

w h e re  M i s  t h e  b e n d i n g  moment

= EIÏC = oGIIC   ( 2 . 1 . 7 . )

E ,  G a r e  t h e  Young "s m o d u l u s  a n d  m o d u lu s  o f  r i g i d i t y  

r e s p e c t i v e l y ,  I  i s  t h e  s e c t i o n a l  moment o f  i n e r t i a  o f  

t h e  s k i n  = u n i t  s p a n ,

a i s  P o i s s o n  r a t i o
6K i s  t h o  c u r v a t u r e  —, 

w h e re  0 i s  t h e  i n c l i n a t i o n  o f  t h e  t a n g e n t  p l a n e  t o  t h e  

r u b b e r  t o  t h e  h o r i z o n t a l ,

w i s  t h e  w e t t e d  p e r i m e t e r

i s  t h e  h o r i z o n t a l  c o m p o n e n t  o f  t h e  t e n s i o n  , 

= c o t 0 , w h e re  i s  t h e  v e r t i c a l  c o m p o n e n t  o f  t h e

t e n s i o n  = pgA   ( 2 . 1 . 8 . , )
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p i s  t h e  d e n s i t y  o f  w a t e r

a n d  A i s  t h e  c r o s s  s e c t i o n a l  a r e a  o f  f l o w ,

T h e r e f o r e  i f  we s u b s t i t u t e  ( 2 . 1 . 7 . ) ,  ( 2 . 1 . 8 . )  i n  ( 2 . 1 . 6 . ) ,  

i t  f o l l o w s  t h a t  Gt*  ̂ m u s t  be  v e r y  s m a l l  c o m p a r e d  w i t h  

pgAwL i . e . ,

G t^  pgAwL    ( 2 . 1 , 9 . )

I n  t h e  t a b l e  b e l o w , ' w e  g i v e  a  c o m p a r i s o n  

b e tw e . j i i  d i f f e r e n t  m a t e r i a l s  t o  f i n d  t h e  s u i t a b l e  t h i c k n e s s  

w h ic h  s a t i s f i e s  t h e  c r i t e r i a  ( 2 . 1 . 9 . ) ,  a s s u m i n g  t h a t
3

Gt m u s t  be  l e s s  t h a n  o r  e q f i a l  t o  0 . 0 0 1 ,  s a y ,  t i m e s  

pgAwL. V/e w i l l  c o n s i d e r  a  v a l u e  o f  pgA o f  , s a y ,

2 l b / f t . ,  a  v a l u e  o f  t h e  w e t t e d  p e r i m e t e r  o f ,  s a y ,  0 . 5  f t  

a n d  a  v a l u e  o f  1  a b o u t  0 . 3  f t .  , t h e  p r o d u c t  pgiVwL, v ù l l  

be  t h e n  0 . 3  l b / f t . ,  a n d  Gt^  m u s t  be  a b o u t  3 x  1 0 ”"^ l b / f t .  , 

o r  l e s s .

MATERIAL

M e l i n e x

A lu m in iu m
F o i l

S o f t
R u b b e r
S t r o n g
R u b b e r

9 7

E 0 G 4 _u

5 X 1 0 ^ 0.38 2 X 10 5 0 . 0 0 2 o r l e s s

10 X 10^ 0 . 3 8 38 X 1 0 ^ 0 . 0 0 1 o r l e s s

1 0 ^ 0 . 3 3 33 0 . 0 5 0 X' l e s s

12 X 10 0 . 3 3 4 X 1 0 ^ 0 . 0 1 o r l e s s
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w h e re  E i s  Young  s K o d u l u s  ( p . s . i . )
n

a = ^  i s  P o i s s o n  R a t i o

G i s  M o d u lu s  o f  R i g i d i t y  ( p . s . i * )

t  ( i n c h e s )  i s  t h i c k n e s s  o f  t h e  m a t e r i a l  gvh ich

s a t i s f i e s  t h e  c r i t e r i o n  o f  t h e  b e h a v i o u r  l i k e  a  m e m b r a n e .

The m a t e r i a l s  c o m p a r e d  a r e  " M e l i n e x "  p o l y e s t e r

f i l m  (v /h ich  i s  t h e  1 *0 . 1 . , t r a d e  name f o r  p o l y e s t e r  f i l m

made f ro m  p o l y e t h y l i n e  t e r p h t h a l a t e , t h e  same raw  m a t e r i a l

a s  u s e d  f o r  t h e  m a n u f a c t u r e  o f  " T e r y l e n e "  f i b r e s ) ,

a l u m i n i u m  f o i l ,  s o f t  a n d  s t r o n g  v u l c a n i s e d  r u b b e r .  Any

o f  t h e s e  m a t e r i a l s  w i t h  t h e i r  v a l u e s  f o r  t h e  m o d u l u s  o f

r i g i d i t y  a n d  t h e i r  v a l u e s  f o r  t h e  t h i c k n e s s  a s  m e n t i o n e d

a b o v e  i n  t h e  t a b l e  w i l l  s a t i s f y  t h e  c r i t e r i o n  ( 2 . 1 . 9 . )

f o r  t h e  b e h a v i o u r  o f  t h e  m a t e r i a l  l i k e  a  m e m b ra n e .

How a n y  o f  t h e s e  m a t e r i a l s  w h i c h  w i l l  s a t i s f y

a l s o  t h e  two c r i t e r i a  f o r  t h e  e l i m i n a t i o n  o f  T o l l m i e n -

S c h l i c h t i n g  w av es  a n d  t h e  f l e x u r a l  w av es  c a n  be c h o s e n

f o r  t h e  p r e s e n t  i n v e s t i g a t i o n .  F i t h  " M e l i n e x "  t h e  v a l u e  
r  t ^o f  w i l l  be  a b o u t  230 w h ic h  i s  a b o u t  92 p e r  c e n t '

p p v  ni'
o f  t h a t  o f  t h e  c r i t i c a l  v a l u e  o f  ( 2 5 0 ) ,  w i t h  A lu m in iu m  

F o i l s  t h i s  v a l u e  i s  1080  w h ic h  i s  a b o u t  430 p e r  c e n t  o f  

t h e  c r i t i c a l  v a l u e ,  w i t h  s o f t  r u b b e r s ,  t h e  v a l u e  i s  2 3 . 6  

w h ic h  i s  a b o u t  9 * 4  p e r  c e n t ,  a n d  w i t h  s t r o n g  r u b b e r s  t h e  

v a l u e  i s  1 1 4 0 ,  w h ic h  i s  a b o u t  456 p e r  c e n t  o f  t h a t  o f  t h e
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c r i t i c a l  v a l u e . I t  seem s t h e r e i c r e  t h a t  t h e  a l u m i n i u m  

f o i l  a n d  t h e  s t r o n g  r u b b e r  w i l l  n o t  b e  c o n s i d e r e d  a t  a l l ,  

s i n c e  t h e y  do n o t  s a t i s f y  t h e  c r i t e r i a  f o r  t h e  e l i m i n a t i o n  

o f  t h e  T o l l m i e n - S c h l i c h t i n g  w av es  a n d  t h e  f l e x u r a l  w a v e s .  

I t  s eem s  a l s o  t h a t  " M e l i n e x "  i s  t h e  m o s t  s u i t a b l e  

m a t e r i a l  a n d  t h e  s o f t  r u b b e r  comes a f t e r  i t  i n  % ) r o f e r e n c e .

V/hen vve t h o u g h t  a b o u t  c h o o s i n g  t h e  i m a t e r i a l ,  i t  

s e e m e d  d o u b t f u l  w h e t h e r  t h e r e  was a n y  l i k e l y  r e l e v a n c e  

b e t w e e n  N o n w e i l e r c r i t e r i o n  f o r  s t a b i l i z i n g  t h e  b o u n d a r y  

l a y e r ,  a n d  t h o s e  c r i t e r i a  f o r  s t a b i l i z i n g  t h e  f l o w  i n  

o p e n  c h a n n e l s .

M e r e l y  b e c a u s e  i t  was e a s i l y  a v a i l a b l e ,  a  s h e e t  

o f  s o f t  v u l c a n i z e d  r u b b e r ,  0 , 0 2 3 " t h i c k  was u s e d  f o r  o u r  

i n v e s t i g a t i o n ,  a n d  now t h a t  t h e  e x p e r i m e n t s  a r e  c o m p l e t e  

i t  a p p e a r s  t h a t  s u c h  m a t e r i a l  i s  t o  b e  l o l a c e d  on  t h e  

b o r d e r s  o f  t h e  r e g i o n  w h e re  t h e  f l e x u r a l  w a v e s  e x i s t .



2 . 2  PROPERTIES OF THE ELASTIC MATERIAL

The m a t e r i a l  u s e d  f o r  t h e  c h a n n e l  b e d  was a  

t h i n  s h e e t i n g  o f  s o f t  v u l c a n i z e d  r u b b e r  ( r u b b e r  t h r e a d  

505 c o u n t  6011  q u a l i t y ) .  T h i s  r u b b e r  was s u p p l i e d  by  

D u n lo p  R u b b e r  Company.

w'i th  s o f t  r u b b e r s  e l o n g a t i o n  o f  a b o u t  1000  p e r  

c e n t  ( g r e a t e r  t h a n  t h o s e  p o s s i b l e  w i t h  o r d i n a r y  s o l i d s

by  a  f a c t o r  o f  10^ )  a r e  o b t a i n a b l e  w i t h  r e l a t i v e l y  s m a l l  

d e v i a t i o n s  f ro m  c o m p l e t e  r e v e r s i b i l i t y .  The s t r e s s - s t r a i n  

c u r v e s  h a v e  a n  u n u s u a l  3 -  f o r m ,  t h e  Y o u n g ' s  m o d u l u s  a t  

f i r s t  d e c r e a s i n g  w i t h  i n c r e a s i n g  s t r a i n  u n t i l  i t  i s  o f  

t h e  o r d e r  o f  a b o u t  one  t h i r d  i t s  v a l u e  f o r  s m a l l  s t r a i n s ,  

a n d  t h e r e a f t e r  i n c r e a s i n g  m o re  a n d  mo ire r a p i d l y .  The 

m o d u l u s  o f  r i g i d i t y  (O)  ̂ , i s  e q u a l  t o  . ( T h i s  s i m p l e

r e l a t i o n  b e t w e e n  t h e  s h e a r  m o d u lu s  a n d  Y o u n g ' s  m o d u l u s  

h o l d s  o n l y  i f  t h e  p o l y m e r  r e m a i n s  a t  a  c o n s t a n t  vo lu m e  

d u r i n g  t h e  d e f o r m a t i o n ,  i . e . ,  c a n  be c o n s i d e r e d  a s  

" i n c o m p r e s s i b l e " .  T h i s  w i l l  b e  t n a e  f o r  a l l  s o f t  p o l y m e r s )



■lb-

2o3 TESTING- OF THE RUBBER

A p i e c e  o f  s o f t  v u l c a n i z e d  r u b b e r  o f  

l e n g t h  = 2 0 " b r e a d t h  -  1 " a n d  t h i c k n e s s  = 0 * 0 2 3 " ?

was t e s t e d  u n d e r  t e n s i o n  by  c l a m p i n g  i t  b e t w e e n  two p a i r s  

o f  a l u m i n i u m  a n g l e s  a s  show n i n  ( F i g .  3 ) .  W e i g h t s  w ere  

s u s p e n d e d  f r o m  t h e  l o w e r  p a i r  o f  a n g l e s *  A v e r t i c a l  

scoHe was u s e d  f o r  m e a s u r i n g  t h e  e x t e n s i o n  i n  t h e  r u b b e r  

c o r r e s p o n d i n g  t o  e a c h  l o a d .  The s t r e s s e s  w ere  c a l c u l a t e d  

f o r  e a c h  l o a d i n g  b a s e d  o n  t h e  o r i g i n a l  c r o s s  s e c t i o n a l  

a r e a  o f  t h e  t e s t e d  p i e c e .  The s t r a i n s  w e re  a l s o  c a l c u l a t e d  

f o r  e a c h  l o a d i n g .  The r e s u l t s  o b t a i n e d  a r e  t a b u l a t e d  i n  

T a b l e  1 ,  a n d  t h e  r e l a t i o n  b e t w e e n  s t r e s s  a n d  s t r a i n  i s  

r e p r e s e n t e d  i n  F i g .  4 . a ,  f r o m  w h i c h  i t  i s  f o u n d  t h a t  f o r  

v e r y  s m a l l  p e r c e n t a g e s  o f  e l o n g a t i o n  t h e  s t r e s s  i s  n e a r l y  

p r o p o r t i o n a l  t o  s t r a i n  ox- i n  o t h e r  w o rd s  t h e  r e l a t i o n  

b e t w e e n  t h e  s t r e t c h i n g  f o r c e  c,nd t h e  e x t e n s i o n  o b e y s  

Hook s l a w .

The e x p e r i m e n t a l  s t r e s s / s t r a i n  c u r v e  may be  

c o m p a r e d  \ v i t h  t h e  m a n u f a c t u r e r ’s ( D u n lo p  R u b b e r  Company) 

c u r v e  ( F i g .  4 b ) , a n d  i t  i s  f o u n d  t h a t  t h e y  a r e  b o t h  n e a r l y  

i d e n t i c a l  f o r  a  r a n g e  up  t o  70 p e r  c e n t  e l o n g a t i o n .

I t  i s  now i m p o r t a n t  t o  d i s c o v e r  i n  w h i c h  r a n g e  

o f  t h e  s t r e s s / s t r a i n  c u r v e  uhe l u b b e r  e x t e n d s  u n d e r  t h e
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p r e s s u r e  01 w a t e r .  T h i s  i s  i 'e .u id  b y  c a l e u i a t i t x s :  s t r o :  

i n  t h e  m a t e r i a l  due  t o  t h e  ed g e  t e n s i o n  p e r  u n i t  l e n g t h  

i n  t h e  r u b b e r .

The v e r t i c a l  c o m p o n e n t  o f  t h e  e d g e  t e n s i o n  p e r  

u n i t  l e n g t h  c a n  be  i n f e r r e d  a s

V  = , i f  t h e  c h a n n e l  s l o p e  i s  s m a l l
V

w h e re  v  i s  t h e  m ean  v e l o c i t y  f l o w  a n d  i s  t h e  v e r t i c a l  

■component o f  e d g e  t e n s i o n .  The r e s u l t a n t  t e n s i o n  i n  t h e  

m a t e r i a l  i s

Tv
T = ' ( w h e re  0 i s  t h e  i n c l i n a t i o n  o f

t h e  t a n g e n t  p l a n e  t o  t h e  r u b b e r  b e d  t o  t h e  h o r i z o n t a l ) .  

T h e r e f o r e

m ÿ M .
s i n  0

I f  pgA i s  g i v e n  t h e  v a l u e  2 l b / f t .  , s a y  a n d  0 

i s  45^ ,  s a y ,  

t h e n

T = 2 . 8 8  l b / f t .

C o n s i d e r i n g  t h e  s t r e s s  i n  t h e  r u b b e r  a t  one 

s i d e  o n l y ,  t h e  s t r e s s  p e r  u n i t  l e n g t h  i s  e q u a l  t o

T = -14-t r-rd - l  = 750 l b / f t .  32Ag “ 2 X Ü T D T 3

w h e re  A i s  t h e  a r e a  o f  t h e  c r o s s  s e c t i o n  o f

t h e  r u b b e r
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T h e r e f o r e  s t r e s s  = 5 . 2 1  p . s . i .

T h i s  v a l u e  o f  t h e  s t r e s s  c o r r e s p o n d s  t o  5 . 2 1  p e r  

c e n t  e l o n s ^ a t i o n  a n d  t h e  v a l u e  o f  Y o u n g ’s r a o d u lu s  v a i l  he 

a p p r o x i m a t e l y  100 p . s , i . ,  w h ic h  c o r r e s p o n d s  t o  a  v a l u e  

o f  t h e  m o d u l u s  o f  r i g i d i t y  ( g )  o f  3 3 . 3  p . s . i .



3jl De s c r i p t i o n  oj? t h s  a p p a h a t u s  and i :ethogg  e g

3 . 1  THE APPARATUS

The a p p a r a t u s  c o n s i s t s  o f  a  pump u n i t ,  20 f o o t  

f l o w  c h a n n e l  w i t h  g l a s s  heel a n d  s i d e s ,  c o l l e c t i n g  t a n k  

6 f t  X 3 f t  X 1 f t  6 i n ,  , a n d  a  h a s e  tan lc  l 8  f t  x  3 f t  x 

1 f t  9 i u ^ , a l l  c o n n e c t e d  i n  a  c l o s e d  c i r c u i t .  The 

c o l l e c t i n g  tan lc  i s  f i x e d  on  a  w e i g h i n g  m a c h i n e  ( r e a d i n g  up  

t o  2500 I h . )  a t  t h e  d o w n - s t r e a m  en d  o f  t h e  c h a n n e l .

The c h a n n e l  i s  m o u n te d  on  a  t r u s s  s u p y ^ o r te d  a t  

two p o i n t s ,  o n e  h e i n g  a  f i x e d  p o i n t  a n d  t h e  o t h e r  a  j a c k .

A f t e r  r e m o v i n g  t h e  g l a s s  s i d e s  o f  t h e  c h a n n e l  t h e  

r u h h e r  h o d  was c la i i iped  on  t o  t h e  two p a r a l l e l  a n g l e s  

s u p p o r t i n g  t h e  c h a n n e l .  The r u h h e r  h e d  a c t e d  a s  a  t h i n  

e l a s t i c  s u r f a c e  e x p o s e d  t o  f l u i d  a b o v e ,  a n d  u n s u p p o r t e d  

he  low ' , a n d  so t h e  f  l u i  d was s u p p o r t e d  hy  t h e  t e n s i o n  i n  t h e  

r u h h e r  b e d  ( P i g .  5 ) .

The s l o p e  o f  t h e  c h a n n e l  was a l t e r e d  a s  r e q u i r e d  

h y  m e an s  o f  t h e  j a c k .  A t  t h e  u p s t r e a m  e n d  a  f o r m e d  s p i l l w a y  

r e s t e d  on  t h e  o r i g i n a l  h e d  o f  t h e  c h a n n e l ,  a n d  t h e  r u h h e r  

h e d  was s a n d w i c h e d  b e t w e e n  t h e  s p i l l w a y  a n d  t h e  m o d e l l i n g ;  

c l a y  w h ic h  c o v e r e d  t h e  s p i l l w a y .  The c l a y  was p a i n t e d  w i t h  

a  w a t e r p r o o f  p a i n t  so  a s  t o  p r e v e n t  t h e  d i r e c t  c o n t a c t  o f  

w a t e r  w i t h  t h e  c l a y .  T h i s  was done  t o  e n a b l e  s m o o th  e n t r y
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o f  t h e  f l o w  t o  t h e  r u b b e r  b e d  a n d  t o  m i n i m i z e  t h e  e n t r y  

l o s s e s  ( P i g .  6 ) .

3 . 2  METHOD:) OP MEASUREM3ETTS

Two m ethods  Of m easu rem en ts  were u s e d  to  o b t a i n

th e  v a r i a b l e s  d e s c r i b i n g  t h e  f lo w ,  each  m ethod  w i l l  be 

d e s c r i b e d  i n d i v i d u a l l y  be lo w .

3 . 2 . 1  PIRST METHOD OP MEASUREMENT

( a )  The d i s c h a r g e  Q was m e a s u r e d  b y  c o l l e c t i n g  a

c e r t a i n  q u a n t i t y  o f  w a t e r  (lOOO l b s . )  i n  t h e  c o l l e c t i n g  t a n ic ,  

t h e  t i m e  " t "  t a k e n  f o r  c o l l e c t i n g  t h i s  a m o u n t  was m e a s u r e d  

by  m e an s  o f  a n  e l e c t r i c  s t o p  t i m e r  m e a s u r i n g  t o  w i t h i n

o f  a  s e c o n d ,

(b )  The w i d t h  o f  t h e  f r e e  s u r f a c e  was m e a s u r e d  by

e x p o s i n g  t h e  w a t e r  s u r f a c e  t o  a  l i g h t i n g  s o u r c e ,  so a s  t o  

make t h e  two e n d  l i n e s  o f  t h e  f r e e  s u r f a c e  c l c a i ' l y  o b s e r v a b l e

b y  l o o k i n g  u n d e r n e a t h  t h e  r u b b e r  b e d  ( P i g ,  7 ) .

A m i c r o m e t e r  h e i g h t  g a u g e  w h ic h  m e a s u r e s  v e r t i c a l

o r d i n a t e s  t o  0 . 0 0 1  o f  a n  i n c h  ( P i g .  8 ) was d e s i g n e d  f o r  t h e

p u r p o s e  01 m e a s u r i n g  t h e  w a t e r  p r o f i l e .  The m i c r o m e t e r  

s l i d e s  on  a  12 i n c h  s c a l e  f i x e d  a t  t h e  s e c t i o n  w h ere  t h e  

m e a s u r e m e n t s  h a v e  t o  be  t a k e n .  By m e an s  o f  t h e  i n d e x  m a rk  

on  t h e  b a s e  o f  t h e  m i c r o m e t e r  t h e  two e n d  p o i n t s  ( a , c )  o f  

t h e  f r e e  s u r f a c e  w ere  p r o j e c t e d  on  t h e  1 2 ” s c a l e .  By 

r e a d i n g ;  t h e  d i s t a n c e s  c o r r e s p o n d i n g  t o  ( a , c )  o n  t h e  s c a l e  

a n d  s u b t r a c t i n g  ( a )  f r o m  ( c )  , t h e  w i d t h  (b = c -  a )  was 

o b t a i n e d .



IX-

( c )  I n  t h e  f i r s t  s e t  o f  e x p e r i m e n t s ,  t h e  v e r t i c a l -

o r d i n a t e s  o f  t h e  p r o f i l e  w ere  m e a s u r e d  b y  t_ie m i c r o m e t e r

a t  e q u a l  d i s t a n c e s  a p a r t  o f  one  i n c h .  The f i r s t  a n d  l a s t  

o r d i n a t e s  w e re  m e a s u r e d  o u t s i d e  t h e  f r e e  s u r f a c e  o f  t h e  r u b b e r  

j u s t  f o r  t h e  s a k e  o f  c o m p l e t i n g  t h e  p r o f i l e .

The two o r d i n a t e s  a t  t h e  end p o i n t s  ( a , c )  were 

n o t  I’e c o r d e d  b u t  were o b t a i n e d  by g r a p h i c a l  i n t e r p o l a t i o n .

A l l  t h e  o r d i n a t e s  r e a d  w ere  p l o t t e d  f u l l  s c a l e , 

a n d  a  p l a n i m e t e r  was u s e d  f o r  m e a s u r i n g  t h e  a ' r e a s  o f  f l o w  

a t  t h e  d i f f e r e n t  s e c t i o n s  ( P i g .  9 )*

( d )  The d e p t h  o f  f l o w  " h ” was m e a s u r e d  f ro m  t h e  

d r a w i n g  a t  s e c t i o n  6 ” w h ic h  was c l o s e  t o  t h e  p o i n t  o f  

maximum d e p t h .  An o r d i n a r y  s c a l e  d i v i d e d  t o  o f  a n  i n c h  

was  u s e d  f o r  t h i s  m e a s u r e m e n t .

( e )  I n  t h e  f i r s t  s e t  o f  e x p e r i m e n t s ,  t h e  w e t t e d

p e r i m e t e r  "W” was m e a s u r e d  b y  m ean s  o f  a  map m e a s u r e r .

( f )  The s l o p e  o f  t h e  g l a s s  b e d  , was m e a s u r e d  b y  

c l o s i n g  t h e  d o w n - s t r e a m  e n d  by  a  g a t e ,  p u m p in g  a  q u a n t i t y  

o f  w a t e r  t o  t h e  c h a n n e l  a n d  l e a v i n g  i t  f o r  a  few  m i n u t e s  

u n t i l  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  w a t e r  s e t t l e d .  T h e r e a f t e r  two 

m e a s u r e m e n t s  o f  t h e  d e p t h  o f  w a t e r  a t  d i f f e r e n t  p o i n t s  w ere  

t a k e n  by  m ean s  o f  a  p o i n t e r  \ à t h  a  v e r n i e r  c a r r i e d  o n  a  

t r a v e l l i n g  c a r r i a g e  a n d  m o v in g  on  t h e  two r a i l s  m o u n te d  on  

t h e  a n g l e s  s u p p o r t i n g  t h e  c h a n n e l .

E r r o r s  a r o s e  f ro m  t h e  g r a p h i c a l  c o n t r u c t i o n  ^ f  t h e



n

p r o f i l e s  a n d  t h e  meas ux ’e r ae n t s  made f r o m  t h e m .  By t r .e  

m e t h o d  f i r s t  d e s c r i b e d ,  t h e s e  w o u l d  be  p r e s e n t  i n  t h e  a r e a , 

t i i e  d e p t h  o f  f l o w  a n d  t h e  w e t t e d  p e r i m e t e r .

The m e t h o d  o f  m e a s u r i n g  t h e  s l o p e  was n o t  p r a c t i c a l  

b e c a u s e  r e p l a c i n g  an d  r e m o v i n g  t h e  g l a s s  s i d e s  ^proved t o o  

l a b o r i o u s ,

None o f  t h e  r e s u l t s  b a s e d  o n  t h i s  m e t h o d  o f  

m e a s u r e m e n t  a r e  g i v e n  i n  t h e  t h e s i s .  The f o l l o w i n g  m e t h o d  

o f  m e a s u r e m e n t  p r o v e d  t o  be T O o re  a c c e p t a b l e .

3 . 2 . 2  SECOND METHOD OP MEAdURZBTENT

The d i s c h a i ' g e  a n d  t h e  w i d t h  o f  t h e  f r e e  s u r f a c e

w e r e  m e a s u r e d  b y  t h e  m e t h o d  d e s c r i b e d  i n  ( 3 . 2 . 1 . ) ,

The f o l l o w i n g  m e a s u r e m e n t s  w o r e ,  h o w e v e r ,  t a k e n

i n  a  d i f f e r e n t  way .

( a )  I n  s u b s e q u e n t  s e t s  o f  e x % ) e r i m e n t s , t h e  o r d i n a t e s ,

i n c l u d i n g  t h o s e  a t  t h e  end  p o i n t s  were  m e a s u r e d  a t  a  

s p e c i a l l y  s e l e c t e d  s e t  o f  p o i n t s ,  t o  s u i t  a  n u m e r i c a l  

q u a d r a t u r e  f o r m u l a e .  The n u m e r i c a l  q u a d r a t u r e  f o r m u l a  u s e d  

was  one d e s c r i b e d  b y  P r o f e s s o r  T . R . P .  N o n w e i l e r ,  s e e  

( a p p e n d i x  I )  a s

I r  1
f ( x )  dx = ( c  -  a ) <  0 . 0 2 3 8 1  I f  ( x l )  + f ( x 7 ) |  -i- 0.13841
f (x2 )  + f ( x 6 ) J  L

I"” *1 I* **1 I '
+ 0.21586 ! f ( x 3 ) + f(x5 )J + 0.24384 | f (x 4 )j .V..  (3 .2.2.1)



wh e r e

== a

= a 0 . 0 8 4 8 9 ( 0  - a )

= a *1* 0 . 2 6 5 5 7 (0  - a )

= a -f 0 *5 (0  “  a )

X5 == a 0 . 7 3 4 4 2 ( c  - a )

: a "T 0 . 9 1 5 1 1 ( 0  - a )

: a 4- (c  -  a )  -  C

E v i d e n t l y  ( a , c )  i n  t h e  p r e s e n t  c o n t e x t  a r e  t h e  

e n d  p o i n t s  o f  t h e  f r e e  s u r f a c e ,

f  = ÿ  -  ? ! >  = y  -  72

w h e r e

7 =  + y ?

a n d  y ^ ,  y ^   h r e  t h e  m e a s u r e d  o r d i n a t e s .

T h i s  m e t h o d  r e d u c e d  t h e  e r r o r s  i n h e r e n t  i n  t h e  

g r a p h i c a l  m e t h o d ,  a n d  s i m p l i f i e d  t h e  e v a l u a t i o n  o f  t h e  a r e a s ,  

( h )  The d e p t h  o f  f l o w  ( h )  a t  t h e  l o w e s t  p o i n t  o f  t h e

r u b b e r  b e d  i s

( y  “  y q )  = ^*(^4 )

A l l  t h e  v a l u e s  o f  f ( x ^ ) , f ( Xg) ,  . . . . .  a r e  t a b u l a t e d

i n  ( T a b l e  2 ) ,  a n d  t h e  v a l u e s  o f  A, b a n d  h  a r c  t a b u l a t e d  

i n  ( T a b l e  3 ) .

( c )  The w e t t e d  p e r i m e t e r  (w) was  c a l c u l a t e d  a s  w ' i l l  be

sh ow n i n  t h e  n e x t  s e c t i o n  f r o m  t h e  v a l u e s  o f  ^  a n d  A / b ^ .
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( d )  The s l o p e  o f  t h e  g l a s s  b e d  ” S ” , was  m e a s u r e d  i n

d e g r e e s  a n d  m i n u t e s  b y  a  c l i n o m e t e r  a t  e a c h  s e c t i o n  o f  t h e  

c h a n n e l .  I t  was f o u n d  t h a t  t h e  s l o p e  d i f f e r e d  f r o m  one 

s e c t i o n  t o  t h e  o t h e r ,  w h i c h  m e an s  t i i a t  t h e  g l a s s  b e d  was n o t  

q u i t e  p l a n e .

The s e c o n d  m e t h o d  o f  m e a s u r e m e n t  was a p p l i e d  t o  

e x p e r i m e n t s  (7 -  1 5 ) .  To o b t a i n  r e s u l t s  f o r  t h e  e a r l i e r  

e x p e r i m e n t s  ( l  -  6) o f  c o m p a r a b l e  a c c u r a c y ,  a  n u m e r i c a l  

t e c h n i q u e  o f  c u r v e  f i t t i n g  was a p p l i e d  t o  c a l c u l a t e  t h e  

a r e a ,  t h e  d e p t h  o f  f l o w  a n d  t h e  w e t t e d  p e r i m e t e r .  T h i s  

m e t h o d  o f  i n t e r p o l a t i o n  w i l l  be e x p l a i n e d  i n  s e c t i o n  ( 3 . 4 ) ,  

a n d  s u p e r c e d e s  t h e  g r a p h i c a l  m e t h o d  d e s c r i b e d  i n  s e c t i o n  

( 3 . 2 . 1 ) .



3 . 3  SHAPE OP RH13BÏÏR DPPC.RÎ.TED BY WATER PRESSURE

To f i n d  t h e  s h a p e  o f  t h e  r u h h e r  h e d  d e f o r m e d  h y  

w a t e r  p r e s s u r e ,  i t  was t r e a t e d  a s  a  membran e  s u b j e c t e d  t o  

h y d r o - s t a t i c  p r e s s u r e  d i s t r i b u t i o n .  I t  was  f o u n d  t h a t  t h e  

e q u a t i o n  o f  t h e  s u r f a c e  c a n  h e  d e s c r i b e d  i n  t e m s  o f  e l l i p t i c  

f u n c t i o n s  ( s e e  a p p e n d i x  I I ) .

The w e t t e d  p e r i m e t e r y - i s

W = ^  K(k )  ...............   ( 3 . 3 . 1 . )

j
w h e r e  h  i s  t h e  maximum d e p t h ,  k  i s  a  “ s h a p e  p a r a m e t e r ” a n d

H(k )  i s  a  c o m p l e t e  e O . l i p t i c  i n t e g r a l  o f  f i r s t  k i n d .

The w i d t h  o f  t h e  f r e e  s u r f a c e  i s

l3 = -  f2E (k)  -  K(k)J ..........  ( 3 . 3 . 2 . )
k  *•

w h e r e  E -  E ( k )  i s  a  c o m p l e t e  e l l i p t i c  i n t e g r a l  o f  s e c o n d  

k i n d .

The c r o s s  s e c t i o n a l  a r e a  o f  t h e  p r o f i l e  i s  
2

A = -  (1  ~ k ^ )  ................................................... . ( 3 . 3 . 3 . )
k

a n d  t h e  d e p t h / w i d t h  r a t i o  i s

h / b  = - — ^ ......    ( 3 . 3 . 4 . )
(2E -  k )

F i n a l l y  6o i s  t h e  v a l u e  o f  0 a t  t h e  f r e e  s u r f a c e

i . e .  ( t h e  i n c l i n a t i o n  o f  t h e  t a n g e n t  p l a n e  t o  t h e  r u b b e r

h e d  a t  t h e  f r e e  s u r f a c e  t o  t h e  h o r i z o n t a l ) , t h e n  t h e  s h a p e



parameter may be i n t e r p r e t e d  as

k  = s i n  1 ^    ( 3 . 3 . 5 . )

V a l u e s  o f  (2E)  , (K) , (2E -  If) a r e  o b t a i n e d  f r o m
( 8 )

t h e  t a b l e s  o f  e l l i p t i c  i n t e g r a l s ,  a n d  a r e  t a b u l a t e d  i n  

( T a b l e  4 ) ,  f o r  d i f f e r e n t  v a l u e s  o f  6 o .  T a b l e  ( 4 )  a l s o  g i v e s  

t h e  v a l u e s  o f  h / b , A / b ^  a n d  w / b , The v a r i a t i o n  o f  ^  v e r s u s  

a n d  o f  4  a n d  s e c 0  v e r s u s  è  a r e  a l l  shown g r a p h i c a l l yb^  e
i n  F i g u r e  ( l O ) .

h  AThe e x p e r i m e n t a l  v a l u e s  o f  ^  v e r s u s  a r e
b''-

r e p r e s e n t e d  o n  t h e  same f i g u r e .  I t  i s  s e e n  t h a t  m o s t  o f  

t h e  p o i n t s  l i e  v e r y  c l o s e  t o  t h e  t h e o r e t i c a l  c u r v e .  T h i s  

m e a n s  t h a t  t h e  a c c u r a c y  o f  m e a s u r e m e n t  i s  q u i t e  a c c e p t a b l e ,  

a n d  t h a t  t h e  t h e o r e t i c a l  m o d e l  a s s u m e d  i s  a d e q u a t e .

The v a l u e s  o f  ^  a r e  o b t a i n e d  f r o m  t h e  t h e o r e t i c a l

c u r v e  o f  “  v e r s u s  f r o m  w h i c h  w ( t h e  w e t t e d  p e r i m e t e r )  i s
2f o u n d .  The v a l u e s  o f  h / b ,  A /b  a n d  w/b  a r e  t a b u l a t e d  i n  

( T a b l e  5 ) .

I t  i s  w o r t h w h i l e  m e n t i o n i n g  t h a t  A,  h  a n d  w a i ' e  

t h e  m e a s u r e d  v a l u e s  o f  t h e  c r o s s  s e c t i o n a l  a r e a ,  d e p t h  a n d  

w e t t e d  p e r i m e t e r  r e s p e c t i v e l y  o f  t h e  v o l u m e  o f  w a t e r  a n d  r u b b e r  

s h e e t  t o g e t h e r .  I t  i s  t h e r e f o r e  n e c e s s a r y  t o  c o r i ' c c t  t h e  

r e s u l t s  t o  t a k e  a c c o u n t  o f  t h e  t h i c k n e s s  o f  t h e  r u b b e r  b e d .

\7e make t h i s  d i s t i n c t i o n  by  g i v i n g  t h e  m e a s u r e d  

v a l u e s  o f  A,  h  a n d  w, t h e  s u b s c r i p t  "m” , w h i l s t  t h e  c o r r e c t e d  

v a l u e s  a r e  g i v e n  s u b s c r i p t  “C'l.



c (

I t  i s  t h e n  f o u n d  t h a t

h ^  = ĥ ^̂  + t ( s e o 0 o  ~ l )  a n d  ................  ( 3 * 3 . 6 , )

A-q = \  + b t  s e c 0 o  -  V ig    ( 3 . 3 . 7 . )

w h e r e  t  i s  t h e  t h i c k n e s s  o f  t h e  r u b b e r  b e d  .which was equa:

t o  0 . 0 2 3 " ,  a n d  b i s  t h e  w i d t h  o f  t h e  f r e e  s u r f a c e  ( s e e

a p p e n d i x  I I I ) .

The v a l u e s  o f  a r e  o b t a i n e d  a s  e x p l a i n e d

b e f o r e ,  b u t  u s i n g  t h e  v a l u e s  o f  —  i n s t e a d  o f  The

d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  c o n n e c t e d  v a l u e s  a n d  t h e  m e a s u r e d

v a l u e s  i s  v e r y  s m a l l ,  a s  w i l l  be  s e e n  by  c o m p a r i n g  t h e  
h ^  A

v a l u e s  o f  tt-  , — a n d  s e c 0 o  t a b u l a t e d  i n  ( T a b l e  6) w i t hD
t h o s e  i n  ( T a b l e  5 ) .  T h e s e  v a l u e s  a r e  r e p r e s e n t e d  o n  t h e

lorericai variation ox
( s e e  F i g u r e  1 0 ) .

c u r v e  o f  t h e  t h e o r e t i c a l  v a r i a t i o n  o f  ^  ^  v e r s u s  0o



-2d-

3*4  METHOD OF INTERPOLATION

As we h a v e  s e e n  i n  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n ,  t h e  

o r d i n a t e s  c o m p o s i n g  t h e  p r o f i l e  o f  r u b b e r  f o r  e x p e r i m e n t s  

(1  -  6 ) ,  w e re  m e a s u r e d  a t  a b s c i s s a e  d i f f e r e n t  t h a n  t h o s e  o f  

o t h e r  e x p e r i m e n t s  (7 -  1 5 ) .  The two o r d i n a t e s  a t  t h e  end  

p o i n t s  o f  t h e  f r e e  s u r f a c e  w e r e  n o t  m e a s u r e d .  The p o i n t  

t o  be made i s  t h a t  t h e  c o m p a r i s o n  o f  e x p e z ' i m e n t a l  w i t h  t h e  

t h e o r e t i c a l  m o d e l  sh ow ed  t h a t  t h e  l a t t e r  was  a  s a t i s f a c t o r y  

way o f  d e r i v i n g  v a l u e s  o f  h / b  a n d  w/b  f r o m  A / b ^ .  A 

n u m e r i c a l  f o r m u l a  t h e n  d e r i v e d  t o  i n t e r p o l a t e  t h e  v a l u e s

o f  h / b  a n d  A / b ^ .  T h e s e  were  f o u n d  t o  be  c o n s i s t e n t  o n c e  

a g a i n  w i t h  t h e  t h e o r y  ( s e e  a p p e n d i x  I V ) .

The c o r r e c t e d  v a l u e s  o f  h  / b  a n d  A / b ^  w er ec c
c a - l c u l a t e d  a s  e x n l a i n e d  b e f o r e .



FREE SURFACE SLOPE, C O E F F IC IE NT 03? F R I C T I ON AND

REYNOLDS NUMBER FOR STEADY CHANNEL FL07/

4 . 1  FREE SURFACE SLOPE

Any p o i n t  on  t h e  f r e e  s u r f a c e  c o u l d  b e  l o c a t e d  

w i t h  r e s p e c t  t o  a  h o r i z o n t a l  datium by  a d d i n g  t h e  d i s t a n c e  

( z )  f r o m  t h e  h o r i z o n t a l  d a t u m  t o  t h e  r u b b e r  b e d  t o  t h e  

d e p t h  o f  w a t e r  ( h )  a t  t h e  p o i n t  c o n s i d e r e d .  The h e i g h t  o f  

t h e  f r e e  s u r f a c e  p o i n t  a b o v e  t h e  h o r i z o n t a l  da t u m  i s  t h e n

H = h  4- z      ( 4 . 1 . 1 . )

V a l u e s  o f  h ,  z a n d  H a r e  t a b u l a t e d  i n  ( T a b l e  7 ) .

The s l o p e  o f  t h e  f r e e  s u r f a c e  ( i )  i s  t h e o r e t i c a l l y  

d H / d z ,  b u t  t h e  d a t a  w e r e  n o t  s u f f i c i e n t l y  a c c u r a t e  t o  a l l o w  

s i m p l e  d i f f e r e n c i n g  o f  t h e  m e a s u r e d  v a l u e s  o f  H t o  o b t a i n

t h i s  d e r i v a t i v e .  I n s t e a d  t h e  l e a s t  s q u a r e  m e t h o d  was u s e d

t o  f i t  a  s t r a i g h t  l i n e  t o  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  f o r  H

v e r s u s  x  ( s e e  a p p e n d i x  V) a n d  t h e  s l o p e  o f  t h e  r e g r e s s i o n

l i n e  was t a k e n  a s  ( d H / d z ) .  T h i s  m e t h o d  a l s o  p e r m i t t e d  

a s s e s s m e n t  o f  t h e  e r r o r  o f  dH/dz  so c a l c u l a t e d .

I t  i s  w o r t h w h i l e  m e n t i o n i n g  h e r e  t h a t  t h e  a u t h o r s  

o f  a l l  r e f e r e n c e s  f o r  c h a n n e l  fhow t r e a t  t h e  v e l o c i t y  o v e r  

t h e  s e c t i o n  a s  a  c o n s t a n t .  I t  f o l l o w s  f r o m  t h a t  a s s u m p t i o n  

t h a t  t h e  e n e r g y  E^^. d i s s i p a t e d  i n  u n i t  t i m e  i n  t h e  r e g i o n  

b e t w e e n  t h e  s e c t i o n s  1 a n d  2 i s  e o u a l  t o



E I f 2 I f  2
i p ^  = J  J u (z^  + + |g )d A  -  j  j  u ( z g  + hg + ^ )c lA

1 2

= Q ( — %2 “  hg  ) 4- ^ ^ *2^ uA — % \  "gyi dA , , , ,  ( 4 , 1 , 2 , )
1 2

S u p p o s i n g  now t h a t  t h e  v e l o c i t y  i s  u n i f o r m  a t  

e a c h  o f  t h e s e  s e c t i o n s ,  i . e ,  u  = v^  a t  s e c t i o n  ]. w h i l e  

u  = V2 a t  s e c t i o n  2.  Then  ( 4 . 1 , 2 , )  b e c o m e s

2 2
Epo -  ^2
^  -  Z g  -  h g  H. g ^ ----------

■o

L e t  ( i )  b e  t h e  g r a d i e n t  o f  t h e  t o t a l  h e a d ,  a n d  

l e t  ” e “ be  t h e  e n e r g y  d i s s i p a t e d  i n  u n i t  l e n g t h  o f  c h a n n e l  

i n  u n i t  t i m e .  T h e n  e q u a t i o n  ( 4 . 1 . 2 . )  i s  e q u i v a l e n t  t o

e = gpQi  ...........................................................................  ( 4 , 1 , 3 . )

Now when t h e  v e l o c i t y  i s  c o n s t a n t  a c r o s s  t h e  

s e c t i o n  e i s  e q u a l  t o  v  m u l t i p l i e d  b y  t h e  r e s i s t a n c e  o f  

u n i t  l e n g t h  o f  c h a n n e l ,  i . e .

e = V rm w ........................................................................... ( 4 . 1 , 4 . )

From ( 4 , 1 , 3 . )  a n d  ( 4 . 1 . 4 . )

rm ~ gpmi  ..................................................... ( 4 . 1 , 5 . )



O-L-

I t  i s  t o  be  u n d e r s t o o d  h o w e v e r ,  t h a t  i t  i s  a  

c r u d e  a y j j r o x i m a t i o n  t o  t r e a t  t h e  v e l o c i t y  a s  c o n s t a n t  o v e r  

t h e  s e c t i o n .  T h i s  was t h e  r e a s o n  t h a t  t h e  s l o p e  o f  t h e  

t o t a l  h e a d  l i n e  was t r e a t e d  h e r e  by  n e g l e c t i n g  t h e  c h a n g e  

i n  k i n e t i c  o n e r g y  ô— a s  d e s c r i b e d  b y  e q u a t i o n  ( 4 . 1 . 1 , ) .  

The v e l o c i t y  o f  f l o w  v a r i e s  f i t  d i f f e r e n t  p o i n t s  of .  t h e  

c r o s s  s e c t i o n  o f  t h e  c h a n n e l .  The f r i c t i o n a l  r e s i s t a n c e  

o f  t h e  s i d e s  c a u s e s '  t h e  w a t e r  t o  s l o w  down t o w a r d s  t h e  

s i d e s  o f  t h e  c h a n n e l ,  a n d  t h e  f r i c t i o n a l  " r e s i s t a n c e  b e t w e e n  

t h e  w a t e r  s u r f a c e  a n d  t h e  a t m o s p h e r e  c a u s e s  a  s l i g h t  

r e d u c t i o n  o f  v e l o c i t y  a t  t h e  f r e e  s u r f a c e .



4 , 2  CO EFFICIEN T OF F R IC T IO N AND REYNOLDS NUMBER

L e t  u s  c o n s i d e r  a n  e l e m e n t  o f  f l u i d  c o n t a i n e d
(3)

b e t w e e n  a  p a i r  o f  n o r m a l  p l a n e s  a t  u n i t  d i s t a n c e  a p a r t .

As t h e  r e g i m e  i s  u n i f o r m  a n d  s t e a d y ,  e v e r y  f l u i d  p a r t i c l e

i s  u n a c c e d e r a t e d  a n d  t h e  f o r c e s  o n  t h e  e l e m e n t  m u s t  
■>

t h e r e f o r e  b e  i n  e q u i l i b r i u m .  S i n c e  t h e  a t m o s p h e r i c  

p r e s s u r e  a t  t h e  f r e e  s u r f a c e  i s  a s s u m e d  t o  b e  c o n s t a n t ,  i t  

f o l l o w s  t h a t  t h e  p r e s s u r e s  a t  c o r r e s p o n d i n g ;  p o i n t s  o f  a n y  

two n o m a l  s e c t i o n s  a r e  t h e  s a m e , so t h e  p r e s s u r e s  on t h e  

e l e m e n t  a r e  t h e m s e l v e s  i n  e q u i l i b r i u m .  C o n s e q u e n t l y  t h e  

comi^onent  o f  t h e  w e i g h t  o f  t h e  e l e m e n t  i n  t h e  d i r e c t i o n  

o f  f l o w  m u s t  b a l a n c e  t h e  f r i c t i o n a l  f o r c e  o n  t h e  e l e m e n t  

a t  t h e  b e d  o f  t h e  c h a n n e l .  L e t  r  be  t h e  f r i c t i o n a l  s t r e s s  

a t  t h e  b e d  i n  t h e  d i i ’e c t i o n  o f  t h e  g e n e r a t o r s  ( t h e  d i r e c t i o n  

o f  m e a n  f l o w )  a n d  l e t  (dw) be  a n  e l e m e n t  o f  t h e  w e t t e d  

p e r i m e t e r .  T h e n  t h e  t o t a l  f r i c t i o n a l  r e s i s t a n c e  p e r  u n i t  

l e n g t h  i sO

Tdw -  w rm , s a y  ................................................ ( 4 . 2 . 1 . )

w h e r e  w i s  t h e  t o t a l  w e t t e d  p e r i m e t e r  a n d  rm i s  t h e  mean  

f r i c t i o n a l  s t r e s s .  The w e i g h t  o f  t h e  e l e m e n t  i s  pgA, w h e r e  

A i s  t h e  c r o s s  s e c t i o n a l  a r e a  o f  t h e  c h a n n e l  up  t o  t h e  f r e e  

s u r f a c e  ( t h e  a r e a  o f  t h e  w e t t e d  c r o s s  s e c t i o n ) , a n d  t h e  

c o m p o n e n t  o f  t h e  w e i g h t  i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  f l o w  i s  

( i  PgA) ,
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C o n s e q u e n t l y  t h e  c o n d i t i o n  o f  e q u i l i b r i u m  i s

w rm -  i  pgA.

Tm = i  pgm  ................ * ......................   ( 4 , 2 . 2 , )

w h e r e  m = ^  i s  t h e  h y d r a u l i c  m e a n  d e p t h

By d e f i n i t i o n  t h e  s k i n  f r i c t i o n  c o e f f i c i e n t  i s

o f  = a q . .......................................................................  ( 4 . 2 , 3 . )
2Pv

w h e r e  v  i s  t h e  mean  v e l o c i t y  o f  f l o w  

I t  f o l l o w s  t h a t

o f  = n Æ ............................................................................  ( 4 , 2 . 4 . )

The R e y n o l d s  n u m b e r  w i l l  be  d e f i n e d  h e r e  a s

R = ~ ....................... ............................................................. ( 4 , 2 . 5 . )

w h e r e  v i s  t h e  k i n e m a t i c  v i s c o s i t y  o f  t h e  f l u i d

3
R . c f  =.......................................................................................  ( 4 , 2 . 6 . )

Qvv}

Ve s h a l l  n e x t  c a l c u l a t e  t h e  t h e o r e t i c a l  v a l u e s  

o f  ( R . c f )  f o r  l a m i n a r  a n d  t u r b u l e n t  f l o w s  i n  a n  o p e n  

c h a n n e l .



4 . 2 . 1  LAMINAR FLOY

By t h e  u s u a l  a s s u m p t i o n s , t h e  e q u a t i o n s  o f  

m o t i o n  a r e  t a k e n  a s

2 „ g i, 8 u . __ _  ̂A p 1 1 \
V  u  "  "  V 0x ................... ( , 4 . 2 , 1 . 1 . ;

w h e r e  i  i s  t h e  s l o p e  o f  t h e  f r e e  s u r f a c e  a n d  u  = o a t  t h e

b o u n d a r i e s  o f  t h e  p i p e .

The t h e o r e t i c a l  v a l u e s  o f  R . c f  a r e  d e r i v e d  i n  

( a p p e n d i x  VI )  a n d  a r e  f o u n d  t o  be

F o r  a  p a r a b o l i c  s h a p e ,  R . c f  = ^

F o r  a  z - e c t a n g u l a r  s h a p e ,  R . c f  = 6

F o r  a  t r i a n g u l a r  s h a p e ,  R . c f  = 3

4 . 2 . 2  TURBULENT FLOW

The B l a s i u s  e q u a t i o n  f o r  t h e  s k i n  f r i c t i o n  o f  

t h e  f l o w  i n  a  s m o o t h  p i p e  o f  c i r c u l a r  c r o s s  s e c t i o n  i s

o f  = = n u n  ........... ( 4 , 2 . 2 . 1 . )
fp v  ( a )  Ï

whe r e  D i s  t h e  d i a m e t e r  o f  -'jhe p i p e  ( e q u a l  t o  4m) .

=  / Ü f î / 4  = ......................................... .....................................  ( 4 . 2 . 2 . 2 . )

i  V /



By m u l t i p l y i n g  c f  i n  e q u a t i o n  ( 4 . 2 . 2 .  2 . )  b y  . R e y n o l d s  

n u m b e r  t h e r e f o r e  we f i n d  t h e  v a l u e  o f

R . c f  = f       ( 4 , 2 . 2 . 3 0
48

w h i c h  i s  t h e  t h e o r e t i c a l  v a l u e  o f  R . c f  f o r  t u r b u l e n t  f l o w  

i n  o p e n  c h a n n e l s .

A l l  t h e  f o r m u l a e  f o r  r e s i s t a n c e  i n  p e r f e c t l y  s m o o t h  

p i p e s  a r e  e m p i r i c a l . The B l a s i u s  f o r m u l a  was c h o s e n  b e c a u s e  

o f  i t s  s i m p l i c i t y .

The e x p e r i m e n t a l  v a l u e s  o f  R v e r s u s  c f  a r e  

r e p r e s e n t e d  on  a  g r a p h  c o n t a i n i n g  t>io t h e o r e t i c a l  v a l u e s  

o f  l a m i n a r  a n d  t u r b u l e n t  f l o w s  i n  o p e n  c h a n n e l s  shown i n  

( R i g .  1 3 ) .
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^  OBSERVATIONS AND RESULTS

5 . 1  OBSERVATIONS

T h r e e  c o m p l i c a t i o n s  a f f e c t e d  t h e  e x p e r i m e n t a l

r e s u l t s .

( a )  H y d r a u l i c  j u m p .

( h )  U n e v e n e s s  o f  t h e  g l a s s  L e d .

( c )  U n e v e n e s n  o f  t h e  x u h b e r  h e d .

E a c h  o f  t h e m  w i l l  he  c o n s i d e r e d  s e p a r a t e l y .

( a )  HYDEAULIC J UMP

I t  was o b s e r v e d  f o r  b o t h  g r o u p s  o f  e x p e r i m e n t s  

( l  -  6) a n d  (7 -  15)  t h a t  when t h e  w a t e r  f i r s t  was  a l l o w e d  

t o  f l o w  down t h e  c h a n n e l  a  h y d r a u l i c  jump was f o i m e d  

a p p r o x i m o > t e l y  h a l f  way down t h e  c h a n n e l .  S u b s e q u e n t l y  

w i t h i n  a b o u t  a  m i n u t e , t h e  jump s e e m e d  t o  move u p s t r e a m  

f o r  a  d i s t a n c e  o f  a p p r o x i m a t e l y  one f o o t .  O n l y  a  few s m a l l  

r i p p l e s  oh  t h e  f r e e  s u r f a c e  o f  w a t e r  w e r e  o b s e r v e d  a t  

d i s t a n c e s  g r e a t e r  t h a n  a b o u t  a  f o o t  d o w n s t r e a m  f r o m  t h e  

jump .  M e a s u r e m e n t s  o f  c o u r s e  were  n o t  made a t  p o s i t i o n s ,

a f f e c t e d  by  t h e  jump.

I t  was a l s o  o b s e r v e d  t h a t  t h e  s l o p e  o f  t h e  

c h a n n e l  h a s  a  c o n s i d e r a b l e  e f f e c t  o n  t h e  p o s i t i o n  o f  t h e  

jump.  I t  was  o b s e r v e d  f o r  f a s t e r  f l o w  ( w i t h  s t e e p e r  s l o p e ) ,  

t h e  jump moved  do w ns t re a ,m ,  a n d  when  t h e  s l o p e  w a s d e c r e a s e d
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t h e  jump moved  u p  o t  r e  am. I t  i s  o b v i o u s  t h a t ,  i i  s i  ope

w e r e  made s m a l l e r . o r  s t e e p e r  t h e n  t h e  jump w o u l d  v a n i s h  

c o m p l e t e l y .  O t h e r  c o m p l i c a t i o n s  w o u l d  t h e n  a r i s e ,  b e c a u s e  

o f  t h e  s u x j e r c r i t i c a l  f l o w  i n  c a s e  o f  s t e e p  s l o p e s ,  a n d  

c o n s i d e r a b l e  d i f f e r e n c e  i n  t h e  c r o s s - s e c t i o n  o f  t h e  

p r o f i l e  o f  w a t e r  f r o m  one  s e c t i o n  t o  t h e  o t h e r  i n  ' c a s e  o f  

v e r y  s m a l l  s l o p e s .

( b )  • _ UNEVEhSdd OF THE GLASS BED

Some m e a s u r e m e n t s  w e r e  a l s o  a f f e c t e d  by  t h e  

u n e v e n e s s  o f  t h e  g l a s s  b e d  a n d  t h e  two a n g l e s  s u p p o r t i n g  

t h e  c h a n n e l ,  on  w h i c h  t h e  r u b b e r  b e d  was c l a m p e d .  T h i s  

u n e v e n e s s  was  i n  b o t h  d i r e c t i o n s ,  a l o n g  a n d  a c r o s s  t h e  

c h a n n e l .

An a r t i f i c i a l  p l y w o o d  b e d  h a v i n g  t h e  d i m e n s i o n s  

1 0 f t  X 1 2 i n s  X 0 . 5 d n ,  was f i x e d  by  G clamx)s o n  t h e  g l a s s  

b e d .  I t  h e l p e d  i n  m i n i m i z i n g  t h e  d i f f e r e n c e  i n  t h e  s l o p e  

b e t w e e n  one  s e c t i o n  a n d  a n o t h e r  a l o n g  t h e  c h a n n e l .
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5 . 3  UNEVENESS OF THE BED

The u n e v e n e s s  o f  t h e  a n g l e s  s u p % ) o r t i n g  t h e  

c h a n n e l ,  a n d  on  w h i c h  t h e  r u h h e r  b e d  was c l a r a p e d  a f f e c t e d  

t h e  e v e  n e s s  o f  t h e  r u b i i e r  b e d  t o  ci c e r t a i n  e x t e n t ,  a n d  

a c c o r d i n g l y  t h e  s l o p e  o f  t h e  r u b b e r  b e d  was  a l s o  a f f e c t e d .  

S e v e r a l  a t t e m p t s  \ / e r e  made t o  make t h e  a n g l e s  a s  s t r a i g h t  

a s  p o s s i b l e  , bu'b t h e  3? e w a  s a  1 w ay  s s o me d i f f é r é  no e b e t  w e e n  

one  s e c t i o n  a n d  a n o t h e r .  A c c o r d i n g l y  t h e  m e a s u r e d  s l o p e  

o f  t h e  f r e e  s u r f a c e  ( i )  was a l s o  d i f f e r e n t  f r o m  one  

s e c t i o n  t o  a n o t h e r .

T h i s  p i ' o b l e m  was v e r y  d i f f i c u l t  t o  o v e r c o m e ,  a n d  

t h e  o n l y  s o l u t i o n  a p p e a r e d  t o  be  a  m a j o r  s t r u c t u x a h  

x-’G - d e s i g n  o f  t h e  c h a n n e l .

5 . 4  ■ liEoUITS

V a l u e s  o f  R e y n o l d s  n u m b e r  a n d  t h e  f r i c t i o n  

c o e f f i c i e n t  a r e  t a b u l a t e d  i n  ( T a b l e  8 ) .  F o r  a l l  t h e  

f i f t e e n  e x p e r i m e n t s  c o n s i d e r e d  t h e  r a n g e  o f  R e y n o l d s  

n u m b e r  was b e t w e e n  470G a n d  935 a n d  t h e  f r i c t i o n  

c o e f f i c i e n t  v a i h e d  f r o m  O . O I 5 t o  0 . 0 0 5 . ____________________ _

The s t a n d a r d  e r r o r  w h i c h  i s  e q u a l  t o  \ |  —/ .al   ̂
+  —6was f o u i i a  t o  b e  -  274 x 10 , w h i c h  i s  a b o u t  0 . 0 3  o f  t n e

m e a n  c f .
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TESTS UITH THE RUBIER Bj3D BEING TIGHTENED

O t h e r  t e s t s  w e re  t r i e d  w h e r e  t h e  r u b b e r  b e d  

was t i g h t e n e d  s u f f i c i e n t l y , t o  - e n s u r e  t h a t  t h e  w h o le  

w i d t h  o f  t h e  c h a n n e l  was w e t t e d .  Two d i f f e r e n t  m a t e r i a l s  

w e re  u t e d  f o r  t h e  b e d ,  t h e  f i r s t  was  t h e  same r u b b e r  

( 0 . 0 2 3 "  t h i c k )  u s e d  f o r  t h e  p r e v i o u s  e x j . ) e r i m e n t s  a n d  

t h e  s e c o n d  was a  no t h  e r  r u b b  e r  ( 0 . 01" t h i c k )  . V/ i t h  bo t h  

b e d s  t h e  w a t e r  f l o w e d  i n  a  d i s t u r b e d  s t a t e  \ h t h  

s i n u s o i d a l  f r e e  s u r f a c e  wav e s  i n  p l a n .  * The b e d  a l s o  

o s c i l l a t e d .  Ho m e a s u r e m e n t s  were  t a k en  b e c a u s e  o f  t h e  

u n s t e a d i n e s s  o f  t h e  f l o w , a l t h o u g h  i t  was  o b s e r v e d  t h a t  

t h e  w e t t e d  p e r i m e t e r  was  b i g  a n d  t h e  a r e a  o f  f lov ;  v;as 

s m a l l  c o m p a r e d  t o  t h o s e  i n  t h e  p r e v i o u s  e x p e r i m e n t s ,

I f  we g i v e  a  v a l u e  f o r  t h e  h y d r a u l i c  m e an

d e p t h  (m) e q u a l  t o  s a y ,  0 , 0 2  f t . ,  a n d  a  v a l u e  o f  v ,  s a y ,
/ 1 o o

2 f t / s e c ,  , t h e n  t h e  v a l u e  o f  ■^pvhii"“ w i l l  b e  a b o u t

16 X 10“ "̂  l b .  C o n s i d e r i n g  f i r s t  t h e  s h e e t  o f  r u b b e r

0 , 0 2 3 "  t h i c k ,  t h e  c o r r e s p o n d i n g  v a l u e  o f  Gt^/%pv^m^ w i l l

be  a b o u t  9 . 4  a n d  — a b o u t  0 . 1 ,  w h i c h  m i g h t  p l a c e  t h e

m a t e r i a l  i n  t h e  r e g i o n  w h e r e  t h e  f l e x u r a l  w a v e s  e x i s t .

A l s o ' w i t h  t h e  o t h e r  m a t e r i a l  ( O . 0 1 “ t h i c k ) ,  t h e  v a l u e  o f

G t ^ / ^ p v ^ m ^  w i l l  bo a b o u t  2 v.hth, a  v a l u e  o f  ^  a b o u t  0 . 0 4 ,

w h i c h  m i g h t  a l s o  p l a c e  t h e  m a t e r i a l  i n  t h e  r e g i o n  w h e r e

t h  0 f i e x u r a l  wave s e x i  o t .
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7 .  STATISTICAL ANALYSIS AND CGITCLU3IQITS

7 . 1  STATISTICAL ANALYSIS‘

Tho o b j e c t  o f  t h i s  a n a l y s i s  - i s  t o  f i n d  w h e r e  t h e  

m o s t  p r o b a b l e  v a l u e s  o f  R e y n o l d s  n u m b e r  f o r  l a m i n a r ,  

t r o n i s i t i o n ,  a n d  t u r b u l e n t . f l o w  a r e  l i k e l y  t o  be  ( s e e  

a p p e n d i x  V I I ) .  By a s s u m i n g  a  n o r m a l  d i s t r i b u t i o n  o f  

o b s e r v a t i o n s  a b o u t  t h e  m e a n ,  a n d  t h e  v a l u e s  o f

c f  -  ( c f  l r i m i n a r ) m  / s . D , ,  a n d  ( c f  t u r b u l e n t ) m  -  c f  / s ^ D  

w h e r e

c f  i s  t h e  m e a n  e x p e r i m e n t a l  v a l u e  o f  t h e  f r i c t i o n  c o e f f i c i e n t ,  

( c f  l a m i n a r ) m ,  ( c f  t u r b u l e n t ) m ,  a r e  t h e  c a l c u l a t e d  v a l u e s  

o f  l a m i n a r  a n d  s m o o t h  t u r b u l e n t  flov. '  f r i c t i o n  c o e f f i c i e n t s  

a t  t h e  R e y n o l d s  n u m b e r  R m . , a n d

S . D .  i s  t h e  s t a n d a r d  d e v i a t i o n  = — —-  — —-,
0 . 5 7 5

we c a n  c a l c u l a t e  (P l am)m a n d  ( p  t u r b  ) m, t h e  p:oob c h i l i  t i c s  

t h a t  t h e  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  were  a  s a m p l e  o f  

m e a s u r e m e n t s  i n  w h i c h  t h e  s k i n  f r i c t i o n  w a s ( r e s p e c t i v e l y )  

no b i g g e r  t h a n  t h a t  i n  l a m i n a r  f l o w , a n d  no s m a l l e r  t h a n  

t h a t  i n  t u r b u l e n t  f l o w .  The p r o b a b i l i t y  t h a t  t h e  a c t u a l  

s k i n  f r i c t i o n  l i e s  b e t w e e n  t h e  l a m i n a r  a n d  t u r b u l e n t  f lo ' . ;  

v a l u e s  i s

( p  t r a n s i t i o n ) m  = 1 -  (P  l a m i n a r ) m  -  ( p  t u r b u l e n t ) m ,  s i n c e  

t h e  s u n  o f  t h e  t h r e e  p r o b a b i l i t i e s  i s  e q u a l  t o  1 .
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The v a l u e s  o f  R e y n o l d s  n u m b e r  a r e  a r r a n g e d  i n  

a  way s u c h  t h a t  R^ R^ . . . .  <^Rm, a n d  t h e  v a l u e s

o f  t h e  p r o b a b i l i t y  f o r  l a m i n a r , t r a n s i t i o n ,  a n d  t u r b u l e n t  

a r e  c a l c u l a t e d  f o r  m -  1 ,  n e x t  f o r  m = 2 ,  e t c .  F o r

m = 2 ' t h e  p r o b a b i l i t i e s  ^a r e  f o u n d  t o  be  6 ,  b u t  t h i s  d o e s  

n o t  r e p r e s e n t  a l l  t h e  p r o b a b i l i t i e s  ( t h a t  i s  when  a d d e d  

t o g e t h e r  t h e y  do n o t  sum u%3 t o  u n i t y ) . T h e r e  a r e  t h r e e  

p r o b a b i l i t i e s  w h i c h  r e p r e s e n t  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  a  d e c r e a s e  

i n  f r i c t i o n  a s  t h e  Reyno lds ,  n u m b e r  i s  i n c r e a s e d  f r o m  R^ t o  

R ^ . I t  w o u l d  seem r e a s o n a b l e  t o  d i s x ) 0 s e  o f  t h o s e  a s  

i m p o s s i b l e  on  p h y s i c a l  g r o u n d s ,  i n  w h i c h  t h e  6 

p r o b a b i l i t i e s  d e f i n e d  a b o v e  m u s t  b e  d i v i d e d  by  t n c i r  t o t a l  

sum ( a  n u m b e r  l e s s  t h a n  1 ) ,  a n d  t h e s e  i n c r e a s e d  v a l u e s  

d e n o t e  t h e  c o r r e c t e d  p r o b a b i l i t i e s ,  i g n o r i n g , t h a t  i s ,  t h e  

p o s s i b i l i t y  o f  r e d u c t i o n  o f  f r i c t i o n  w i t h  i n c r e a s e d  

Rey n o 1 d s numbe r .

The n o t a t i o n  i s  made more  c o n v e n i e n t  by  p u t t i n g  

(P  l am)m = P^m (P t r a n s ) m  = P^m ( P t u r b ) m  -  P^m

a n d  c0,1 l i n g  P(  v , q) t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  t h e  f r i c t i o n  v a l u e  

i s  l a m i n a r  f o r  R ^ R v ,  a n d  t u r b u l e n t  f o r  R ^ ^ R p  w h e r e

+ 1 ,  t h e n  t h e  f i n a l  s e t  o f  r j r o b a b i l i t i e s  c a l c u l a t e d  

f o r  m “ M, s a y ,  h a s  b e e n  c a l c u l a t e d  by t h e  a b o v e  i t e r a t i o n ,  

' .e h a v e  a n  a r r a y  o f  i  (N + 1)  ( h  2) p r o b a b i l i t i e s .

P ( v , q )  w h e r e  v = 0 , 1  . . .  (p, -  1)  a n d  [x 1 , 2  . . .  ( h  4 1 ) ,



b y  t a b u l a t i n g  t h e m  i n  a  m a t r i x  f o r m  w i t h  e a c h  ncv; rr-.lue 

O j :  V o c c u p y i n g  a  row ,  a n d  e a c h  v a l u e  o f  p  a  co lu i : in ,  i t  

s h o u l d  be o b s e i r v a b l e  w h a t  t h e  m o s t  p r o b a b l e  v a l u e s  o f  v 

a n d  p a r e  l i k e l y  t o  b e .  F u r t h e r  i t  s h o u l d  b e  p o s s i b l e
J

t o  e n c l o s e  a  r a n g e  o f  v a l u e s  o f  v a n d  q a b o u t  t h e  maximum 

p r o b a b i l i t y  v a l u e ,  s u c h  t h a t  t h e i r  sura i s  e c u a l  t o  h a l f .

T h i s  w o u l d  t h e n  i n d i c a t e  t h e  m o s t  T^robab le  r a n g e  o f  e a c h  

o f  t h e  v a l u e s  v a n d  q ,  a n d  h e n c e  d e n o t e  t 'ne m o s t  p r o b a b l e  

r a n g e  o f  Rv ,  t h e  R e y n o l d s  n u m b e r  o f  t r a n s i t i o n ,  a n a  o f

Rp t h e  R e y n o l d s  nurabor  o f  f u l l y  e s t a b l i s h e d  t u r b u l e n t  f l o w .
1 -  pThe v a l u e s  o f  d ,  p = — a r e  t a b u l a t e d  i n

( T a b l e  9 ) .  The v a l u e s  o f  Rm, c f ,  ( d m .  c f ) ,  ( 3 . D . ) ,  

c f ( l a m i n a r ) , ( o f  t u r b u l e n t ) ,  ( d  l a m i n a r ) ,  ( d  t u r b u l e n t ) ,  

p^m, p^m, a.nd p^m a r c  t a b u l a t e d  i n  ( T a b l e  1 0 ) .

The f i n a l  s e t  o f  x ^ r o b a b i l i t i e s  was  f o u n d  b y  

c a l c u l a t i o n s  a t  m = 7 \ h i c h  m e a n s  t h a t  t h e  f l o w  i s  f u l l y  

t u r b u l e n t  a t  v a l u e s  o f  R e q u a l  t o  o r  m o re  t h a n  R7 s e e  

( T a b l e  1 1 ) .  The p r o b a b i l i t i e s  a r e  t a b u l a t e d  i n  a  m a t r i x  

f o r m  w i t h  e a c h  new v a l u e  o f  v o c c u p y i n g  a  row a n d  e a c h  

v a l u e  o f  |o. a  c o l u m n  ( F i g .  1 1 ) .  The p r o b a b i l i t y  o f  t h e  

s t a t e  o f  f l o w  i s  r e r x r e s e n t e w  v e r s u s  R e y n o l d s  n u m b e r  ( F i g .  12': 

b y  scumming t h e  p r o b a b i l i t i e s  o n c e  i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  q ,  an.... 

o n c e  i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  v,  w h i c h  g i v e s  two c u r v e s  

r e p r e s e n t i n g  t h e  t u r b u l e n t  a n d  l a m i n a r  f l o w  r e s p e c t i v e l y ,



t h e n  h y  a d d i n g  t h e  s im  o f  t h e  p r o h a h i l i t i e s  i n  b o t h  

d i r e c t i o n s  (v j j , 0  a n d  s u b t r a c t i n g  f r o m  1 ( s i n c e  1 » P Iruaino, 

4- P t u r b u l e n t  + P t T r a n s i t i o n )  , we o b t a i n  t h e  t r a n s i t i o n  

c u r v e .  Prom ( P i g .  1 2 ) ,  t h e  m o s t  p r o b a b l e  v a l u e s  o f  

R e y n o l d s  n u m b e r  f o r  l a m i n a r ,  t r a n s i t i o n  a n d  t u r b u l e n t  f l o w  

c a n  be  d e t e i m i n e d ,  t h i s  i s  r e p r e s e n t e d  i n  ( P i g .  1 3 ) •



7 . 2  COHCLUSIOKS

R e f e r r i n g  t o  ( P i g .  ‘12)  , i f  t h e  90 p e r  c e n t

p r o b a b i l i t y  l e v e l  i s  c o n s i d e r e d ,  t h e  f l o w  i s  l i k e l y

t o  be  l a m i n a r  a t  a  v a l u e  o f  R e y n o l d s  n u m b e r  e g u a l  t o

6 2 0 ,  t r a n s i t i o n a l  a t  a  v a l u e  o f  R e y n o l d s  n u m b e r  b e t w e e n

1 6 0 0  a n d  l 8 0 0 ,  a n d  t u r b u l e n t  a t  a  v a l u e  o f  R e y n o l d s

nu m b e r  e q u a l  t o  2 3 7 0 ,  A t  t h e  50 p e r  c e n t  p r o b a b i l i t y  '

l e v e l ,  i t  i s  o b s e r v e d  t h o , t  t h e  f l o w  c a n  b e  e i t h e r  l a m i n a r

o r  t r a n s i t i o n a l  a t  a  v a l u e  o f  R e y n o l d s  nu ra be r

a p p r o x i m a t e l y  e q u a l  t o  l l 8 0 ,  a n d  i t  c o u l d  be  t r a n s i t i o n a l

o r  t u r b u l e n t  a t  a  v a l u e  o f  R e y n o l d s  n u m b e r  e q u a l  t o  2 2 8 0 .
( l 2 )N um er ou s  e x p e r i m e n t s  h a v e  shown t h a t  t h e  

f l o w  i n  a  c i r c u l a r  p i p e  c h a n g e s  f r o m  l a m i n a r  t o  t u r b u l e n t  

a t  a  v a l u e  o f  R e y n o l d s  n u m b e r  e q u a l  t o  a b o u t  2 3 0 0 .  I n  

t h e s e  e x p e r i m e n t s  t h e  d i a m e t e r  o f  t h e  p i p e  was t a k e n  a s  

t h e  c h a r a c t e r i s t i c  l e n g t h  i n  d e f i n i n g  t h e  R e y n o l d s  n u m b e r ,  

Rh e n  t h e  h y d r a u l i c  mean d e p t h  i s  talc en  a s  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  

l e n g t h ,  t h e  c o r r e s p o n d i n g  v a l u e  i s  b o u t  5 0 0 , s i n c e  t h e  

d i a m e t e r  o f  a  p i p e  i s  f o u r  t i m e s  i t s  h y d r a u l i c  m e a n  d e p t h ,

The l a c k  o f  s i m i l a r i t y  i n  t h e  s h a p e  o f  t h e  

c h a n n e l  c o n s i d e r e d  h e r e ,  m a k e s  i t  d i f f i c u l t  t o  c o m p a r e  

t h e  v a l u e  o f  R e y n o l d s  n i m b e r  a t  w h i c h  t r a n s i t i o n  tedces 

p l a c e .  I t  w o u l d  t h e r e f o r e  b e  n e c e s s a r y  t o  f i n d  

e x p e r i m e n t a l l y  t h e  v a l u e  o f  R e y n o l d s  n u m b e r  f o r  t r a n s i t i o n



— f  y

i n  open  c h a n n e l s  h a v i n g  s a y  a p a r a b o l i c , r i g i d  b e d .

T h i s  s h o u l d  h a v e  b e e n  done i n  t h e  c o u r s e  o f  t h e  p r e s e n t

work, b u t  l a c k  o f  t im e  d i d  n o t  a l l o w  i t .

On t h e  w h o l e ,  i t  seem s d o u b t f u l  w h e t h e r  t h e

f l e x i b l e  b ed  m a i n t a i n s  t h e  la m in a r  f l o w ,  o r  i n  o t h e r

words d e l a y s  t r a n s i t i o n ,  when compared w i t h  r i g i d  b e d s

h a v i n g  t h e  same s h a p e ,  , . ,

We c a n  c o n c l u d e  t h a t ,  i f  t h e r e  i s  any  r e l e v a n c e

b e t w e e n  R o n w e i l e r ^ s  c r i t e r i a  f o r  s t a b i l i z i n g  t h e  b o u n d a ry

l a y e r  i n  c o n t a c t  v a t h  a  f l e x i b l e  s u r f a c e d  and t h e  c r i t e r i a

f o r  s t a b i l i z i n g  t h e  f l o w  i n  op en  c h a n ^ ie l s ,  t h e  c r i t i c a l  
G t^v a l u e  o f  ^ m ust  be e q u a l  t o  a p p r o x i m a t e l y  250*

-gpv m
With s o f t  r u b b e r s  o f  0 , 0 2 3 "  t h i c k  and a m odu lu s  o f

r t ^r i g i d i t y  o f  a b o u t  33 p . s . i , ,  t h e  v a l u e  o f  *=| p—̂  w i l l ,
-gpv m

be a b o u t  5 and ™ a b o u t  0 , 0 3 2 .  A c c o r d i n g l y  t h e  m a t e r i a l  

u s e d  may be t h o u g h t  p e r h a p s  t o  be i n  t h e  r e g i o n  where t h e  

f l e x u r a l  w a v es  e x i s t .  T h e r e f o r e ,  we may s u g g e s t  u s i n g  a 

f l e x i b l e  m a t e r i a l  w h ic h  g i v e s  e x a c t l y  t h e  c r i t i c a l  v a l u e  o f  

The m o st  s u i t a b l e  m a t e r i a l s  seem  t o  be "M elinex"

a s  e x p l a i n e d  b e f o r e  i n  S e c t i o n  2 . 1 ,  w i t h  a  m od u lu s  o f  

r i g i d i t y  o f  2 x  10^ p . s . i . ,  and a t h i c k n e s s  o f  0 , 0 0 2 " .

I f ,  on t h e  o t h e r  h a n d ,  a lu m in iu m  f o i l s  w i t h  a m odu lu s  o f  

r i g i d i t y  o f  a b o u t  38 x 10^ p . s . i . ,  h a v e  t o  be u s e d ,  t h e n  t h e
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t h i c k n e s s  m ust  he ah o u t  0 ,0 0 0 5 "  i n  o r d e r  t o  s a t i s f y  

t h e  c r i t e r i a  f o r  t h e  e l i m i n a t i o n  o f  t h e  T o l l m i e n -  

S c h l i c h t i n g  w a v e s ,  and t h e  f l e x u r a l  w a v e s ,  and a l s o  t h e  

s a t i s f y  t h e  c r i t e r i o n  f o r  t h e  b e h a v i o u r  l i k e  a  membrane.  

I f  s t r o n g  r u b b e r s  h a v e  t o  be u s e d  w i t h  a m odu lu s  o f
A

r i g i d i t y  o f  a b o u t  4 x  10 p . s . i . ,  t h e n  t h e  t h i c k n e s s

r e q u i r e d  w i l l  be  a b o u t  0 , 005", h o w e v e r ,  i t  i s  d i f f i c u l t  

t o  f i n d  s t r o n g  r u b b e r s  h a v i n g  'bhis p a r t i c u l a r  t h i c k n e s s .  

With s o f t  r u b b e r s  h a v i n g  a m odu lu s  o f  r i g i d i t y  o f  a b o u t  

33 p . s . i . ,  i t  seem s t h a t  t h e  t h i c k n e s s  r e q u i r e d  f o r  

s a t i s f y i n g  t h e  c r i t e r i o n  f o r  t h e  e l i m i n a t i o n  o f  th e  

T o l l m i e n - S c h l i c h t i n g  w aves  and  t h e  f l e x u r a l  w a v es  must  be  

a b o u t  0 . 1 7 " ,  t h i s  o f  c o u r s e  w i l l  n o t  s a t i s f y  t h e  c r i t e r i a  

f o r  t h e  b e h a v i o u r  l i k e  a membrane.
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APPEÎIDÏX I

DEVELOPMENT OP A METHOD POR IŒA8URING THE 

ORDINATES AT SPECIALLY SELECTED POINTS

S u p pose  we w i s h  t o  i n t e g r a t e  a  f u n c t i o n  f ( x )  

o v e r  t h e  r a n g e  from  x = - 1  t o  4 l ,  t h e n

J  f ( x ) d x  = J  jjcCx) 4- f ( - x ^ d x  (1 )

and  f ( x )  + f ( - x )  = 2 f ( 0 )  + j j r ( l )  -  2 f ( 0 )  + f ( - 1 ) 1

x ^ ( l  -  x^) g(x^) , s a y ......................... (2)

s i n c e  i t  i s  an even  f u n c t i o n  o f  x ,  l e t  u s  now w r i te

S = 2x^ -  1 i . e . ,  x^ = —-g" i . e . ,

dx =  J .... --------- J -  .............................................  ( 3 )

2^(1 +

T h e n  s u b s t i t u t i n g  f r o m  (3 ) a n d  (2 ) i n  ( l ) ,

Ç f ( x ) d x  = i  f ( 0 )  + i  [ f ( l )  + f ( - l ) ]  +
y  - 1

+1 à
(1  -  ë ) ( l  + h ( ë ) d ç  ...................  ( 4 )



where ^' /
h ( ë )  = 2 2 6  )     ( 5 )

and from  (2 )

f ( # )  + f ( -  t b  -  2 f ( 0 ) -  -  [ i ' d )  + f ( - l )  - 2 f ( 0 ) J t
( t )  =

t ( l  -  t )
   .(6 )

I f  we now s u p p o s e  t h a t  h ( g )  i s  a p p r o x im a t e d  by  

a p o l y n o m i a l  o f  d e g r e e  ( 2 n  -  1 ) ,  w h ich  by ( 2 )  and ( 5 )  i s  

e q u i v a l e n t  t o  c o n s i d e r i n g  g ( t )  t o  be p o l y n o m i a l  o f  d e g r e e  

( 2n -  1 ) ,  and f ( x )  t o  be  p o l y n o m i a l  o f  d e g r e e  ( 4 n  + 3 ) ,  

t h e n  by t h e  p r i n c i p l e s  o f  m e c h a n i c a l  q u a d r a t u r e  (B atem an,  

H i g h e r  T r a n s c e n d e n t a l  f u n c t i o n s .  V o l .  I I .  McGraw H i l l ,  1 9 5 3 )  

i n  ( 3 ) .

/ d  -  n ) i l  + ë ) ^  h ( ç ) d ç  = 2  h ( s , v )     ( 7 )
•1

where g q , ...........a r e  t h e  z e r o s  o f  t h e  o r t h o g o n a l  o f  ^

d e g r e e  n a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  w e i g h t - f u n c t i o n  ( l  -  Ç ) ( l  + g )  ̂

and A a r e  t h e  a s s o c i a t e d  C h r i s t o f f e l -  n u m b e r s . The 

a p p r o p r i a t e  o r t h o g o n a l  p o l y n o m i a l  i s  J a c o b i e s  p o l y n o m i a l

P u r s u i n g  t h e  c a l c u l a t i o n  f o r  n  = 2 ( i . e .  

a p p r o x i m a t i n g  f ( x )  by a  p o l y n o m i a l  o f  d e g r e e  1 1 ) ,  we h a v e



= J  [% ^ ( l  -  ë ) ^  -  %^(1 -  ë ^ )  + 3 ( 1  + ë ) ^ J  

[ s 3 ë ^  + 6g -  7]     ( 8 )3_
32

Thus  t h e  z e r o s  a r e ,  o n  e q u a t i n g  t h i s  e x p r e s s i o n  t o  z e r o ,

E E -  ("*3 "  . ^ ^ .4 0  ) ( n \
33

Sq = 0 . 3 7 8 5 4 3 3

$ 2  = - 0 . 5 6 0 3 6 1 5

?s ^
P ( a , p ) ( g )  g i v e n  b y

The C h r i s t o f f e l  n u m b e r s  A f o r  t h e  J a c o b i  P o l y n o m i a l

^n
+ (3 -  4- g -  1)1 ( n  + 3 -  1 )  j ( 2 n  + a  + (3)

n  ! ( n  4- a 4- f3) } ( n  4- a )  ( n  4* p)

2
X i  — € V  f i n S* # * # * # # * # # # # #  \ -Lv /

Now

p ^ ( l , 2 ) ( g )  ^ 1 _ 1 ) + 2 ( g  + 1)

7 ( 7 5  + 1 ) '    ( 1 1 )
4



and so
(

u  =  < - >

B u t  s u b s t i t u t i n g  from e q u a t i o n s  (5 )  t o  ( 7 )  and ( 1 2 )  i n

( 4 ) we hs/ve t h e r e f o r e

2.

Ç  f ( x ) d x  = [ - | U 0 ) + i  f ( l )  + f ( - l ) ]  + ^  %  Z
J *-l

I f  ■ + f  ^  y i - f- Av. J  _ 2 f ( o )

j je ( i)  + f ( - i )  -  2f(o)J n + _ S d iJ  (1 + 7Çv)

V i + e vV 2

1 +
2

- 2  

(13)

where  gp and a r e  g i v e n  by  e q u a t i o n  ( 9 ) .  Thus we c a n  w r i t e  

I f ( x ) d x  = 2 ^    ( 1 4 )
J  —1 /??= /

where

X p  =  —1 ,  X g  =  —X g , X j  =  ~ x ^ , x ^  =  0 ,  x ^  =  l j - 2  —— —

1 1

, %7 = 1   (15)



— yjL<~*

X,

= - 0 .4 6 8 8 4 6 ,  X- = 0 .4 6 8 8 4 6 ,

= - 0 . 8 3 0 2 2 2 , Xg = 0 . 8 3 0 2 2 2  and where

k-, = kn = 1 8 . 1 2 1
7 “ 3 21 25

0 .0 4 7 6 2 0

1 + g1 1 + g

u  (1  + 7 g p ) ^  (1  + 7 g g ) ^

ko = k

k .  =

ko  =

16 , 121  
6 “ 21 25

k -  16 ■ 121
5 " 21 ■25

4 121 . 16
3 25 21

1

(1  + 7 g p )

(1  + 7 g g ) ^  

1 + g-,

= 0 . 2 7 6 8 2 3 8

0 . 4 3 1 7 2 8

1. + g

L ( 1  + 7gn)^ (1  + -7go)^ J

32 . 121 
" 2 1  25

0 .4 8 7 6 9 4

r
1

L ( 1  + 7 g p ) '^  (1  + 7 g g )  J

S u b s t i t u t i n g  from ( l 6 )  i n  ( 1 4 ) ,  t h e r e f o r e

(16)

--I -1
I f ( x ) d x  = kp(yp + y^) + k g (y g  + yg) + I q C y y  y^) + k^y^

J - 1
= 0 .04 7620(yp +  + 0 .2 7 6 8 2 3 (y g  + yg)

+ 0 .4 3 1 7 2 8 (y ^  + y^) + 0 .4 8 7 6 9 4 (y ^ )



-C
I f ( x ) 4 x =  0 .0 2 3 8 l ( y p  + y^) + 0 . 1 3 8 4 l ( y g  + yg)

J a :

: + 0 .2 1 5 8 6 (y ^  + y^) + 0 .2 4 3 8 4 ( c  -  a)

-
a 4 0 =  a

X g  = a 4 0 .1 6 9 7 8  A
2

_a)
=  a 4- 0 . 0 8 4 8 9

X ,  = a 4- 0 .53115^ — 2
a)

=  a 4- 0 .2 6 5 5 7

^4 a 4-
( c — a)

2 =  a 4- 0 . 5 ( c  “  a)

^5 “
a + 1 . 4 6 8 8 5 ^

2
a)

=  a 4- 0 . 7 3 4 4 ( 0  -  a)

^6 = a 4- 1 . 8 3 0 2 2 ^
2

a) zz a 4" 0 . 9 1 5 1 1 ( 0  -  a)

Xry — a +
o ( c  — a)
^ 2 ' = a 4- (c — a) = 0
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APPENDIX I I  

SHAPE OP RUBBER DBEOMED BY WATER PHESSURE

Take x -  a x i s  i n  f r e e  s u r f a c e ,  

y  -  a x i s  v e r t i c a l l y  downvvax’ds  on c e n t r e - j<- 

l i n e . I f  T  ̂ i s  t h e  t e n s i o n  i n  ru b b e r  

(assu m ed  c o n s t a n t )  p e r  u n i t  l e n g t h  and  

tanO (w h ere  0 i s  t h e  i n c l i n a t i o n

o f  r u b b e r  t o  t h e  h o r i z o n t a l )  t h e n

ds

da
ds

+ dy^

AP
T-

de

and
d 2 y
dT ?

1 4

where -gg- i s  t h e  c u r v a t u r e  "K" o f  t h e  e l a s t i c  c u r v e .  T h i s  

r e l a t i o n  b e a r s  t h e  name B e r n o u l l i  -  E u l e r  Law.

W ri te  P dx dx^ dy

S u b s t i t u t e  in. e q u a t i o n  ( l ) ,

P #_ _ 8y
T Q ^

(1  + P ^ ) 2

and by i n t e g r a t i n g  t h i s  e q u a t i o n  t h e  c o n s t a n t  o f  

i n t e g r a t i o n  v ; i l l  be



— V t—'

2 ■ '

C =  i   - ^    (2)
( i  + 2 • 2^0 .

B ut  y  = h ,  P = 0

2
t h e r e f o r e  0 = 1 -  ( 3 )

2To

T h e r e f o r e  s u b s t i t u t e  i n  (2 )

—  --------= p g | y j r . + 1    ( 4 )
1 pm

( l 4 - p 2 ) 2  _ -"o

p = = t a n 6 , ds^ = dy^ + dx^, t h e n  i g n o r i n g  t h e  w e i g h t

o f  t h i c k n e s s  o f  r u b b e r  i t s e l f ,

so t h a t  i f  ri = ^  , P = t a n 6 and
^0

2 A Î  = k 2 ....................................................................................................  ( 5 )
4To

S u b s t i t u t e  w i t h  t h e  v a l u e  o f  t] = ^  i n  e q u a t i o n  (4 )  

t h e r e f o r e

'  i   = pg ( -n % ^ , -  h ^ )  ̂ 2 .
1 prp

( l  + P ^)2  °  .

and by s u b s t i t u t i n g  w i t h  ( 5) i n  ( 4) 

t h e r e f o r e

 ^ --------  = 2k^(-n^ -  1)  + 1 .
1 '



By d i f f e r e n t i a t i o n  we g e t

-  P ( 1  + P^) dP = 4k^T)d'n

By i n t e g r a t i n g  t h i s  e q u a t i o n

2 k 4* 0 ( 6)
1

(1  + P ^ ) 2

when y  = h ,  P = 0 ,  t h e r e f o r e  t| = 1

t h e r e f o r e  C = 1 -  2k^

Then i t  f o l l o w s  t h a t

1
(1  4- = 1 -  2 k ^ ( l  -    ( 7 )

1
( l  4- P^)^  -  s e c 0 s i n c e  P =

1 ^

(1  4- P^)^  = s e c 6 =■ 1 - 2  k ^ ( l  -  n^)

t h e r e f o r e
1 1

P = t a n 0  = -  ( l  -  ^ ( - p  -  1 4- r i ^ )^  0 ^  - 1  4- r\^)
k  ' 2k

( 8 )

Now we h a v e  ri = ^  , 

t h e r e f o r e  d-q = ^

,1  ,
t h e r e f o r e  w = 2h ^  

P = t a n 0 = s i n 0 s e c 0



-VU'

t h e r e f o r e

'^hW = g
V 0

w h ic h  i s  i n  t h e  fox'm

---------------  «a--------------------^  . . .  ( 9 )
J  0 ^ é  4

X
dx 1 K (k )  -  f ( ^ , k )

w h ere

T h e r e f o r e  w = »  K (k )  w h e re  IC(k) i s  c o m p l e t e  e l l i p t i c

i n t e g r a l  o f  1 s t  k i n d .
dn h  COS0A l s o  db = dw C O S 0  -  

t h e r e f o r e  db = dri h c o t 0

t h e r e f o r e  b = 2h ] dq c o t 0
J 0

1

f - i ï i z r f b i _   a o ,
Jc) 1 1

= 2h

( l  -  T]^)^ ( - ^  -  1 + T]^)^ 
k"^.

f _ A A i A c _ _ .  [ '  ' 1
0 1 1 Jo 1 I I
(1 - (̂ 5 - 1 + 1̂̂)2 (1 -ti2)2(1 _1 ^2)2j



V I

= 2h | ( ^  _  l ) k K ( k )  + J  J^E(| , k )  -  E ( 0 , k ) J

- - 1) k j^lC(k) -  E ( 0 , k )  j  I

= 2h f (-i- -  l ) k K ( k )  + i  E(lc) -  ( i  -  k )  K(k)

2h

2k"

2B (k )  -  lC(k) 
2k

T h e r e i o x ' e  b h
k 2E(k) -  K(k) vhex'e E ( k )  i s  c o m p l e t e

e l l i p t i c  i n t e g r a l  o f  2nd k i n d .
2

A l s o  dA = db -y = h  cotO-qd-q

A -  2h^

= 2h'

0

1

0

c o t 0  qd-q

"qdq

- n Ÿ "  '

1 - —1
1 -  2k ^ ( l  - 1 - 2 1 1 + i f 2

J

P u t  x  = i ( l - q " ^ )  , d-q = -  4 ( l  x) '^  dx
-1

l / n  __\2

T h e r e f o r e  A = h '

1

I l i ?  -  4

x ( k  -  %)11

Vi
T h e r e f o r e  A = g — ( l ( 1 2 )



I t  i s  e v i d e n t  f r o m  c o n s i d e r a t i o n s  o f  

e q u i l i b r i u m  t h a t

2IÉ:
2To

= s i n 0 o

w h e r e  0^ i s  t h e  v a l u e  o f  0 a t  t h e  f r e e  s u r f a c e  w h ere  q  = 0

Oq 0g 0
k  = s i n - ^  a n d  s in O ^  = 2sinr-g- c o s —

T h e r e f o r e

M à . -  i  s i n 0  = 1  
2 2

o . ®o 8 1 
2 s i n —  c o s — k \ 1 -  k ‘

T h e r e f o r e A = 4To k

PS

B u t  f r o m  e q u a t i o n  (5 )

T h e r e f o r e

T h e r e f o r e

4T = k ‘
‘o

A

Pg
A K'

^ ( 1 )

(1 3 )

T h e r e f o r e
b'

0

= co t -
0^ A t a n -

_  - 2  

v2

0

(2E -  K)

A'

h 2 ( 2 E  -  K)

®o . ®o COS—  s i n —̂

(2E -  iC)2



vv

T h e r e f o r e

A s i n 0 V I  -  k '

2E -  k ]  2 (2E -  K)

T h e r e f o r e

'1 -  If
k

( I )
A k k /:k  -  k' k k'

^  -  k ^  - (2E  -  K )^  1/57 -  k ^  (2E  -  IC)^

T h e r e f o r e 0
h
b

1"

( 2 2  -  Ji)

e in - 0
*2

(2E  -  A)

f r o m  e q u a t i o n  ( 9 ) ,  ( 1 0 )  i t  f o l l o w s  t h a t

(1 4 )

w
ÏÏ =

h  IC(k) k
kh j2 E (k  -  K(k)J

T h e r e f o r e w
b

%
[ 2 E  -  k ]

( 1 5 )



APPENDIX I I I

CORRECTION POP THE AREA, DEPTH OP FLOW 

AND THE V/ETTED PERIMETER

L e t  y  = f ( x )  d e n o t e  

v e r t i c a l  o r d i n a t e s  o f  l o w e r  

s u r f a c e  o f  r u L b e r  ABC, t ) e l o w  t h e  

f r e e  s u r f a c e  o f  w a t e r  a o c .  The 

e x p e r i m e n t s  m e a s u r e  o r d i n a t e s

b e l o w  AOC, w h e re  Aa = Oo =Cc = t  s e c 0 ^  a n d  t  i s  t h e  

t h i c k n e s s  o f  r u b b e r .

0^  i s  t h e  s l o p e  o f  t h e  r u b b e r  t o  t h e  h o r i z o n t a l  

a t  A a n d  0 .  Thus  i f  y ^  a r e  t h e  m e a s u r e d  o r d i n a t e s ,

t h e r e f o r e

( 1)

I f  y^  a r e  t h e  o r d i n a t e s  o f  t h e  u p p e r  s u r f a c e  o f  

t h e  r u b b e r  ( i . e .  t h e  b o t t o m  o f  t h e  w a t e r  a b c )  b e l o w  t h e  

f r e e  s u r f a c e ,  t h e n

  ( 2 )

w h e re  0 i s  t h e  l o c a l  s l o p e  o f  t h e  s u r f a c e  t o  t h e  

h o r i z o n t a l .  T hus  t h e  m e a s u r e d  d e p t h ,  f r o m  ( l )  a n d  (2 )  

i s  g i v e n  b y  h ^  w h e re

y ^  = f ( x )  "  t  s e c 0

f  p1  _  th ^  — f  " 2 s e c 0 ^  — h ^  4- t ( l  — s e c 0 ^ )



■ O J , —

a n d  i s  t h e  c o r r e c t e d  d e p t h ,  i . e .

+ t ( s e c 0 ^  — l )   ..................  ( 3 )

The m e a s u r e d  a r e a  i s  t h a t  o f  AOCBA w h ic h

i s  g i v e n  by

y ^ d x  = I f ( x ) d x  «  b t  s e c 6  
a   ̂ a

w h e r e a s  t h e  c o r r e c t  a r e a  i s

c c c

A^ = ^  y ^ d x  -  j  f ( x ) d x  -  t  s e c 6  dx
a  a  a

T h u s ,  s i n c e  ■ j s e c 0  dx i s  t o  t h e  f i r s t -  a p p r o x i m a t i o n  
> a

w, t h e  m e a s u r e d  o r  c o r r e c t e d  p e r i m e t e r  i s

A^ = A^ + b t  s e c 0 ^  -  wt ..................................  ( 4 )

The c o r r e c t i o n s  ( 3 ) ?  (4 )  w ere  f o u n d  t o  be

v e r y  s m a l l  a n d  t o  o b t a i n  th e m  we n e e d e d  v a l u e s  o f  w, 0 ^ ,

w h i c h  v /ere  f o u n d  by  f i t t i n g  t h e  e x p e r i m e n t a l l y  m e a s u r e d  
h Av a l u e s  o f  m o r  m w i t h  t h e  t h e o r e t i c a l  c u r v e . The

.  b'^

c o r r e c t e d  v a l u e s  o f  w = w^ w e re  f o u n d  b y  u s i n g  t h e  

c o r r e c t e d  v a l u e s  o f  ^  o r  ^  , t h u s  i f  a c c o r d i n g  t o

t h e o r y

? = g ?  then ^  = g ^    (5)



b u t  i t  i s  a d e q u a t e  i n  e q u a t i o n  ( 3 ) ,  ( 4 )  t o  t r e a t

h  ^
0 = ]? ■—  i f  0 = F ^  a c c o r d i n g  t oO b  o u ^

t h e o r y  .....................  (6 )

hI t  h a s  b e e n  p r o p o s e d  t h a t  - v a l u e s  o f  ^  a s  

i n  ( 5)5 ( 6 )  be  u s e d  i n  p r e f e r e n c e  t o
b ^



APPSiroix IV

METHOD OP IHTERPOLATIOH

\'le know t h e  o r d i n a t e s

y o . y 3_ . y 2  y^i ah ove  t h e

datum l i n e  a t  a number o f  e q u a l l y  

s p a c e d  a b s c i s s a e  x^ ,  + j ,

4" t- J , • • • •Q . ^0 7 ------ 4- n j .  G e n e r a l l y  ^

j = 1 i n c h  and n = 4 o r  6 d e p e n d in g  

on t h e  amount o f  f l o w .

F u r t h e r  we know t h e  a b s c i s s a e  o f  t h e  end  

p o i n t s  o f  t h e  f r e e  s u r f a c e  (x^ 4- a )  , (x^4- c ) ,  where  

c ^ a ^ o  and ( c  -  a)  = b.  G e n e r a l l y  a ^  j and n j ^ c ^  

( n  -  1 ) j . L e t  u s  w r i t e

X -  x _

4'S4.

0 = %

and t h e n  0p = ^  c o r r e s p o n d s  t o  x = x^ 4- p. j , and l e t

u s  su p p o s e  t h a t  we i n t e r p o l a t e  f o r  t h e  v a r i a t i o n  o f  th e  

o r d i n a t e s  by t h e  e x p r e s s i o n

Y (x )  =  Y = Yo Yq ) ^
' 77 - /

4- — V" B ^  s inAo, s in ^ 0  4- 2bc s i n  nOn ^
(1 )



-64-

w h e re  t h e  c o e f f i c i e n t s  B^? B^  ^ ^ d  c h a v e

y e t  t o  h e  d e t e n n i n e d .

U s i n g  t h e  i d e n t i t y
yn /

2 ^  c o s A /  = 1 4- c o s  m;z( 4- c o t  ^  s i n  mçf
A - o

i t  f o l l o v ^ s  t h a t
 ̂— I n 1“

2 21 s i n  A 0, s i n  Xe = 2Z  \ o o s  A (6  -  0 , ,)  -  c o s  A (0 4- O, )

( — 1 ) ^ s i n  n0 j^ c o t  -g(0 — — c o t  0 4- ^ “ )

-  1 } ^  s i n  n0 s i n  ^________________________________

( c o s  ^  -  C O S 0 ) ............................................................................ ( 2 )

T hus  s i n c e  y  — >-y a s  0 —>-}L% , we s e e  t h a t  i n  ( l )  , u s i n g
^ n

( 2 )  a n d  l e t t i n g  0 —^ : ^

Ypt -  Yo -  (Yn -  Yo) ë  "  ........................... O )

f o r  p, -  1 ,  2 ,  ........... ( n  -  1)  . A c c o r d i n g l y ,  o n l y  c i s

i n d e t e r m i n a t e .  The u n c o r r e c t e d  d e p t h  i s  g i v e n  by

h  = ^ (X g  4- a )  4- ^ ( X q 4- c )  ^  Y(Xq "2 **•«• ( 4 )

vdiere  Y (x )  i s  t h e  i n t e r p o l a t e d  v a l u e  o f  y  c o r r e s p o n d i n g  

t o  a b s c i s s a  x .

T hus u s i n g  ( l )  a n d  (4 )



-0  5-

h
b

2 ^
nb , s i n  A e,, la. 10, s i n  #  + s i n  ° ’'n j — 2 s i n ( a-H c ) 0\

2 n j

+ 0 s  _  2 s i n  .(& + _ï:.) 5Sin  4^ 4- 2j

(5 )

A l s o  t h e  u n c o r r e c t e d  a r e a  i s  g i v e n  by

A

X q + C

x ^ + a
Y(x^ + a )  +

-  y  ( dx

X  -  X  -  a
Y ( X q +  c )  -  Y ( X g  + a)

( 6 )

and s u b s t i t u t i n g  from ( l )  i t  f o l l o w s  t h a t

H'-' I /} —/
A
b

3 ^
nb

A—J —I

s i n A b9C
2nJ

B s i n  X d  s i n  ~
K b L zij

A(a-i-c)%

+ s i n
z%3

2

s i n 2 n j 4- C s i n  %  4- s i n ^
L u cJ

2 1 4  3 l n % |si (7 )

1/̂  A
B o t h  ^  a n d  a r e  a c c o r d i n g l y  l i n e a r l y  

b
hd e p e n d e n t  on  G, a n d  c o n s e q u e n t l y ,  p l o t t i n g  ^  v e r s u s

^  , VV0 f i n d  t h a t  t h e  c u r v e  r e p r e s e n t i n g  t h e  p o s s i b l e  
b"^
i n t e r p o l a t e d  v a l u e s  i s  a  s t r a i g i i t  l i n e ,  t h e  a p p r o p r i a t e  

v a l u e s  b e i n g  g i v e n  b y  t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  t h i s  s t r a i g h t  

l i n e  w i t h  t h e  t h e o r e t i c a l  c u r v e .



ob-

F o r  c o m p u t a t i o n ^  t h e  s q u a r e  a r r a y  o f  v a l u e s

4

a n d  n  = 6 a n d  was a r r a n a * e d  a s  f o l l o w s

o f  s i n  Xb = s i n (  X }a) (“ ) was w o rk e d  o u t  f o r  n  
M* n

f  0%"' n o

0 ,8 6 60 , 86 6

- 0 .8 6 6  - 0 .8 6 60 .86 6  0 . 8 6 6

-1

0 ,8 6 6  — 0 .8 6 6 0 . 8 6 6  —0 , 8 6 6

•-0 .866

4

0 . 7 0 7

-1

0 . 7 0 7

( i t  i s  n o t e d  t h a t  t h e  a r r a y  i s  . s y m m e t r i c a l , 

t h e  e l e m e n t  sA  = s i n  A 8 "being e q u a l  t o  t h e  e l e m e n t[I p, ^  i
= s i n  [lQX , )

T h en  f o r  a  f i x e d  p r o f i l e , f r o m  ( 3 )  t h e  v a l u e s
B

o f  ^  f o r  = 1 ,  2 ,  . . . .  ( n  -  1)  , a n d



"A " i f  * i f  -  ^

= . l n | f  A s l n ^  -  2 . 1 . % ^  | g  . 1 .  & g

a r e  c a l c u l a t e d  f o r  X = 1 ,  2 ,  . . . . . .  n .

(7 )

The v a l u e s  o f  ^  a n d  a r e  t h e n  f ro m  (5 )  a n d

n~~( n - j  ^

b nb
^  z t ( 1

n-i Qzl B
72 = Z  1  ïï^ S X + cAn
b A’=* I

( 8 )

a n d  t h e  s u m m a t i o n s  w ere  c a r r i e d  o u t  by  m u l t i n l y i n g  e a c h
B

e l e m e n t  o f  t h e  a r r a y  S by  t h e  v a l u e  o f  ^  a n d  

h  ( o r  ) a p p r o p r i a t e  t o  i t s  row a n d  c o lu m n  

r e s p e c t i v e l y  a n d  a d d i n g  c u r a u l a t i v e l y . P l a c i n g  ( s a y )  

c = 0 i m m e d i a t e l y  g i v e s  one p o s s i b l e  p a i r ,  a n d  ( s a y )  

c = 1 g i v e s  a n o t h e r  p a i r  o f  v a l u e s  o f  h  a n d  A, p l o t t i n g  

t h e s e  two v a l u e s  on  a  g r a p h  o f  & a n d  —̂  , a n d  j o i n i n g

by  a  s t r a i g h t  l i n e ,  e n a b l e s  t h e  i n t e r s e c t i o n  t o  be  f o u n d .
h  A

T h e r e f o r e  t h e  v a l u e s  o f  “-c“  a n d  w e re  k n o w n . '

A t t a c h e d  t o  t h i s  a p p e n d i x  i s  a  c o m p u t e r  p r o  gamme 

u s i n g  t h e  D euce  A lp h a c o d e  w h ic h  was u s e d  f o r  c a l c u l a t i n g  

t h e s e  o p e r a t i o n s .
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V

C o u n i^  up  io S

Count up io S

S ^ à  C onst a n  t5

S t o r e  (p

Count up /o ~I

t /o ie e s

: i/o ' %  V

C I, 2   ̂ s j -

O n e /  OL ^ b  j  C

Con s i  c7/7zf sS I 

h l u m o h c o !  n ^ u r e s

y  -  svo ÿT iVrt ̂ -  2 5/)7 ;r

Tnner loop 

For V  -from I io 5

O u/cr Loop

For A fpoirr) i io S
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APPBimiX V 

ffÉES SURFACE SLOPE AÏÏD PROBABLE ERRORS

A s t r a i g h t  l i n e  e q u a t i o n  ( a n  -h h )  was 

f i t t e d  t o  (h  4 z)  . The sum o f  t h e  s q u a r e s  o f  t h e  

v e r t i c a l  d e v i a t i o n s  o f  t h e  p l o t t e d  p o i n t s  f ro m  t h i s

l i n e  was made a s  s m a l l  a s  p o s s i b l e

k
i . e .  ' ^  (h  4- 2 -  a n  -  h )  ^ was made a  minimum

w i t h  r e s p e c t  t o  a  a n d  h

^ ( h  + s -  a n  -  b )
i . e .  ~ 0

(h  -h z -  a n  -  b ) 2
a n d     = 0ob

V  2 T  Vt h e n  a  /  n  + b n  = 2 .  + 2 )
jn-. 1 ^ = / /? — J

( 1 )

/< k
a n d  a  \  n  + b k = ^  ( h + z )    ( 2 )

Erom ( 1 ) ,  ( 2 ) i t  f o l l o w s  t h a t

a
k  Z .  [ n ( h  + z ) ]  - ( X  n )  Z  (h  + z)L- O \ o~> /  rt~l

k

( z
(3 )
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B u t  %  n  = % k ( k  + 1 )    ( 4 )
nzii c .

K

a n d Z  i f  = i  k ( l  + k ) ( l  + 2k)   ( 5 )
/ ) » i  D

a n d  3 0 s u b s t i t u t i n g  w i t h  e q u a t i o n s  ( 4 ) ,  ( 5 )  i n  e q u a t i o n

(3 )  we t h e r e f o r e  f i n d

f ^  . L
, ^  + z)  -  i ( k  + 1 )  (h  + z)

a . ----------------------  ! ---6 -------------

1)

K K

^ ( k  + 1)  ^  (h -i- z )  -  2 ^  n ( h  + z)
k ( k ^  -  1)  L n=̂ t

K

^ ^ 2  (k  + 1 “  2n) (h  + z + c )
k ( k  — l )  n=̂ i

i . e .  a  = z )  i s  i n  f e e t .

T h e r e f o r e  i  = a  =     ^  ( 2 n  -  k  -  l ) (  h  + z+ c ) '
k ( k  -  1)  n=ri

w h e r e  c i s  a r b i t r a r y .

A l s o  we r e q u i r e  t h e  v a l u e  o f  b w h ic h  i s  o b t a i n e d  

by  s u b s t i t u t i n g  i n  e i t h e r  o f  e q u a t i o n s  ( l )  o r  ( 2 )  w i t h  

t h e  v a l u e  o f  a



/

T h e r e f o r e  

K

b =
i . ^ [ Z ( h . q  - ( z  »)
/>- j  i -  o=. j i ^

t11 j\ 2L- n ( h  + z )  
n^i

k ^ ( k ^  -  1 )
12

^  (2 k  -I- 1 -  3n)  (h  + z  + o)
"  FCk-T-T) '

a  a n d  b a r e  u s e d  i n  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  v a r i a n c e

k
% / x  = - U _

k -  2 =̂=.1

w h ic h  i s  t h e " v a r i a n c e "  o f  t h e  o b s e r v a t i o n s  a b o u t  t h e

" r e g r e s s i o n  l i n e ' , '  g i v e n  b y  H = a^^n + b^^, o f  H on  n  

I n t e r e s t  i n  t h i s  d a t a  i s  r e s t r i c t e d  t o  t h e  v a l u e  o f  a  

a n d  i t s  s i g n i f i c a n c e  i n  d e t e r m i n i n g  t h e  t r u e  v a l u e  o f
m
dx*

-  12V,, _

i s  t h e  " s t a n d a r d  -

k

% =

a
I-l/x  

k ( l f  -  1).
d e v i a t i o n " o f  t h e  v a l u e  a, .

f 3 4 7 8

t ^ ( f )  l . p o o  0 .8 1 6  0 .764 0.741 0.727 0 ,7 1 8  0 .7 1 2  0.707 
2

The v a l u e  o f  t-, (k  -  1 ) 8 ^  i s  t h e  p r o b a b l e'1
2

e r r o r  o f  t h e  c o e f f i c i e n t  a^^.

P r o b a b l e  e r r o r  i n  Rc^ =
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APPEiroiX VI

GOEgPICIEWa? OF PRICTION POR STEADY CHANNEL FIOV/

Prom t h e  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  

we know t h a t

(1)

X i s  t h e  c o m p o n e n t  o f  t h e  e x t e r n a l  f o r c e  E

a c t i n g  on  t h e  f l u i d  p e r  u n i t  o f  m a s s .

p i s  t h e  d e n s i t y  o f  t h e  f l u i d , ‘

Now we c o n s i d e r  a  s t e a d y  m o t i o n  b e t w e e n  two 

f i x e d  p a r a l l e l  p l a n e s  u n d e r  the .  a c t i o n  o f  a  c o n s t a n t  

p r e s s u r e  g r a d i e n t ,  t h e  p o s i t i o n  o f  t h e  p l a n e  i s

y  = -  h ,  a n d  t h e  f l o w  i s  i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  x  a x i s

Assume t h a t  t h e  v e l o c i t i e s  a r e  

u  z=' u ( y )  5 V = 0 ,  w = 0 

'rom e q u a t i o n  ( l )  we f i n dr -

1 A i  ,
p dx

I . e .

t h e r e f o r e

V v ^ u  = 0

1 Ao. d^u
d dx dy2

2„^  u  =

s i n c e  V
P

( 2 )

d u
d x

0



f (C—

w h e r e  i  i s  t h e  s l o p e  o f  t h e  f r e e  s u r f a c e  = -

The b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  on  t h e  p l a n e s  a r e  (no  s l i p )  

u  = 0 a t  y  = i  h  

w hence  i n t e g r a t i n g  (2 )  v/e f i n d

« -  -  &  3 #

'     C3)

we h a v e  w = pgiA  o r  = pgmi

w h e r e  m = ^  -  h y d r a u l i c  m ean  d e p t h .

T h e r e f o r e  i f
p _ Q vm 

v w  . V

 ' «

Now dQ = u  dA = u  dy dz  t h e r e f o r e

Q = I I u  dy dz 
-^ 0  0

w h

0 0

w

.&'i(h^.._-^y^)_._dr_d2
2v

■o™ I (h ^  -  h ^ )  dz  
J  3

■ 0
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w

Q = #  J  dz    (5 )
0

b y  s u b s t i t u t i n g  t h e  v a l u e s  o f  A, Q i n  e q u a t i o n  (4 )  we g e t

q r » - !
Rc^ = ,  .............      ( 6 )

w2 r "  h 3  dz  
0

Now f o r  a  r e c t a n g u l a r  s e c t i o n  h  i s  c o n s t a n t ,  a n d  

t h e r e f o r e  f r o m  (6 )

Rc^  = 6

f o r  a  t r i a n g u l a r  s e c t i o n

r  1  ^
h  -  -g ^  j  a n d  t h e r e f o r e  f r o m  (6 )

Rc^ = 3

a n d  f o r  a  p a r a b o l i c  s e c t i o n  h  = 0 a t  z = 0 a n d  z = w

2
t h e r e f o r e  h  -  ( z -  -g) ^ = z (w  -  z )  a n d  f ro m  (6 )

Rc^  = ^  w h ic h  i s  v e r y  c l o s e  t o  t h e

v a l u e  Rc^ = 4 f o r  a  s e m i - c i r c u l a r  s e c t i o n .
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APPENDIX V II  

STATISTIGAL ANALYSIS

L e t  be  t h e  mean  - v a lu e  o f  t h e  f r i c t i o n  

c o e f f i c i e n t  b a s e d  on  t h e  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  a t  

R e y n o l d s  n u m b e r  R^ (m = 1 , 2 , 3 ?  . . .  R^ R^ R ^ )

a n d  l e t  b e  t h e  c o r r e s p o n d i n g  p r o b a b l e  e r r o r .  f u r t h e r

(C f  l a r a i n a r h  t u r b u l e n t h  c a l c u l a t e d

v a l u e s  o f  l a m i n a r  a n d  sm o o th  t u r b u l e n t  f l o w  f r i c t i o n

c o e f f i c i e n t s  a t  t h e  R e y n o l d s  n imiber  R ^ .  T h en  t h e  v a l u e s

^  * f̂ "" ^ ^ f  - l a m i n a r ^ m l  t u r b u l e n t ^

~ ^ f  m ^  / S , D .  ( w h e r e  S .D ,  i s  t h e  s t a n d a r d  d e v i a t i o n

=  ̂ a l l o w  u s ,  by  a s s u m i n g  a  n o r m a l

d i s t r i b u t i o n  o f  o b s e r v a t i o n s  a b o u t  t h e  m e a n ,  t o  c a l c u l a t e

r e s p e c t i v e l y  (p  j a m .^ m  (P t u r b . ^ m '  p r o b a b i l i t i e s

t h a t  t h e  e x % ) e r im e n ta l  r e s u l t s  w e re  a  s a m p le  o f  a  

m e a s u r e m e n t  i n  w h ic h  t h e  s k i n  f r i c t i o n  was ( r e s p e c t i v e l y )  

no b i g g e r  t h a n  t h a t  i n  l a m i n a r  f l o w ,  a n d  no s m a l l e r  t h a n  

t h a t  i n  t u r b u l e n t  f l o w .  The v a l u e  o f  (p  -^pg^xisition^m

= 1 -■ ( P i a m .  )m "  t u r b . ^ m  p r o b a b i l i t y  t h a t

t h e  a c t u a l  s k i n  f r i c t i o n  l i e s  b e t w e e n  t h e  l a m i n a r  a n d  

t u r b u l e n t  f l o w  v a l u e s .

The v a l u e s  o f  ( p  , (p  ^ r a u s d m

(p  ) ^  w e re  c a l c u l a t e d  f o r  m = 1 ,  n e x t  f o r  m = 2,
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t h e n  t h e  p r o h a h i l i t y  t h a t  t h e  s k i n  f r i c t i o n  was l e s s  

t h a n  o r  e q u a l  t o  - t h e  l a m i n a r  f l o w  v a l u e  o v e r  t h e  r a n g e  

o f  R e y n o l d s  n u m b e r  f ro m  R^ t o  R^ i s  (p  % (p  ) g

t h a t  i t  was l a m i n a r  a t  R^, b u t  i n  t h e  t r a n s i t i o n  r a n g e  a t

^ 2 ’ l a m . ^ 1  ^  t r a n s . ^ 2

t h a t  i t  was l a m i n a r  a t  R ^ , b u t  n o t  l e s s  t h a n  t h e%
t u r b u l e n t  v a l u e  a t  R^ i s

l a m . ^1 ^  t u r b , ^ 2

h nt h a t  i t  was i n  t h e  t r a n s i t i o n  r a n g e  f o r  b o t h  R-, a n d  R^ i s

t r a n s . ^ 1  ^  t r a n s . ^ 2

1t h a t  i t  was i n  t h e  t r a n s i t i o n  r a n g e  f o r  R  ̂ b u t  t u r b u l e n t

a t ^ R g  i s

t r a i l s .  ^1 ^  t u r b .  ̂2

t h a t  i t  was i n  t h e  t u r b u l e n t  a t  b o t h  R^ a n d  R^ i s

t u r b . ^1 ^  ^^ t u r b . ^ 2 

These ,  s i x  p r o b a b i l i t i e s  do n o t  r e p r e s e n t  a l l  

t h e  p o s s i b i l i t i e s  ( t h a t  i s ,  when a d d e d  t o g e t h e r  t h e y  do 

n o t  sum up  t o  u n i t y ) . T h e r e  a r e  t h e  t h r e e  p o s s i b i l i t i e s  

r e p r e s e n t  by  t h e  p r o d u c t s

t u r b . ^ 1  ^  t r a n s . ^ 2 ’ t u r b . ^ l  ^  l a m . ^  2^

t r a n s . ^ 1  l a m ,  ^2

w h i c h  r e p r e s e n t  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  a  d e c r e a s e  i n  f r i c t i o n

a s  t h e  R e y n o l d s  n u m b e r  i s  i n c r e a s e d  f r o m  R^ t o  R^, i t  '

w o u ld  seem  r e a s o n a b l e  t o  d i s p o s e  o f  t h e s e  a s  i m p o s s i b l e
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o n  p h y s i c a l  g r o u n d s ,  i n  w h ic h  e v e n t  t h e  s i x  p r o b a b i l i t i e s  

d e f i n e d  a b o v e  m u s t  be  d i v i d e d  by  t h e i r  t o t a l  sum ( a
I

n u m b e r  l e s s  t h a n  1 ) a n d  t h e s e  i n c r e a s e d  v a l u e s  d e n o t e  

t h e  c o r r e c t e d  p r o b a b i l i t i e s ,  i g n o r i n g  t h a t  i s  t h e  

p o s s i b i l i t y  o f  r e d u c t i o n  o f  f r i c t i o n  w i t h  i n c r e a s e d  

R e y n o l d s  n u m b e r .  The n o t a t i o n  i s  made m ore  c o n v e n i e n t

P.b y  p u t t i n g  (p  = Pp m' t r a n s f m 2 m

(p  t u r b . ^ m  "  Pg m c a l l i n g  t h e  p r o b a b i l i t y

t h a t  t h e  f r i c t i o n  v a l u e  i s  l a m i n a r  f o r  R a n d

t u r b u l e n t  f o r  w hore  \ i " ^ v  1 .

T h e n  t h e  a b o v e  r e s u l t s  c a n  be s u m m a r i s e d  a s

P i i ^ 2  /  k f (̂0—. -L -i "1

P ( l , g ) = n i P22 /  .. tt u

^21 P32 /  " It It

P ( l , 2 ) — Ppi P32 / tt II

P ( 0 , 2 ) ~ ^21 P32 /  " It It

P ( 0 , 1 ) = P3I ^32 /
It It

d e n o t e s some (unl'cnown) v a l u e

N e x t t h e  r e s u i t s  f o r m^ w e re

t h e  c a l c u l a t e d  p r o b a b i l i t i e s  p ^ ^ ,  p^^^ P 3 3 ’

a c c e p t a b l e  p r o b a b i l i t i e s  w o r e ,  when u n c o r r e c t e d  ( d e n o t e d

b y  a  d a s h )



i I

\
P (3  3 P4 ) -

®13
P ( 2 , 3)

P ( 2 , 114) — %23 P ( 2 , 3)
\

P ( I 3P4 ) 223 P ( l , 3)

P ( O 3II4 ) - 223 ■ P ( o , 3)
%

• P ( 2 , 3 ) = 233
P ( 2 , 3)

P ( 1 , 3 ) — 233 P ( l , 3)

P ( 0 , 3 ) - 2 3 3 P ( 0 , 3)

P ( 1 , 2 ) — 233 P ( l , 2 )

P ( 0 / 2 ) -
233 ■ p(o , 2 )

\
P ( 0 , 1 ) = 233 P ( 0 , 1 )

The v a l u e  s o f P^ w ere  summed a n d  e a c h  v a l u e

Of P was d i v i d e d  by t h i s  n u m b er  t o f i n d  t h e  c o r r e c t e d

v a l u e 2 ( 3 , 114) P ( 2 , » i. I n  g e n e r a l  f o r  a n y

v a l u e o f  m

\
P (m, m + 1) n 2lm P(m - 1 , m)

\
P (m - k, m -h 1) rr 22m P(m - k ; m) f o r  k = 1 , 2 ,  . ,
\

P (m - k, r(i -  j ) r: 23m P(m - k , m -  0 )

f o r  j = 0 , 1 ,  . • • • , ( k w# 1)  a n d  k  = 1 0 rn

m

w h e re  i t  i s  u n d e r s t o o d  t h a t  ?  (m,ra + 1) o r  P(m -  k ,m )  

a r e  i d e n t i c a l  t o  w h a t  i n  t h e  p r e v i o u s  n o t a t i o n  w o u ld  be

i ) . I l lca3.1 eCl P (m, m + ) o r  P(m —- k , r / i~  1 •+• |_î ^

t h i s  way we u s e  p ^ ^  t o  c a l c u l a t e  one new u n c o r r e c t e d  
\

p r o b a b i l i t y  ?  (m,m t  1 ) ,  we u s e  p ^ ^  t o  c a l c u l a t e  m new 

u n c o r r e c t e d  p r o b a b i l i t i e s ,  a n d  p .  t o  c a l c u l a t e  + 1)



/o.

1new u n c o r r e c t e d  p r o b a b i l i t i e s , m a k in g  -h 1 )  (m q 2)

i n  a l l .  A l l  t h e s e  u n c o r r e c t e d  p r o b a b i l i t i e s  a r e  a d d e d

t o g e t h e r  t o  f i n d  t h e i r  sum * ^ m ,  s a y ,  a n d  t h e n

P(m, m q 1 )  - ............................ ..e t c . ,  a n d  t h e n  m i n c r e a s e d
^ m

by one t o  f i n d  a  new s e t ,

When t h e  f i n a l  s e t  o f  p r o b a b i l i t i e s  c a l c u l a t e d  

f o r  m = N, s a y ,  h a s  b e e n  d e t e r m i n e d  b y  t h e  a b o v e  

i t e r a t i o n ,  we h a v e  an  a r r a y  o f  ~ (H  + 1) (N -h 2) 

p r o  b a b  i l i t i e s .

1 ( V, |JL ) \vhere v = 0 , 1 ,  . . .  (q  -  1) a n d  |jl = 1 , 2 ,  . . .  (il + 1)  .

By t a b u l a t i n g  th e m  i n  a  m a t r i x  fo rm  w i t h  e a c h  new voZue

o f  V o c c u p y i n g  a  row ,  a n d  e a c h  v a l u e  o f  \x a  co lu m n  ( s e e

P i g .  1 1 ) ,  i t  s h o u l d  be  o b s e r v a b l e  w h a t  t h e  m o s t  p r o b a b l e

v a l u e s  o f  v a n d  \x a r e  l i k e l y  t o  b e ,  f u r t h e r  i t  s h o u l d

b e  p o s s i b l e  t o  e n c l o s e  a  r a n g e  o f  v a l u e s  o f  v an d  q a b o u t
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RUBBER SPECIMEN.
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RUBBER SPECIMEN BETWEEN CLAMPS.
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STRESS vs STRAIN

QUALITY 6011.

4 0 0

3 0 0

STRESS

LOAD

. POUNDS
PER

SQUARE
INCH.

200

lOO

6 0 03 0 0 4 0 0
1  EXTENSION

200 5 0 0lOOO
STRAIN
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