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SUMMARY

T h i s  T h e s i s  e m b o d i e s  t h e  wor k  I  c o n d u c t e d  w h i l s t  a t  G l a s g o w  

U n i v e r s i t y  b e t w e e n  S e p t  1 9 8 4  a n d  J u l y  1 9 8 6 .

Th e  p r o j e c t  i s  an a c c o u n t  o f  t h e  c u r r e n t  s t a t u s  o f  t h e  

I n t e r a c t i n g  Bos on  Mode l  a s  a p p l i e d  t o  l i g h t  n u c l e i ,  w i t h  an 

i n v e s t i g a t i o n  i n t o  p o s s i b l e  e x t e n s i o n s  o f  t h e  c u r r e n t  t h e o r y .

The  IBM h a s  b e e n  w e l l  i n v e s t i g a t e d  p h e n o m e n o l o g i c a  1 1 y , b u t  t h e  

p r o v i s i o n  o f  a m i c r o s c o p i c  t h e o r y  w i t h  r e l a t i o n  t o  t h e  s p h e r i c a l  

s h e l l  m o d e l  i s  s t i l l  t o  some e x t e n t  i l l u s i v e .

C h a p t e r  1 s t a r t s  w i t h  a r e v i e w  o f  t h e  g e n e r a l  d e v e l o p m e n t  o f  

t h e  m o d e l  o v e r  t h e  p a s t  d e c a d e ,  and  t h e n  c o n c e n t r a t e s  on two 

s p e c i f i c  a s p e c t s  o f  t h e  m o d e l .  The f i r s t  i s  t h a t  o f  t h e  I BM2, 

IBM3 a n d  IBM4,  i n  t h e  SD s h e l l .  He r e  t h e  r e s u l t s  o f  o t h e r  

w o r k e r s  h a v e  b e e n  r e p r o d u c e d .  The s e c o n d  t o p i c  i s  t h e  g - b o s o n .

C h a p t e r  2 c o n s i d e r s  a n d  r e v i e w s  some o f  t h e  e a r l i e r  b o s o n  

e x p a n s i o n  m e t h o d s ,  w h i c h  a l t h o u g h  c o n c e i v e d  as  p a r t i c 1 e - h o i e  

e x c i t a t i o n  m e c h a n i s m s ,  a r e  s hown t o  g i v e  v a l u a b l e  i n f o r m a t i o n  on 

g e n e r a l  ma p p i n g  p r o c e d u r e s  a n d  m i c r o s c o p i c  p a i r i n g  r e l a t i o n s  o f  

f e r m i  o n s  .

C h a p t e r  3 e x p l a i n s  how a b o s o n  s h e l l - m o d e l  i s  c o n s t r u c t e d  i n  

t h e  m - s c h e m e ,  and t h e  u s e  o f  t h e  L a n c z o s  me t h o d  d i s c u s s i n g  t h e  

r e l e v a n t  q u e s t i o n s  on c o n v e r g e n c e  and  f i t t i n g  t e c h n i q u e s .  A new 

c o m b i n a t o r i a l  p r o c e d u r e  i s  d e s c r i b e d  a l l o w i n g  t h e  e x t e n s i o n  o f  

c u r r e n t  c o m p u t e r  p r o g r a m s  t o  i n c l u d e  t h e  g - b o s o n  ( G l a s g o w -  

L a n c z o s - M o r r i s o n - C o u c h  s h e l l  mode l  c ode  ) .  A n u mb e r  o f  

s p e c t r o s c o p i c  f i t s  we r e  c a r r i e d  o u t  w i t h  v a r i o u s  t y p e s  o f  b o s o n s
^ a

i n  Mg,  w h i c h  a l t h o u g h  n o t  r u l i n g  o u t  t h e  s d - b o s o n  c o m p o n e n t s



i n  t h e  l ow l y i n g  s t a t e s ,  d i d  i n d i c a t e  t h a t  a g - b o s o n  i s  a u s e f u l  

m o d e l l i n g  t o o l  i n  t h i s  r e g i o n .  F o l l o w i n g  t h i s  t h e  wo r k  d e s c r i b e d

i n  c h a p t e r  2 f o r  t h e  SD s h e l l  was e x t e n d e d  t o  i n c l u d e  a g - b o s o n

i n  a w e a k  c o u p l i n g  l i m i t .  O t h e r  t h a n  p r o d u c i n g  t h e  l ow l y i n g  4* 

s t a t e  i n ^ O  known t o  h a v e  a l a r g e  g - b o s o n  c o m p o n e n t ,  i t  p r o d u c e d  

l i t t l e  e f f e c t  on t h e  l ow l y i n g  s p e c t r a  o f  o t h e r  n u c l e i  i n  t h e  SD 

s h e l l .  I t  was  c o n c l u d e d  h e r e ,  t h a t  t h e  g - b o s o n  i f  i n t r o d u c e d  

w i t h  s d - b o s o n s  s h o u l d  be  p l a c e d  i n  a s t r o n g e r  c o u p l e d  

c a l c u l a t i o n .  I n  t h e  s p i r i t  o f  r e n o r m a l i s e d  i n t e r a c t i o n s ,  a

s e c o n d  c a l c u l a t i o n  was  p e r f o r m e d ,  i n  w h i c h  t h e  g - b o s o n  a l o n e  was 

u s e d .  H e r e ,  a t  l e a s t  f o r  t h e  mor e  d e f o r m e d  n u c l e i ,  t h e  b e s t  

a g r e e m e n t  w i t h  e x p e r i m e n t  t o  d a t e  was o b t a i n e d ,  a l t h o u g h  t h e

o v e r b i n d i n g  o f  t h e  IBM2 i n c r e a s e d  by  50 %.

C h a p t e r  4 p r e s e n t s  t h e  e x i s t i n g  m a p p i n g  p r o c e d u r e s  u s e d  i n  t h e  

IBM,  a n d  d i s c u s s e s  t wo new a p p r o a c h e s  t o  t h i s  p r o b l e m .

A f i n a l  s e c t i o n  p r e s e n t s  t h e  g e n e r a l  c o n c l u s i o n s  r e a c h e d  i n  t h e  

m a i n  T h e  s i s .
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PREFACE

I s  t h e  m i d - s e v e n t i e s ,  t h e  i n t r o d u c t i o n  o f  t h e  I n t e r a c t i n g  

B o s o n  Mo d e l  ( IBM) p r o v i d e d  s n n i q n e  t o o l ,  e n a b l i n g  c a l c u l a t i o n s  

b e l i e v e d  t o  r e f l e c t  t h e  c o l l e c t i v e  n a t u r e  o f  t h e  low l y i n g  

n u c l e a r  s t a t e s  t o  be  a p p l i e d  s y s t e m a t i c a l l y  a c r o s s  l a r g e  r a n g e s  

o f  n u c l e i  i n  c a s e s  w h e r e  t r a d i t i o n a l  s h e l l  mo d e l  c a l c u l a t i o n s  

w e r e  n o t  f e a s i b l e .

The  m a i n  p r o b l e m  w i t h  t h e  IBM h a s  b e e n  i t s  p h e n o n e n o l o g i c a  1 

r o o t s ,  u n d e r s t a n d i n g  why t h e  mode l  wo r k s  so w e l l ,  and r e l a t i n g  

t h i s  t o  a m i c r o s c o p i c  d e s c r i p t i o n  i n  t e r m s  o f  t h e  u n d e r l y i n g  

f e r m i o n  s y s t e m .

The  s t r e n g t h  o f  t h e  mo d e l  l i e s  t o  some e x t e n t  i n  o n e ' s  a b i l i t y  

t o  s e l e c t  mo d e l  H a m i l t o n i a n s ,  w h i c h  r e f l e c t  t h e  known f a v o u r a b l e  

p a i r i n g  m e c h a n i s m s  and  t h e i r  a s s o c i a t e d  q u a d r u p o l e  i n t e r a c t i o n s ,  

a n d  t h e n  p r o d u c e  a n a l y t i c  d e s c r i p t i o n s  o f  t h e  l ow l y i n g  n u c l e a r  

l e v e l s .  C e r t a i n  p a r a m e t e r s  c h a r a c t e r i s i n g  t h e s e  i n t e r a c t i o n s  o f  

t h e  n u c l e o n  p a i r s ,  we r e  shown t o  v a r y  s y s t e m a t i c a l l y  a s  one  

p r o g r e s s e s  a c r o s s  a r a n g e  o f  n u c l e i .  I n  t h i s  s e n s e ,  t h e  v e r y  

l e a s t  t h a t  t h e  mode l  p r o v i d e s  i s  an e x c e l l e n t  c l a s s i f i c a t i o n  

t e c h n i q u e  f o r  l a r g e  a m o u n t s  o f  n u c l e a r  i n f o r m a t i o n .

The  b e a u t y  a nd  e a s e  o f  a p p l i c a t i o n  o f  g r o u p  t h e o r y  t o  t h e  

m o d e l  i s  a n o t h e r  o f  i t s  s t r e n g t h s ,  f o r  t h e  s i m p l e  IBMl t h r e e  

s y m m e t r y  l i m i t s  e x i s t .  E a c h  o f  t h e s e  c o r r e s p o n d s  t o  a p h y s i c a l  

n o t i o n  c a r r i e d  o v e r  f r om t h e  e a r l i e r  g e o m e t r i c a l  n u c l e a r  m o d e l s .  

L a t e r  e x t e n s i o n s  o f  t h e  b a s i c  m o d e l ,  t o  B o s e - F e r m i  s y m m e t r i e s  

a n d  S u p e r s y m m e t r i e s , p r o v i d e d  f u r t h e r  g r o u p  t h e o r e t i c a l  

a p p l i c a t i o n s ,  a l t h o u g h  p h y s i c a l  i n t e r p r e t a t i o n s  h e r e  a r e  mor e  

i l l u s i v e  .



I n  c o n t r a s t  t o  t h e  a b o v e ,  t h e  o b v i o u s  g r o s s  v i o l a t i o n s  o f  t h e  

P a n !  i  s x c n l  s i o n  p r i n c i p l e  h a s  s p u r r e d  4c?r t h  t h e  s e a r c h  f o r  

a i c r o s c o p i c  j u s t i f i c a t i o n s  o f  t h e  s u c c e s s  o f  t h e  a o d e l .  I n  t h i s  

seoLan t h e  aio.de 1 i s  o f t e n  r e f e r r e d  t o  a s  t h e  I n t e r a c t i n g  B o s o n  

Ajrpirajx i a a  t  i o n  ( I BA)  t o  e a p h a s i s e  t h e  f a c t  t h a t  i t  i s  an 

t f p m i a s t i o n  t o  t h e  u n d e r l y i n g  f e r a i o n  s y s t e a .  H e r e ,  as  i n  a o a t  

otrhcptr w o r k s ,  no s t r i c t  d i s t i n c t i o n  i s  a a d e  b e t w e e n  t h e  u s e  o f  

Itlh® t i e r a s  H i  a n d  IBA. ,



CHAPTER 1

I NTERACTING BOSON MODEL AND THE C-BOSON

1 . 1  A GENERAL REVIEW

The  y e a r  1 9 7 5  t e w t h e  i n i t i a l  i n c e p t i o n  o f  t h e  IBM i n  e s e r i e s  

o f  f o n r  p a p e r s  by  ARIMA and IACHELLO ( 4 0 ,  9 a ,  9 b ,  9 c ) ,  wh e r e  t h e  

■ o d e l  wa s  p r e s e n t e d  i n  t h r e e  s y m m e t r y  l i n i t *  ( CASTANOS ( 4 1 ) ,  

IACHELLO ( 3 )  ) .

The  r e a l i s a t i o n  o f  a n o d e l  i n  a s y a a e t r y  l i n i t  o r  n o r e  

s p e c i f i c a l l y  a H a n i l t o n i a n  f o r  a n n c l e a r  s y s t e n ,  s t e n s  f r o n  a 

n u mb e r  o f  s o u r c e s .  Of  t h e s e  t h e  d e s i r e  t o  s e e  r e f l e c t e d  i n  

n a t u r e  t h e  b e a u t i f u l  s t r u c t u r e  o f  m a t h e m a t i c s ,  n s n e l y  g r o u p  

t h e o r y  ( HAMERMESH ( 4 4 ) ,  WYBOURN ( 4 5 ) ,  LI PKI N ( 4 6 ) ,  ELLIOTT and 

DAVBER ( 5 6 )  ) ,  i s  f o r e n o s t .  I t  c o u l d  be  s t a t e d  t h a t  a

c o o p e r a t i v e  c o l l e c t i v e  m o t i o n  o f  n u c l e o n s ,  l e a d i n g  t o  a p h y s i c a l  

s y m m e t r y ,  be  i t  s p h e r i c a l ,  t r i a x i a l  o r  w h a t e v e r ,  i s  e v i d e n c e  f o r  

s y m m e t r y  i n  t h e  H a m i l t o n i a n .

The  r o o t s  o f  t h e  IBM wer e  i n  an  e x t e n s i o n  o f  t h e  i d e a s  o f  

JANNSSEN e t  a l .  ( 3 5 )  who p r o v i d e d  an  a l g e b r a i c  a p p r o a c h  t o  

h a n d l e  a g e n e r a l  c o l l e c t i v e  H a m i l t o n i a n  i n  f i v e  q u a d r u p o l e  s h a p e  

v a r i a b l e s .  T h i s  came f r o m t h e  b a s i c  i d e a  t h a t  c e r t s i n  n u c l e i  

w o u l d  h a v e  q u a d r u p o l e  s h a p e  d e f o r m a t i o n s ,  and  e a c h  s h a p e  

v a r i a b l e  w o u l d  c o r r e s p o n d  t o  one o f  t h e  f i v e  m a g n e t i c  s a b - s t a t e s  

o f  t h e  q u a d r u p o l e  s h a p e .  T h e s e  m o d e l s  w e r e  known t o  g i v e  t h e  

c h a r a c t e r i s t i c  v i b r a t i o n s l  s nd  r o t s t i o n s l  s p e c t r s  wh i c h  had  b e e n  

o b s e r v e d  i n  many n u c l e i .

- 1 -



T h e  T r u n c a t e d  Q u a d r u p o l e  P h o n o s  Model  (TQP) r e s u l t e d  f r o *  t h e  

d e s i r e  f o r  a t r u n c a t i o n  t o  a a i x i a u a  number  o f  p h o n o s s  o f  

e x c i t a t i o n ,  t o  e n a b l e  a f i n i t e  m a t r i x  d i a g o n a l i s a t i o n  t o  be 

c o n d u c t e d .  The p r o b l e m  h o t e v e r , was t h a t  t h e r e  v t t  no n u mb e r  

c f r n a e r v a t i o n  o f  t h e  p h o n o s s .  As a p u r e l y  m a t h e m a t i c a l  d e v i c e  a 

new^ o b j e c t  c a l l e d  an s - b o a o n  was i n t r o d u c e d ,  wh i c h  when t a k e n  

w i t h  t h e  q u a d r u p o l e  p h o n o s  o r  d —b o s o n ,  l e d  t o  n u mb e r  

c o n s e r v a t i o n .  F o r  N q u a n t a ,  N^ N^ +N, ,  f o r  Ng s - b o s o n s  and  ^  d -  

b o s o n s  . T h i s  i s  r e f e r r e d  t o  a s  a s mo o t h  t r u n c a t i o n  o f  t h e  m o d e l .

I n t r o d u c t i o n  o f  t h e  i - b o i o n  c r e a t e d  a a i x - d i m e n a i o n a l  v e c t o r  

s p a c e  c h a r a c t e r i s e d  by  t h e  g r o u p  U ( 6 ) ,  i t s  s u b - g r o u p s  b e i n g  u s e d  

t o  d e s c r i b e  a n a l y t i c a l  s o l u t i o n s  f o r  p a r t i c u l a r  H a m i l t o n i a n s .

T h i s  i n t e r p r e t a t i o n  h o w e v e r ,  i s  n o t  t h e  one  g e n e r a l l y  f a v o u r e d  

t o d a y ,  a l t h o u g h  i t  h a s  b e e n  r e - i n t r o d u c e d  t o  some e x t e n t  by PARK 

a n d  ELLI OTT ( 5 2 )  t o  h a n d l e  c o r e  p o l a r i s a t i o n  e f f e c t s .

The  i n t e r p r e t a t i o n  now a d o p t e d  o f  t h e  b o s o n s ,  i s  t h a t  an s -  

b o s o n  i s  a p a i r  o f  f e r m i o n s  c o u p l e d  t o  a t o t a l  a n g u l a r  moment um 

L=*0 ( u s u a l l y  no d i s t i c t i o n  i s  made b e t w e e n  J and L f o r  a b o s o n  

jPa^Lr, o n l y  t h e  t o t a l  a n g u l a r  moment um o f  t h e  f e r m i o n  p a i r  b e i n g  

^ c P l n v a n t ) ,  a n d  a d - b o s o n  i s  a f e r m i o n  p a i r  c o u p l e d  t o  L=2 . More 

p W t f i s e l y  , a b o s o n  i s  a r e p r e s e n t a t i v e  c o u p l i n g  a v e r a g e d  o v e r  

a l l  p o s s i b l e  f e r m i o n  p a i r s .

F a r t h e r  e v i d e n c e  f o r  t h e  s y m m e t r y  o f  t h e  b o s o n  H a m i l t o n i a n  

f r o m  t h e  g r o u p  s t r u c t u r e  o f  t h e  c o m m u t a t i o n  r e l a t i o n s  f o r  

u n d e r l y i n g  f e r m i o n  p a i r s .

G e n e r a l  r e v i e w s  o f  t h e  IBM a r e  g i v e n  i n  ELLIOTT ( 1)  , and ARIMA 

a®# IACHELLO ( 2 ) ,  w h i c h  d e a l  w i t h  t h e  t r a n s i t i o n  b e t w e e n  t h e  

s y m m e t r y  l i m i t s  o f  t h e  m o d e l .  F o r  e x a m p l e ,  t h i s  i s
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o b i e r v t d  * b i B  one  b o t h  f r o n  •  b b c I i b i  w i t h  obI j  a f ew v a l e n c e  

n u c l e o n s  ( v i b r a t i o n a l  l i n i t ) ,  t o  a n n c l e n t  w i t h  n s n y  v a l e n c e  

n n c l e o n s  ( w e l l  d e f o r n e d ,  r o t a t i o n a l  l i n i t ) .

T h e  b o s o n  a p a c e  c h a r a c t e r i s e d  by t h e  g r o n p  U( 6)  h a s  o n l y  t h r e e  

s u b - g r o u p  c h a i n s  w h i c h  e nd  i n  t h e  g r o n p  0 ( 3 ) ,  and  so g i v e  s t a t e s  

w i t h  w e l l  d e f i n e d  a n g n l a r  n o n e n t n n .  At  e a c h  s t a g e  n o v i n g

t h r o u g h  t h e  s n b - g r o n p s  i n  t h e  c h a i n ,  we e x t r a c t  q n a n t n n  n n n b e r s

w h i c h  s p e c i f y  o n r  c h o i c e  o f  r e p r e s e n t a t i o n s ,  a nd  so c h a r a c t e r i s e  

t h e  e n e r g y  o f  t h e  e i g e n s t a t e s .  The  s y n n e t r y  l i a i t s  a r e  b r i e f l y  

o u t l i n e d  b e l o w .

0 ( 5 )  LI MI T

T h e  g r o u p  c h a i n  0 ( 6 )  Z) U ( 5 )  3  0 ( 5 )  “D 0 ( 3 )  r e p r e s e n t s  t h e

v i b r a t i o n a l  l i n i t ,  w i t h  b a s i s  s t a t e s  d e n o t e d  a s  |N nd Z  LM> . The  

0 ( 6 )  g r o u p  g i v e s  t h e  l a b e l  N f o r  t h e  t o t a l  n u n b e r  o f  b o s o n s ,

0 ( 5 )  g i v e s  t h e  l a b e l  nd f o r  t h e  n u n b e r  o f  d - b o s o n s ,  0 ( 5 )  t h e

h a r n o n i c  o s c i l l a t o r  i n  f i v e  d i n e n s i o n s  h a s  t h e  l s b e l  V , w h i c h  

p l a y s  t h e  r o l e  o f  s e n i o r i t y  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  d - b o s o n  p a i r s  

c o u p l e d  t o  L= 0 .  F i n a l l y  0 ( 3 )  h a s  t h e  u s u a l  a n g u l a r  a o a e n t u m  a nd  

p r o j e c t i o n  l a b e l s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  t h r e e  d i n e n s i o n a l  r o t a t i o n  

g r o u p .  S o n e  a l l o w e d  v a l u e s  o f  L g i v e n  Z  a r e  shown b e l o w .

Z = 0 L=0

Z=1 L=2

Z  =2 L=2 , 4

t =3 L * 0 , 3 ,  4 ,  6
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N o t e : I n  a d d i t i o n  an e x t r a  l a b e l  i s  r e q u i r e d  a t  ad i a c r e a s e e  t o  

d i e t  in|D i ab c e r t a i n  s t a t e s  s e e  IACHELLO ( 3 ) .

0 ( 6 )  LI MI T

T h e  g r o n p  c h a i n  U( 6)  3  0 ( 6 ) 3  0 ( 5 ) 3  0 ( 3 ) »  r e p r e s e n t s  t h e  so

c a l l e d  g a s u  u n s t a b l e  l i n i t .  I t  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  g e o n e t r i c a l  

p i c t u r e  o f  a n u c l e u s  w i t h  f i x e d  b e t a  d e f o r a a t  i o n , and an  e n e r g y  

o f  d e f o r s a t i o n  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  a n g u l a r  c o o r d i n a t e  g a a a a . I t  

g i v e s  r i s e  t o  s t a t e s  l a b e l l e d  a s  | N tr t  LM>, wh e r e  N,  L,  f  and

N a r e  t h e  s a n e  as  i n  t h e  U( 5 )  l i n i t ,  and  (T t h e  s e n i o r i t y  l a b e l

o f  0 ( 6 )  i s  g i v e n  as  N, N-2 , . . . 1 o r  0 ,  t  t h e  l a b e l  f o r  0 ( 5 )

t a k e s  t h e  v a l u e s  <r c f ^ l , . . . 1 , 0 .

SP ( 3 ) LI MI T

T h e  g r o u p  c h a i n  U X 6) 3  S P ( 3 > 3  0 ( 3 ) ,  i s  a p p r o p r i a t e  i n  t h e  

r o t a t i o n a l  l i n i t .  A l t h o u g h  t h e  s t a t e s  c a n  be l a b e l l e d  by  N,  L,  

N a s  i n  t h e  0 ( 6 )  l i n i t ,  and  t h e  S P ( 3 )  l a b e l s  y  ) o f  ELLIOTT 

( 1 0 ) ,  a n  a d d i t i o n a l  c l a s s i f i c a t i o n  due  t o  VERGADOS ( 1 1 )  t e n d s  t o  

b e  u s e d .  The  l a b e l s  X and  j /  c a n  be  r e l a t e d  t o  t h e  d i s t r i b u t i o n  

o f  t h e  o s c i l l a t o r  q u a n t a  i n  v a r i o u s  s p a t i a l  d i r e c t i o n s  ( s e e  

ELLI OTT ( 1 ) ) .

I n  e a c h  c a s e  t h e  e n e r g y  o f  a s t a t e  c a n  be w r i t t e n  i n  t e r n s  o f  

t h e  a s s o c i a t e d  l a b e l s  o f  a g i v e n  s y n n e t r y  l i n i t .  E x a n p l e s  o f  t h e  

c h a r a c t e r i s t i c  s p e c t r a  o f  t h e  t h r e e  l i n i t s  d e s c r i b e d  a b o v e  c a n  

b e  s e e n  i n  F i g u r e  1 ,  t a k e n  f r o n  ARINA and  IACHELLO ( 2 ) .

- 4 -
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L t t T i a g  a s i d e  t h e  c o n n e c t i o n s  b e t w e e n  t h e  IBM a n d  o l d e r  

( c o a e t r i c a l  m o d e l s  ( s e e  IACHELLO ( 4 ) ,  GINOCCHIO s a d  EIRSON 

( 3 9 ) *  a a d  r e v i e w s  o f  e x p e r i m e n t a l  c o m p a r i s o n s  f o r  t h e  m o d e l ,  o f  

w h i c h  CASTEN ( 7 )  i s  one  o f  t h e  b e s t  ) ,  t h e  IBM h a d ,  b j  a b o u t  

1 9 8 0 ,  r e a c h e d  a p o i n t  o f  m a t u r i t y  a t  w h i c h  i t  d i v e r s i f i e d  i n t o  

ma n y  a r e a s .  T h i s  i s  s hown  s c h e m a t i c a l l y  i n  F i g u r e  2 .
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T h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  IBMl i s  r a s t r i c t a d  t o  a l a r g e  e x t e n t  t o  

n n c l a i  w i t h  ona t y p e  o f  v a l e n c e  a n c l a o n .  I n  t h a  h e a v i e r  n n c l e i  

t h e  n e n t r o n  and  p r o t o n  s h e l l s  a r e  w e l l  s e p a r a t e d ,  and we h a v e  

o n l y  n n  a n d  p p - b o a o n  t y p e s .  T h i s  e z t e n s i o n  t o  t h e  b a s i c  a o d e l  i s  

t h e  IBM2 ( s e e  n e x t  s e c t i o n ) .

P u b l i s h e d  wo r k  on odd  n n c l e i  t r e a t s  t h e  e x t r a  n n c l e o n  a s  

e i t h e r  w e a k l y  c o n p l e d  t o  t h e  c o l l e c t i v e  c o r e ,  o r  s t r o n g l y  

c o n p l e d ,  a s  i n  t h e  N i l s s o n  a o d e l  wh e r e  a l l  n n c l e o n s  a o v e  i n  t h e  

s a a e  d e f o r a e d  p o t e n t i a l .  I n  t h e  IBM, t h i s  i s  e x p r e s s e d  i n  t h e  

IBFN1 ( o n e  t y p e  o f  b o s o n ) ,  and  IBFM2 ( b o t h  nn and  pp b o s o n s ) ,  

a o d e l s  w h i c h  n s n a l l y  h a v e  o n l y  one e x t r a  n n c l e o n  o n t s i d e  an  

e v e n - e v e n  b o s o n  c o r e .

I n  t h e  IBFN a o d e l s  t h e  g e n e r a l  H a a i l t o n i a n  i s  w r i t t e n  as  shown 

b e l o w

H=Hf + Hfl+ { 1 . 1 . 1 }

H e r e  H p  r e f e r s  t o  t h e  f e r a i o n s , i n  t h i s  c a s e  t h e  s i n g l e  

p a r t i c l e  e n e r g i e s ,  a n d  Hg r e f e r s  t o  t h e  H a a i l t o n i a n  o f  t h e  e v e n -  

e v e n  n n c l e n s  f o r a i n g  t h e  b o s o n  c o r e ,  w i t h  H t h e  i n t e r a c t i o n  

b e t w e e n  t h e  b o s o n s  and  f e r a i o n s  ( IACHELLO a n d  SCHOLTEN ( 1 8 )  ) .

T h i s  w a s  a p p l i e d  w i t h  s o a e  s u c c e s s  t o  Cs a n d  odd n e n t r o n  Xe 

i s o t o p e s  w i t h  t h e  IBFM2 by  ARIAS,  ALONSO and  BRIJKER ( 1 9 ) ,  and  

t o  a a n y  o t h e r  n n c l e i  i n  IACHELLO ( 5 ) .

I t  wa s  f o n n d  t o  be o f  i n t e r e s t  t o  c o n s i d e r  s y s t e s s  w i t h  B o s e -

F e r m i  s y a a e t r i e s ,  i n  w h i c h  t h e  f e r a i o n  and  b o s o n  s p a c e s  h a v e  t h e

s a a e  s y a a e t r y  g r o n p , s n c h  a s  0 ( 3 )  f o r  t h e  IBM a nd  a l s o  f o r  t h e

s p i n  o r b i t  c o u p l i n g  i n  t h e  f e r a i o n  s y s t e a .  O t h e r  r e l a t i o n s  s n c h

- 7 -



i t  f o r  a J * 3 / 2  f e r a i o n  w i t h  0 ( 6 )  s y m m e t r y  w e r e  a l t o  a t t e a p t e d .  ( 

ELLIOTT ( 1 )  ) .

S s p t r t y a a t t r y  v a t  i n t r o d u c e d  t o  p r o v i d e  a r e p r e t e a t a t i o s  w i t h  

e i t h e r  a n  e v e n  n n a b e r  o f  n n c l e o n a  a nd  J  e v e s ,  o r  an odd n n a b e r  

o f  n n c l e o n a  a n d  J  o d d . T h i a  i a p l i e d  g r o n p  o p e r a t o r s  wh i c h  c h a n g e d  

b o a o n  s t a t e s  d e n o t e d  I e( ) i n t o  f e r a i o n  s t a t e s  d e n o t e d  | i > .

ieVw\& t h e  f o l l o w i n g  s e t  o f  o p e r a  t o r  s , a n d  t h e i r  a d j o i n t  s , 

f e r a i o n  o p e r a t o r s  a^  and  b o s o n  o p e r a t o r s  b^ .

A s s n a e  t h a t  t h e  b)( , b^ commute w i t h  t h e  a * ,  *L , and  we h a v e  t h e

n s n a l  f e r a i o n  a n t i - c o a a u t s t i o n  r e l a t i o n s  a n d  b o s o n  c o n n o t a t i o n  

r e l a t i o n s  f o r  t h e i r  r e s p e c t i v e  p a r t s ,  n a m e l y

( b * .  ' V ) = (brf'  V ) =0  ( 1 . 1 . 3 )

( a ^ = ( 1 . 1 . 4 )

F o r  n b o s o n  s t a t e s  and  a  f e r a i o n  s t a t e s  we d e f i n e  t h e  p r o d u c t  

g r o n p  U ( a ) * U ( n ) ,  t h i s  i s  t h e  u s u a l  B o s e - F e r a i  g r o u p .  Ve f i n d
•+ A

u p o n  i n c l u s i o n  o f  t h e  F and F o p e r a t o r s  w i t h  t h e  G and  G

o p e r a t o r s ,  t h a t  we r e q u i r e  t he  c o a i u t a t o r  o f  F and G t o

p r o d u c e  F a n d  y e t  t h e  a n t i - c o m a u t a t o r  o f  F a n d  F t o  p r o d u c e

G. To o b t a i n  t h i s  we r e q u i r e  a g r a d e d  L i e  a l g e b r a  d e n o t e d  as  t h e

s u p e r g r o u p  U ( n / a )  . F o r  e x a a p l e  t h e  b o s o n  ( 7 ( 6 ) ,  and a d 3 / 2

f e r a i o n  ( U ( 2 j + 1 ) )  ( 7 ( 4 ) ,  we ha ve  t h e  s u p e r g r o u p  ( 7 ( 6 / 4 ) ,  and

s u b g r o u p s  (J ( 6)  ( 4 )p. 3  0 ( 6) ^*0 ( 6)^. *3 0 (6 . He r e  t he  l a b e l s  B

and  F i n d i c a t e  t h e  Bo s e  and F e r a i  s p a c e s  r e s p e c t i v e l y .
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T h t  d i s t i n c t i o n  b e t v e e a  B o n - F i r s i  t y a s e t r  i e s  i n v o l v i n g  s 

l i s n l  t i a v o B t  t r i m f  o r n a t  i o n  i n  t h e  b o s o n  s n d  f e r a i o n  s p a c e s , and  

n s n p e r s y a a e t r y  v h i c h  c o n t a i n s  b o t h  t h e  b o s o n s  s n d  f e r a i o n s  i n  

t h e  s a i e  a n l t i p l e t  i s  e a p h a s i s e d .

T h e s e  t e c h n i q u e s  s l l o v  t h e  t r e s t a e n t  o f  o d d - o d d ,  e v e n - o d d  s n d  

o d d - e v e n  p a r t n e r s  o f  a g i v e n  e v e n - e v e n  n u c l e u s  t o  be t r e a t e d  

s u c h  a s  VAN ISACKER e t  a l  . ( 1 4 )  f o r  P t  fl* P t  m Au ^ A u

v h i c h  f i t  v e i l  i n t o  t h i s  s c h e a e . The U ( 6 / 1 2 )  p r e s e n t s  a p o s s i b l e  

a a n i f e s t a t i o n  o f  U( 5)  s u p e r s y a a e t r y  i n  t h e  Bg i s o t o p e s  ( SDN, 

FRANK a n d  VAN ISACKER ( 1 2 ) ,  VERGNES e t  a l  . ( 1 6 )  ) ,  f o r  t h e  Rh 

i s o t o p e s  ( VAN ISACKER e t  a l . ( 1 5 )  ) ,  and  t h e  o d d - a a s s  Os (

VARNER e t  a l  . ( 1 3 )  ) .  The  s u b - g r o u p  s t r u c t u r e  o f  U ( 6 / 1 2 )  i s

O b v i o u s l y  t h e  g r o u p  t h e o r e t i c a l  p r o b l e n  b e c o m e s  f a r  a o r e  c o m p l e x  

i n  t h e s e  s i t u a t i o n s  a s  c o a p a r e d  t o  t h e  s i a p l e  IBM, and v a r i o u s  

a p p r o x i a a t i o n s  h a v e  t o  be a i d e  .

W o r t h y  o f  n o t e  i n  c o n n e c t i o n  v i t h  t h e  a p p l i c a t i o n s  o f  t h e  IBM 

f o r  s c h e m a t i c  B a a i l  t o n  i a n s , i s  t h e  v o r k  o f  CASTEN, FRANK a nd  

BRENTANO ( 3 4 ) ,  vho  c a r r i e d  o u t  c a l c u l a t i o n s  f o r  a b o u t  100 n u c l e i  

i n  t h e  A = 1 00 t o  200  r e g i o n s .  They  r e q u i r e d  o n l y  s e v e n  p a r a a e t e r s  

o f  v h i c h  f o u r  v e r e  c o n s t a n t  f o r  t h e  100  n u c l e i ,  and  one  

p a r a a e t e r  t a k i n g  t h r e e  v a l u e s  i n  e a c h  o f  t h r e e  r e g i o n s .  B( E2)  

v a l u e s  a n d  t h e  l o v e s t  l y i n g  l e v e l s  v e r e  i n v e s t i g a t e d .

T h i s  e x a a i n a t i o n  v a s  o v e r  t h e  s p h e r i c a l  ( v i b r a t i o n a l )  t o  

d e f o r m e d  t r a n s f o r m a t i o n  v i t h  t h e  B a a i l t o n i a n  s h o v n  b e l o v ,  f o r  nd 

d —b o s o n s  a n d  a q u a d r u p o l e - q u a d r u p o l e  i n t e r a c t i o n .

i n v e s t i g a t e d  i n  VAN ISACKER,  FRANK a nd  SUN ( 1 7 ) .

E- £ n d - k Q . Q ( 1 . 1 . 5 )
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Q*(»f d +df s ) ♦ j g a c t d * ?

Wh e r e  t h e  o p e r a t o r  d l a  d e f i n e d  t o  be ( - / *  d . ^ , so  a s  t o  

t r a n s f o r a  a s  a s p h e r i c a l  t e n a o r  u n d e r  r o t a t i o n s .

A new p a r a n e t r  i s a t  i o n , v i t h  Nj- t h e  n n n b e r  o f  p r o t o n  b o s o n s  and  

Ny t h e  n n n b e r  o f  n e n t r o n  b o s o n s  v a s  u s e d ,  so r e d u c i n g  a n  IBM2 

c a l c u l a t i o n  t o  a n  e f f e c t i v e  IBMl  c a l c u l a t i o n .  The  r e l a t i o n s h i p  

i s

E -  })  { 1 . 1 . 7 }

v i t h  t h e  p a r a n e t e r  N0 t a k i n g  d i f f e r e n t  v a l u e s  i n  e a c h  r e g i o n  o f  

n u c l e i ,  and  t h e  f o u r  f i x e d  p a r a m e t e r s  b e i n g  £ 0 , 0 , x , k 

T h i a  s h o v s  t h e  c l a s s i f i c a t i o n  p o v e r  o f  t h e  IBM.

IBM1 HAMILTONIAN

V i t h  t v o  t y p e s  o f  b o s o n s ,  ve  h a v e  t v o  s i n g l e  p a r t i c l e  e n e r g i e s

c o n s t i t u t i n g  t h e  o n e - b o d y  p a r t  o f  t h e  H a m i l t o n i a n .  As t h e  b o s o n

p a i r  v a v e  f u n c t i o n  mu s t  be  s y m m e t r i c  v i t h  r e s p e c t  t o  p a r t i c l e  

e x c h a n g e ,  ve  f i n d  t h a t  t h e  f o l l o w i n g  s e v e n  t v o - b o d y  m a t r i x

e l e m e n t a  e x i s t .

< • d IVI d* >- . < d * l v | d X X ^  . < i ' l v | . * >i  P/A i*f w

{ 1 . 1 . 8 }

< s d | v | s d > z  , <s* IV i dX >0
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T h e  m d t a d  s y a a e t r i s e d ,

• n d  i i  s e e n  i n  A p p e n d i x  B o u r  a a n y  b o d y  H a a i l t o n i a n  c a n  be  

v r i t t e a  a t  f o l l o w s .

I n  t h e  IBN2 t h e  d i s t i n c t i o n  i s  a a d e  b e t w e e n  v a l e n c e  p r o t o n s  

f o r a i n g  p r o t o n  b o s o n s  w i t h  s u b s c r i p t s  ~rr , a n d  v a l e n c e  n e u t r o n s  

f o r a i n g  n e u t r o n  b o s o n s  v i t h  s u b s c r i p t s  >  . The  p a i r  s t a t e s  h e r e

•  r e  I s ^ t ^ O  , I »v dJr2> . \dy%n 2> and  Id^dj - L)  f o r  L=0 , 1 ,  2 , 3 , 4 . I n  

t h i s  c a s e  t h e  s c h e a a t i c  H a a i l t o n i a n s  a r e  o f t e n  c o n s t r u c t e d  v i t h  

a M a j o r a n a  t e r n ,  i n  o r d e r  t o  p l a c e  s t a t e s  a n t i s y a a e t r i e  i n  t h e  

n e u t r o n  p r o t o n  l a b e l s  t o  h i g h e r  e n e r g i e s .  An a d d i t i o n a l  l a b e l  

i n t r o d u c e d  i n  t h i s  a o d e l  i s  F - s p i n ,  a s s i g n e d  F = 1 / 2  f o r  any  

b o s o n ,  a n d  M ^ = l / 2  f o r  a n n - b o s o n  and  Mr * - l / 2  f o r  a p p - b o s o n .  

S t a t e s  o f  a a x i a u n  F - s p i n  a r e  f u r t h e r  a s s u a e d  t o  l i e  a t  t h e  

l o w e s t  e n e r g i e s  ( IACHELLO ( 4 ) ,  OTSUKA, ARINA a n d  IACHELLO ( 2 5 )

) .

1 . 2  I B M 2 / 3 / 4  IN THE SD SHELL

1 M 1
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I n  1 9 8 0  i t  v a t  s u g g e s t e d  by  ELLIOTT and  WHITE ( 4 8 )  t h a t  t o  

e n a b l e  c a l c u l a t i o n s  i n  l i g h t  n u c l e i  t o  be p e r f o r m e d ,  a nd  t o  

r e f l e c t  t h e  f a c t  t h a t  t h e  p r o t o n  and n e u t r o n  s h e l l s  h a w a  '© v n iW  

<s^exrjCee» »n n p - b o s o n  v i t h  T*1 and * T =0 v a s  r e q u i r e d ,  so 

c o m p l e t i n g  t h e  b o s o n  T*=l t r i p l e t .  The b o s o n  p a i r  b e i n g  r e q u i r e d  

t o  be  t o t a l l y  s y m m e t r i c  c o u l d  nov  ha ve  t h e  s y m m e t r y  r e s t r i c t i o n  

r e m o v e d  f r o m i t s  c o n s t i t u e n t  s p a c e s  o f  T a n d  s d ,  a nd  so n e v  

s t a t e s ,  n o t  o c c u r r i n g  i n  t h e  p r e v i o u s  I BM1/ 2  v o u l d  be p r e s e n t .  

F r o m a g r o u p  t h e o r e t i c a l  p o i n t  of  v i e v ,  t h e  g r o u p  v a s  nov  

D3 ( T)  *U6 ( s d )  . The b o s o n  i n t e r a c t i o n  v a s  Vo be .

i s o  s p i n  ivvoojrvciyvt- , a l t h o u g h  d i f f e r e n t  f o r  p a i r s  c o u p l e d  t o  

T * 0 ,  1 ,  2 . The i n t e r a c t i o n  c o u l d  be v r i t t e n  a s  f o l l o v s .

V< i j ) * ( l / 2 )  ( V l + V 2 ) + ( l / 6 )  ( 2V0+V2- 3VDP, .  + ( 1 / 3 )  ( V2- V0)  ( t L. t -  )

( 1 . 2 . 1 )

Wh e r e  V ( i j )  i s  t h e  i n t e r a c t i o n  b e t v e e n  b o s o n s  i a nd  j ,  P,'j i s  

a n  e x c h a n g e  o p e r a t o r  i n  t h e  T - s p a c e .  and  t ^  i s  a 3*3 m a t r i x  

i n s t e a d  o f  t h e  u s u a l  2 * 2  P a u l i  s p i n  m a t r i c e s ,  a n d  VO, VI ,  V2 a r e  

t h e  i n t e r a c t i o n s  i n  t h e  T = 0 ,  1 ,  2 ,  s t a t e s .  F o r  VO and  V2 a s  i n  

t h e  IBMl  ve h a v e  s e v e n  p a r a m e t e r s .  H o v e v e r ,  due  t o  o v e r a l l  

s y m m e t r y  VI h a s  o n l y  t h r e e  p a r a m e t e r s  as  f o l l o v s .

'  < s d | V l | s d > ^  , <d* IVI  Id1 ^  , < s d | V l | d 2 >̂  ( 1 . 2 . 2 )
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IBM4

F o l l o w i n g  t h i s  i t  was  s u g g e s t e d  t h a t  i f  t h e  T*1 n p - b o s o n  

e x i s t e d  t h e n  a T*0 n p - b o s o n  c o m p l e t i n g  t h e  i s o s p i n  t r i p l e t  and  

s i n g l e t  s h o u l d  be  p o s s i b l e  ( ELLIOTT a n d  EVANS ( 47)  ) .  Th e y  

c o n c l u d e d  t h a t  Te 0 i m p l i e s  t h e  n e e d  f o r  an  i n t r i n s i c  s p i n  S = 1 

f o r  t h e  b o s o n s  , a n d  f o r  T*1 we r e q u i r e  S = 0 .

I f  ve  c o n s i d e r  an  LS c o u p l i n g  s c he me  f o r  t h e  f e r m i o n s ,  t h e n  

f o x  t v o  n u c l e o n s  i n  a s t a t e /  , t h e  l o w e s t  s t a t e s  h a v e  L=0 and 2 ,  

v i t h  T = 1 and  S = 0 o r  T=0 and  S = 1 ,  due t o  t h e  a n t i - s y m m e t r y ,  and  

s o  ve  h a v e  nov  s i x  t y p e s  o f  b o s o n s  3 s„ , d„ , * d , ,  *d_ v i t h  S = 1

•  nd  ‘ %o , 1 d z f o r  S = 0 ,  i n  t h e  n o t a t i o n  o f

Fr om a g r o u p  t h e o r e t i c a l  p o i n t  o f  v i e v  ve  nov h a v e

U 6 ( T S ) * D 6 ( s d ) . The n e v  g r o u p  U6(TS)  c o n t a i n s  U 3 ( T ) ,  and SU4 t h e

W i g n e r  s u p e r  m u l t i p l e t ,  ve  h a v e  t h e  c l a s s i f i c a t i o n  U 6 ( T S ) 3  

3  SU2 ( T)  *SU2 ( S ) . T h i s  wo r k  v a s  l a t e r  f o l l o w e d  by  t h a t  o f  HALSE,

ELLIOTT a n d  EVANS ( 5 0 ) ,  wh e r e  t h e  f i r s t  h a l f  o f  t h e  SD s h e l l

16<A<28  v a s  e x a m i n e d ,  and  b i n d i n g  e n e r g i e s  r e l a t i v e  t o  t h e  0 

c o r e ,  s p e c t r a  and  E2 t r a n s i t i o n s  v e r e  c a l c u l a t e d .

The  t e c h n i q u e  u s e d  i n  t h i s  c a s e  v a s  t o  o b t a i n  t h e  G.

btQ&OA e n e r g i e s  f r o m  t h e  mass  18 i s o t o p e s ,  and  t h e  m a t r i x

e l e m e n t s  f r o m t h e  ma s s  20  i s o t o p e s .

U s i n g  t h e  f o l l o w i n g  p r o j e c t i o n  t e c h n i q u e  v i t h  c e r t a i n

a s s u m p t i o n s ,  i t  v a s  p o s s i b l e  t o  r e d u c e  t h e  I B N 2 / 3 / 4  c a l c u l a t i o n s  

t o  an e f f e c t i v e  IBMl  c a l c u l a t i o n  v h i c h  v a s  t h e n  u s e d  t o  c o mp u t e  

t h e  s p e c t r a .

- 13 -



A g e n e r a l  t w o - b o d y  i n t e r a c t i o n  b e t w e e n  p a r t i c l e s  i and j  i s  

g i v e n  a s

V d j J - T j P ^ d J )  V * ( i J ) ( 1 . 2 . 3 )

Wh e r e  P ^ ( i j )  a r e  p r o j e c t i o n  o p e r a t o r s  i n  t h e  s y a s c t r i c  t w o -  

b o s o n  c h a r g e  s p i n  s p a c e ,  s a t i s f y i n g  c o n s t r a i n t s  s n c h  as  i s o s p i n  

i n v a r i a n c e  i m p o s e d  on V,  a nd  a r e  c o r r e s p o n d i n g  o p e r a t o r s  i n  

t h e  s d  s p a c e .

D e n o t i n g  t h e  N b o s o n  s t a t e  by |N E n > w h e r e  E and n a r e  

l a - b e l s  f o r  t h e  c h a r g e - s p i n  and  sd s p a c e s  r e s p e c t i v l y ,  t h e n  i t  

f o l l o w s  t h a t

S i n c e  s t a t e s  a r e  s y n n e t r i c  i n  b o t h  s p a c e s  ( a s s u a e d  t o  l i e  a t  

l o w e s t  e n e r g y  ) t h e  c h o i c e  i s  i n d e p e n d e n t  o f  i  j ,  and n o t i n g  

t h a t  t h e  n n n b e r  o f  i n t e r a c t i o n s  i s  N ( N - l ) / 2 ,  we o b t a i n

<N E n ' | V( i  j  ) | N E n>= <N E | P ^ ( i j ) | N  E X N  n ' l V ^ C i j l l N  n>

=<N n * | V ( i j ) I N  n> { 1 . 2 . 4 }

{ 1 . 2 . 5 }

_ii
V£g d e f i n e s  t h e  e f f e c t i v e  i n t e r a c t i o n  f o r  a c h o o s e s  N a nd  E.

<N E IP . C i  j ) IN E> >
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Th e  c o n c l u s i o n *  o f  t h i e  p i p e r  i r e  t h i t  t h e  IBM4 i s  i  b e t t e r  

c h o i c e  t h i n  t h e  I BM2/ 3  f o r  t h e  SD s h e l l ,  i l t h o u g h  f o r  t h e  l o v e s t  

i t i t e i  t h e  IBM2 wo r k s  q u i t e  w e l l .  The m i n  d i f f e r e n c e

b e t w e e n  u s i n g  t h e  IBM4 s n d  IBM2 , i s  t h i t  t h e  IBM2 o v e r b i n d s

n n c l e i  b y  i b o n t  10  t o  40 MeV.

I n  o r d e r  t o  t e s t  o u r  a o d e l  p r o g r s a , c s p s b l e  o f  p e r f o r a i n g  IBN1 

c i l c u l  i t  i o n s , t h e  c i l c u l i t i o n  o f  ( 4 8 )  f o r  t h e  IBN2 we r e

r e p e n t e d ,  f o r  w h i c h  we o b t s i n e d  i g r e e a e n t  e x c e p t  t h i t  f o r  ^ N e ,

t h e  J i t s  i g n a e n t s  t o  t h e  s e c o n d  2^ end  f i r s t  6*  r e q u i r e  t o  be  

i n t e r c h s n g e d  b e i n g  i n c o r r e c t l y  s s s i g n e d  i n  ( 4 8 )  -^-lo^ove. 3  .

IBM2 CALCULATION

O n l y  T=1 s t i t e s  i r e  p r e s e n t .  The s i n g l e  p s r t i c l e  e n e r g i e s  o f  

t h e  * %c e n d  ' d2 w e r e  o b t s i n e d  f r o n  t h e  l o w e s t  0* s nd  2* s t i t e s  

o f  * 0 ,  ;®Ne e n d  T = 1 s t i t e s  o f  ;^ F ,  w h i c h  i l l  g i v e  e s s e n t i s l l y  

t h e  s i n e  r e s u l t s  ( C o n l o a b  c o r r e c t e d  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  0 

c o r e ) .  W i t h  o n l y  two t y p e s  o f  b o s o n  t h e  i n t e r s c t i o n  Vy>/ wss  

o b t s i n e d  f r o n  i o 0 e n d  Vy/r f r o n  ^ N e  . We t i k e  \ yu = .

W i t h  b o s o n s  t  = 1 ,  we o b t s i n  T = t ^ + t z = 0 , 2 ,  wh e r e  T=1 i s  r e j e c t e d  

on  g r o u n d s  o f  b e i n g  o f  n i x e d  s y a a e t r y  c h s r s c t e r ,  end ve i s s u n e  

t h i t  s u c h  s t i t e s  o f  n i x e d  s y a a e t r y  l i e  i t  h i g h e r  e n e r g i e s .

W i t h  t h e  f u r t h e r  s s s u a p t i o n  t h i t  UT=T f o r  t h e  l o v e s t  s t i t e s ,  

i t  i s  s h o wn  i n  ( 4 8 )  t h i t  t h e  e f f e c t i v e  i n t e r s c t i o n  f o r  t h e  IBM2 

c i l c u l i t i o n  c i n  be w r i t t e n  i s

~ Vyv + ( N - T ) ( N + T )  (V/Jr -V ^ , ) /  {2 N ( N - 1 ) } ( 1 . 2 . 7 )
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At  s h o w n  i n  r t f  ( 48 )  t h e  d e t e r a i n e d  v i l s e t  o f  and \ yrr a r t

c o t b i a e d  i s  t h a  a b o r t  t o  p r o d u c e  t h a  a b o r t  i t r e a  a a t r i i  a l e a e n t i  

f o r  a s  IBM1 c a 1 c o l  a t i o a . Tha  l t r t l a  b e l o v  lOMeV v t r t  o b t a i n e d  

f o r  13 N« , Ne »2*Mg ?*Mg a r t  s hown  i n  F i g a r c a  3 , 4 , 5 , 6 ,  w i t h  

t h e  c o r r e a p o n d i n g  e x p e r i m e n t a l  a p e c t r a  . The a g r e a a e m t  o b t a i n e d  

v i t h  e z p e r i a e n t  i a  f a i r ,  and  t h e  p r e t e n c e  o f  a n n a b e r  o f  

o b v i o u s l y  i n c o r r e c t  a t a t e a  p o i n t a  t o  t h e  n e e d  f o r  a n a p p i n g  

p r o c e d u r e ,  t o  e r a d i c a t e  t h e  u n p h y s i c a l  c o mp o n e n t s  f r o a  a n c h  

s t a t e s ,  o r  t h e  s t a t e s  t h e m s e l v e s  ( s e e  c h a p t e r  4 ) .

F u r t h e r  a p p l i c a t i o n s  o f  t h e  IBM4 v e r e  t o  o d d - o d d  n n c l e i  u s i n g

a s t r o n g  n o n - c e n t r a l  i n t e r a c t i o n  i n  t h e  SD s h e l l ,  by IALSE ( 4 9 ) ,
12 "2.6 

i n  a n  i n v e s t i g a t i o n  o f  Na a n d  A l .
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1 ^ 3  G-BOSON

Th e  t i g n i f i c i n c e  o f  t h e  g - b o a o n  i n  c a l c u l a t i o n a  i t  a t i l l  t o  i o a e  

e x t e n t  an  o p e n  q u e s t i o n .  One q u e s t i o n  w h i c h  i s  s t i l l  u n c l e a r  i s  

w h e t h e r  t h e  g - b o s o n  c o u l d  be  u s e d  i n s t e a d  o f  s a y  e x t e n d i n g  a 

■ o d e l  f r o n  IBM3 t o  I BM4• Or ,  w h e t h e r  o t h e r  h i g h e r  o r d e r  s '  and 

d '  b o s o n s  a r e  r e q u i r e d  s u c h  as  t h o s e  by  VAN ISACKER e t  s i .  ( 2 7 ) .  

One a r g u i e n t  f o r  t h e  i n t r o d u c t i o n  o f  g —b o s o n  c o n p o n e n t s  i s  

e v i d e n c e d  f r o n  t h e  t w o - b o d y  d e n s i t y  m a t r i c e s  f o r  a f e r n i o n

c a l c u l a t i o n  on Mg, wh e r e  c o n p o n e n t s  s u c h  a s  J  =4 f e r n i o n  p a i r s  

w o u l d  s e e n  t o  be  v e r y  i m p o r t a n t  e v e n  i n  t h e  g r o u n d  s t a t e .  The 

a r g u m e n t  p u t  f o r w a r d  by s one  i s  t h a t  t h e  b o s o n  H a m i l t o n i a n  i s  

r e n o r n a l i s e d  f o r  s u c h  e f f e c t s ,  b u t  e v e n  i f  t h i s  i s  t h e  c a s e ,  

c e r t a i n  s t a t e s  w i l l  n o t  be p r e s e n t  i n  a r e a o r n a l i s e d  

c a l c u l a t i o n ,  a n d  so o t h e r  s t a t e s  n a y  be  i n c o r r e c t l y  a s s i g n e d .

P u b l i s h e d  w o r k  on t h e  g - b o s o n  i s  q u i t e  s c a r c e ,  m a i n l y  due t o  

t h e  d i f f i c u l t i e s  o f  p e r f o r m i n g  a n y t h i n g  o t h e r  t h a n  a 

p e r t u r b a t i v e  c a l c u l a t i o n .  OTSUKA ( 3 0 )  m a i n t a i n s  t h a t  t he  e f f e c t  

o f  a g c a n  be  r e n o r m a l i s e d ,  and t h i s  e f f e c t  i s  s m a l l  i a  any  c a s e  

i n  t h e  l ow l y i n g  s t a t e s .  S i m i l a r l y ,  OTSUKA , A1IMA and  

TOSHINAGA ( 3 2 ) ,  i n  an e a r l i e r  wor k  c o n s i d e r e d  t h e  i n t r i n s i c

s t a t e  i n  a N i l s s o n  mo d e l  and c o n c l u d e d  t h a t  0~̂  2*̂  p a i r s

d o m i n a t e ,  w h i l e  41" 6* p a i r s  d e c r e a s e  i n  i m p o r t a n c e  as  one 

p r o g r e s s e s  f r o m s p h e r i c a l  t o  d e f o r m e d  n u c l e i .  Howe ve r ,  BES e t  

a l  . ( 2 3 )  do n o t  a g r e e ,  and  m a i n t a i n  t h a t  t h e  4*~ p a i r s  a r e  o f

i m p o r t a n c e  e v e n  i n  t h e  l ow l y i n g  s t a t e s .  SAGE and  BARRETT ( 3 3 )

s u g g e a t  a p e r t u r b a t i v e  a p p r o a c h  and a n u mb e r  o f  c a l c u l a t i o n s

h a v e  b e e n  p e r f o r m e d  w i t h  t h i s  i n  m i n d . s u c h  a s  HUA ( 2 9 ) ,  HETDE 

e t  a l .  ( 2 8 ) ,  HUA a n d  XIAO ( 3 1 ) ,  and VAN ISACKER e t  a l . ( 2 7 ) .
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T h e  G1 ■ e g o v - L a n c z o s - M o r r i s o a - C o u c h  m e t h o d  i t  mot  

s u c h  p e r t u r b a t i o n  m e t h o d s  ( s e e  c h a p t e r  3 ) .

r e s t r i c t e d



CHAPTER 2
BOSON EXPANSION TECHNIQUES

2,1 MICROSCOPIC PAIRING OF FERMIONS

The favourable mechanism of pairing fermions in time reversed orbits leading 
to a superfluid state in nuclear matter, is a well known phenomenon. The 
pairing we shall discuss here is of a more general nature, and as a 
simplification we only consider a single j-shell.

The basic idea in Boson Expansion (BE) techniques is to look at the fermion 
pair commutation relations and attempt to approximate these relations by 
those of bosonic objects. In this context the BE methods relate to particle 
-hole excitations, believed to be responsible for the observed collective 
behaviour in nuclei. (BELIAEV and ZELEVINSKY (58)). This idea was taken 
across to particle-particle cases by LI, DREIZLER and KLEIN (54).

In this section we outline some of the BE ideas as applied to the particle- 
particle case, in a single j-shell.

We begin by defining the pair operators 
A+’3’ A    '■7—1 y - • ,

u  1
The A,A+ operators obey the commutation relations

Where Y(123) are numerical factors defined in Appendix A.

-  23 -



T h i s  c a n  be  w r i t t e n  i n  t e r n s  o f  e s n a l l n e s s  p a r a n e t e r  Z s L  

w h e r e  _T2- i t  t h e  a e z i a n a  n n a b e r  o f  p e i r e  t h e t  c a n  be  f o r a e d  i n  e 

g i v e n  j - t h e  11 , and i n  t h e  l i a i t  when —T2. t e n d s  t o  i n f i n i t y  we 

c e n  w r i t e

y e n s ) *
(7 .SI- V 1 { 2 . 1 . 2 }

F u r t h e r  i t  c e n  be s hown t h e t  t h e  e x p e c t a t i o n  w e l n e  o f  t h e  B 

o p e r a t o r  c e n  be  r e l a t e d  t o  S i  \  <r\ \JCLXLaaUW CX̂>

\ 2 —O- 1 ( 2 . 1 . 3 )

C o n s e q u e n t l y  i f  t h e  n n a b e r  o f  p a r t i c l e s  N i s  s n a i l  c o a p a r e d  t o  

_T2. , t h e n  t h e  a b o v e  o p e r a t o r  b e c o s e s  s n a i l ,  and  Y ( 1 2 3 )  c a n  be 

n e g l e c t e d ,  g i v i n g

Q A l . A i l — ^ )a ( 2 . 1 . 4 )

+■ n  1
T h e  o p e r a t o r  A c a n  be  a p p r o x i a a t e d  by t h e  b o s o n  o p e r a t o r  LA. , 

w i t h  t h e  c o a a n t a t i o n  r e l a t i o n s  a s  shown

[ c u . a ; > S ia> L o ^ d L l  - C a ^ c u V o  l a . x . s i

T h i s  a p p e a r s  t o  be i n t u i t i v e ,  a s  we wo u l d  e x p e c t  t h e  P a u l i  

e x c l u s i o n  p r i c i p l e  t o  be  we a k  when a s h e l l  h a s  f ew n u c l e o n s  i n  

i t .
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I t  i t  t e e n  t h a t  f o r  t h e  c u t  o f  » t i n g l e  j - a h e l l  t h e  t e r *  * 

b e c o a e i

{2 . 1 . 6 }

And t h e  u n d e r l y i n g  f e r n i o n  n a t u r e  o f  t h i t  b o t o n  i t  t t i l l  

p r e  t e n t  .

1 . 2  MAPPING FROM FERMION TO BOSON SPACES

I n  o r d e r  t o  i m p r o v e  u p o n  t h e  i p p r o x i n t t  i o n t  o f  t h e  l t t t  

s e c t i o n ,  t  nu mb e r  o f  t e c h n i q u e a  wer e  d e v e l o p e d *  t ome  o f  v h i c h  

n r e  b r i e f l y  d e t c r i b e d  b e l o v .

BELIAEV ZELEVINSKY METHOD

T h i t  t e c h n i q u e  i t  o u t l i n e d  i n  LI* DREIZLER end  KLEIN ( 5 4 ) *  t n d  

- v a t  i n i t i a l l y  p r o p o t e d  i n  t h e  p a p e r  by BELIAEV a n d  ZELEVINSKY 

( 5 8 ) .  F u r t h e r  m o d i f i c a t i o n t  t o  c o r r e c t l y  i n c l u d e  a l l  e f f e c t a  o f  

'thd P a u l  i  p r i n c i p l e  we r e  p r o p o t e d  by  MARSHALEK ( 5 5 , 5 3  ) .

H e r e  o n e  a p p r o z i m a t e i  t h e  f e r m i o n  p a i r  o p e r a t o r  A* t o  h i g h e r  

o r d e r t *  v i t h  t h e  b o t o n  o p e r a t o r s  Q  , and f o r  a t h i r d  o r d e r  t e r n  

ve  w o u l d  o b t a i n

A i  '  + ( 2 . 2 . 1 )
2--bV
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T h i s  i t  t h e n  s u b s t i t u t e d  i n t o  t h e  A c o i a s t a t i o a  r t l t t i o n t  t a d  

f ° r  t r t  o b t a i n e d ,  l a p t a t i n g  t b i t  p r o c t d t r t  a t  t a c b

o r d e r ,  a n  i n f i n i t e  c o n v e r g e n t  e x p a n s i o n  i t  o b t a i n e d .  The  P a u l i  

p r i n c i p l e  w i l l  n o t  be  v i o l a t e d  p r o v i d e d  t h a t  t h e  e z p a n t i o n  i t  

t a k e n  t o  a l l  o r d e r t .

MABPMOt l  METHOD

An a l t e r n a t i v e  t o  t h e  BZ m e t h o d  i t  t h a t  o f  M a r n m o r i .  H e r e  one  

i d e n t i f i e r  an i ma ge  o f  t h e  f e r m i o n  a p a c e  i n  t h e  b o t o n  a p a c e , t h i t  

s u b - s p a c e  b e i n g  r e f e r r e d  t o  a t  t h e  p h y s i c a l  a p a c e ,  a l l  o t h e r  

a t a t e i  b e i n g  r e f e r r e d  t o  a t  n n p h y t i c t l  s t a t e a .  The  m a p p i n g  t i e d  

i t  a c t u a l l y  n o t  u n i t a r y ,  a l t h o u g h  i t  i t  t r e a t e d  as  b e i n g  

n n i t a r y .  F e r m i o n  o p e r a t o r a  a r e  t h e n  ma p p e d  i n t o  t h e i r  b o t o n  

c o u n t e r p a r t  a . C o n v e r g e n c e  h e r e  d e p e n d s  u p o n  t h e  c h o i c e  o f  mo d e l  

a p a c e  .

M a p p i n g  o p e r a t o r  V

V I f  > « I b )

V l b ) *  I f  > { 2 . 2 . 2 }

V*|b u n p h y  a i c a l ) *0

T h e  f e r m i o n  o p e r a t o r s  a r e  t h e n  c o n s t r u c t e d  i n  t h e  b o t o n  a p a c e  

t o  a t  n o t  t o  c o n n e c t  i n t o  t h e  n n p h y t i c t l  p a r t  o f  t h e  a p a c e .

DYSON METHOD

A n o t h e r  way a r o u n d  t h e  p r o b l e m  p o t t d  by  t h e  c o m m u t a t i o n  

r e l a t i o n e ,  i t  t o  d e f i n e  n o n ~ h e r m 1 1 i a n  o p e r a t o r s ,  and  t o  s a t i s f y



t h e  c o n n o t a t i o n  r e l a t i o n s  e x a c t l y .  The p r o b l e a  h e r e  i s  t h a t  t h e  

B a a i  1 I o n i a n  i a  t h e n  n o n - h e r a i t i a n . T h i s  t e c h n i q u e  ha s  n s e s  a s  an 

i n t e r a e d i a t e  f o r a ,  u s e d  by o t h e r  a e t h o d s .

HOLSTEIN- PRIMAROFF METHOD

T h i s  i s  y e t  a n o t h e r  t e c h n i q u e ,  s p e c i f i c a l l y  u s e d  i n  t h e  q u a s i ­

s p i n  f o r a a l i s a  ( JANSSEN.  DONAU and FRAUENDORF ( 5 7 )  ) .

A u n i f i c a t i o n  o f  t h e  BE a e t h o d s  i n  t h e  l a  n g u a g c  o f  c o n p l e x  

v e c t o r  s p a c e s  c a n  be  f o u n d  i n  t h e  wo r k s  o f  DOBACZEVSEI ( 5 9 . 6 0 ) .  

a n d  a p p l i c a t i o n s  i n c l u d e  t h o s e  o f  TAMURA. VEERS s ad  RISHIMOTO 

( 2 0 ) .  HECHT.  McGRORT a n d  DRAATER ( 6 ) .

I n  s u a a a r y .  t h e s e  t e c h n i q u e s  w h i l s t  n o t  a l w a y s  d i r e c t l y  

r e l a t e d  t o  t h e  IBM.  do  g i v e  a f e e l i n g  f o r  t h e  s o r t  of  p r o b l e m s  

l i k e l y  t o  be  i n c u r r e d  wh e n  h a n d l i n g  f e r a i o n  a n d  b o s o n  s p a c e s .
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CHAPTER 3

SHELL MODEL CALCULATION WITH BOSONS

1 , 1  BOSON SHELL MODEL AND THE LANCZOS METHOD

The  l o s t  p o p u l a r  b o s o n  c a l c u l a t i o n s  h a v e  b e e n  p e r f o r m e d  w i t h  

t h e  a i d  o f  t h e  c o d e  PHINT by  SCHOLTEN ( 8 ) ,  w h i c h  i s

c h a r a c t e r i s e d  by  i t s  n s e  o f  c o e f f i c i e n t s  o f  f r a c t i o n a l  

p a r e n t a g e  a «

The  a e t h o d s  u s e d  h e r e  we r e  s i m i l a r  t o  t h o s e  d e v e l o p e d  f o r  

e a r l i e r  f e r n i o n  c a l c u l a t i o n *  o f  THITEHEAD, WATT, COLE, MORRISON 

( 3 7 ) .  T h e s e  a r e  p e r f o n e d  i n  t h e  a - s c h e a e  w h i c h  w i t h  i t s  

r e a l i s a t i o n  o f  t h e  s e c o n d  q u a n t i s a t i o n  i n  t h e  o r b i t a l

r e p r e s e n t a t i o n ,  p r o v i d e s  a v e r y  n a t u r a l  f o r m f o r  u s e  on 

c o a p u t e r s .  F i g u r e  7 shows  i n  a b l o c k  f o r a  t h e  v a r i o u s  

o p e r a t i o n s  p e r f o r m e d  i n  a c a l c u l a t i o n .  T h r e e  a r e a *  c a n  be

t a r g e t e d  i n  a c a l c u l a t i o n  w h i c h  demand  t h e  s a i n  c o m p u t a t i o n ,  

t h e s e  a r e  a s  f o l l o w s .

a )  T h e  f o r m a t i o n  o f  t h e  ma n y - b o d y  H a m i l t o n i a n  ( f o r  a c h o s e n  

n n c l e n s  t h i s  n e e d  o n l y  be  c o n s t r u c t e d  o n c e ,  and s u b s e q u e n t  

c a l c u l a t i o n s  do n o t  r e q u i r e  t h i s  t o  be  r e p e a t e d ,  t h e  c a l c u l a t i o n  

o f  t h e  e x a c t  f o r a  o f  t h e  r e s u l t i n g  m a t r i x  h o w e v e r ,  mus t  be  

r e c o m p u t e d  i f  t h e  i n i t i a l  m a t r i x  e l e m e n t s  a r e  c h a n g e d  ) .

b )  E x e c u t i o n  o f  t h e  L a n c z o s  me t h o d  i n  t r i - d i a g o n a l i s i n g  t h e  

H a m i l t o n i a n .
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c )  F i t t i n g  t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  t o  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a ,  h e r e  

a g a i n  a m a t r i x  d i a g o n a l  i s a t  i o n  i s  t h e  m a i n  s o u r c e  o f  

c o m p u t a t i o n .
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Ei -EVEE 7 OUTLINE OF A SHELL MODEL CALCULATION

Dt t a  s t o r e d

C a l c u l a t i o n  o f  a l i s t  o f  a l l  

h a s i s  s t a t e s ---------------- ^ ----------- B . Li  s t^  m, m .

U n c o u p l i n g  o f  t h e  m a t r i x  e l e m e n t s
r

F o r m a t i o n  o f  t h e  ma n y —b o d y  H a m i l t o n i a n
J

Me 1 em

E v a l u a t i o n  o f  ma ny—b o d y  H a m i l t o n i a n

L a n c z o s  m e t h o d ,  t r i - d i a g o n a l i s a t i o n  

o f  H a m i l t o n i a n  t o  p r o d u c e  

e i g e n v a l u e s  and  e i g e n v e c t o r s .I
C a l c u l a t i o n  o f  J  v a l u e s  o f  s t a t e s  

*
E v a l u a t i o n  o f  e i g e n v e c t o r s  o f  t h e  

o r i g i n a l  H a m i l t o n i a n

mmaa w
** Hmany

[

Ev a l

Eve c

F o r m a t i o n  o f  t w o - b o d y  d e n s i t y  m a t r i x  

>
F i t t i n g  t o  e x p e r i m e n t a l  s p e c t r a  and 

c h a n g e s  i n  c o u p l e d  m a t r i x  e l e m e n t s

3E
1 F u r t h e r  r e - c a l c u l a t i o n  b e g i n s  t o  i mp r o v e  f i t  i f  r e q u i r e d
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F r o m  a c o m p u t a t i o n a l  p o i n t  o f  v i e w  t h e  m a i n  s t r e n g t h  o f  t h e s e  

f t l | o r i t h n  i s  t h e  n o s e r  i n  w h i c h  t h e  L a n c z o s  Me t h o d  e x t r a c t s  

t h e  l o w e s t  e i g e n v a l u e s  f i r s t  , w h i c h  r e a d i l y  c o n v e r g e ,  w i t h o u t  

t h e  n e e d  t o  p r o d u c e  e v e r y  s t a t e  i n  a c a l c u l a t i o n .

A w e a k n e s s  o f  t h e  t e c h n i q u e ,  e x c l u d i n g  t h e  f i t t i n g  w h i c h  any  

M e t h o d  Mu s t  cope  w i t h ,  i s  t h e  n e e d  t o  f o r a  t h e  e n t i r e  ma n y —b o d y  

H a m i l t o n i a n ,  a l t h o u g h  i n  t h e  b o s o n  c a s e  t h i s  i s  l e s s  o f  a 

p r o b l e m  due  t o  t h e  s m a l l n e s s  o f  t h e  mode l  s p a c e  c o m p a r e d  t o  t h e  

f e r m i o n  c a l c u l a t i o n s ,  a n d  t h e  t i m e  r e q u i r e d  h e r e  i s  o n l y  a s m a l l  

f r a c t i o n  o f  t h e  t i me  r e q u i r e d  f o r  t h e  i t e r a t i o n s .

MATRIX ELEMENTS AND THE MANY-BOPY HAMILTONIAN

T h e  c h o i c e  o f  n o r m a l i s a t i o n  f o r  t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  a n d  t h e  

a s s o c i a t e d  f o r m of  t h e  H a m i l t o n i a n  a r e  shown i n  A p p e n d i x  B.

T h e  m a n y - b o d y  H a m i l t o n i a n  i s  s t o r e d  i n  an  u p p e r - t r i a n g u l a r  

f o r m ,  a s  i t  i s  r e a l  s y m m e t r i c .  I t s  rows and  c o l u m n s  a r e  l a b l e d  

b y  t h e  b a s i s  s t a t e s .  And i n  i t s  f o r m a t i o n  a l l  t h e  r e q u i r e d  

c o m b i n a t i o n s  o f  b4j bub^  a r e  a p p l i e d  t o  c o n n e c t  one  s t a t e  t o  

a n o t h e r .  The  r e s u l t i n g  m a t r i x  e l e m e n t  ( m, n )  r e p r e s e n t s  t h e  

i n t e r a c t i o n  a s  d e r i v e d  f r o m  t h e  one  and t w o - b o d y  m a t r i x  e l e m e n t s  

b e t w e e n  s t a t e s  a  and n .

LANCZOS METHOD

V e c t o r  x ,  i s  a s s u me d  t o  be  n o r m a l i s e d  xt . x t * 1 ,  a n d  f o r  a r e a l -  

s y m m e t r i c  o p e r a t o r  H, we p r o d u c e  an o r t h o g o n a l  v e c t o r  X j » by 

a p p l y i n g  H t o  x,  , a s  s hown  b e l o w  i n  F i g u r e  8 .
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Ei-QPKE ft

i  * * 2 “ 0 » Hx,  = « ^ x , +  ^ x 2 » * 1®*,  * = p« { 3 . 1 . 1 }

r e p e a t i n g  t h i t  o p e r a t i o n  f o r  X* o r t h o g o n a l  t o  z 1 and  n o r m a l i s e d  

we o b t a i n

  ^  ^  V
* t e i  *

i s  h e r . i t i a n

( 3 . 1 . 2 )

*V _M ,
Xl ® X2 "  ^7. { 3 . 1 . 3 }

r e p e a t i n g  t h i t ,  we t p a n  t h e  v e c t o r  t p a c e  r e t n l t i n g  i n  

t h e  f o l l o w i n g  m a t r i x  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  H a m i l t o n i a n  H

= / » < ,

P-t ft I
(l>x oC 3  (5

/ { 3 . 1 . 4 }
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F o r  t h e  o p e r a t i o n  on t h e  k ? e c t o r  we o b t a i n

{ 3 . 1 . 5 }

T h e  c h o i c e  o f  s t a r t i n g  v e c t o r  i s  i m p o r t a n t ,  and w i l l  be

d i s c u s s e d  i n  t h e  s e c t i o n  3 . 2 .

By f o r a i n g  t h e  s c a l a r  p r o d u c t s  a b o v e ,  a n d  p e r f o r n i n g  a r e -  

o r t h o g a 1 i s a t i o n  f o r  e a c h  new v e c t o r  x ^  t o  a l l  o t h e r  v e c t o r s ,  a n d  

t h e n  n o r m a l i s i n g  x ^ , t h e  H a n i l t o n i a n  i s  p l a c e d  i n  t h e  d e s i r e d  

f  o r a .

At  t h i s  p o i n t  t h e  e i g e n v e c t o r s  a n d  e i g e n v a l u e s  o f  t h e  t r i ­

d i a g o n a l  H a n i l t o n i a n  a r e  e v a l u a t e d  ( s e e  ORTEGA ( 4 3 )  ) .

Ve now h a v e  o b t a i n e d  t h e  f o l l o w i n g

We s t i l l  r e q u i r e  t h e  e i g e n v e c t o r s  o f  t h e  o r i g i n a l  H a n i l t o n i a n

{ 3 . 1 . 6 }

{ 3 . 1 . 7 }

f -V <\
L e t  V b e  t h e  n a t r i x  o f  t h e  L a n c z o s  v e c t o r s  V = i x , , xz , x ^ . .  . .}

Th e  we f i n d  t h a t

n=Vv { 3 . 1 . 9 }
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CALCULATION of the j values for states

T h e  b a s i s  s t a t e s  u s e d  i n  a c a l c u l a t i o n  h a v e  a d e f i n i t e

p r o j e c t i o n  o f  a n g u l a r  a o i e n t s a  M, t h e  same f o r  a l l  s t a t e s .  T h i s

i m p l i e s  t h a t  o n l y  n n c l e a r  s t a t e s  w i t h  J N c a n  be r e c o v e r e d  f r o a  

t h e  c a l c u l a t i o n .  The a n g u l a r  a o a e n t u a  o f  a g i v e n  s t a t e  i s

e v a l u a t e d  a s  f o l l o w s  w i t h  t h e  u s e  o f  t h e  s t a n d a r d  r a i s i n g  a n d

l o w e r i n g  o p e r a t o r s .

{ 3 . 1 . 1 0 }

We c a n  w r i t e

J 1 =  3 J 3 *  ♦

Wh e r e  we h a v e

{ 3 . 1 . 1 2 }

Ou r  s t a t e s  c a n  be w r i t t e n  a s  f o l l o w s

{ 3 . 1 . 1 3 }

\ \ 2L > ^ \ n «  .........

\te2> } orV>CAre>\ o o c lo ^ o h \c x \ v\ovwWre> C\n

As J_ J+ i s  a l i n e a r  o p e r a t o r  we h a v e

- T ^ f c l T J S ^ O O l f c Q t .  { 3 . 1 . 1 5 }

ta. L
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{ 3 . 1 . 1 6 }

T h u s  we o b t a i n  o u r  f i n a l  e x p r e s s i o n  f o r  J a s

( 1  - K < T - l V )
{ 3 . 1 . 1 7 }

" 2-

3 . 2  CONVERGENCE AND SPANNING THE VECTOR SPACE

SPANNING THE VECTOR SPACE

The  L a n c z o s  m e t h o d  n o r m a l l y  c o n t i n n e s  n n t i l  i t  s p a n s  t h e  s p a c e

r a n d o m  v e c t o r  t h i s  i s  n s n a l l y  t h e  e n t i r e  s p a c e .

H o w e v e r ,  we e x a m i n e d  t h e  e x t e n s i o n  o f  a two b o s o n  c a l c u l a t i o n  

f r o m  s d —b o s o n s  t o  s d g —b o s o n s ,  wh e r e  t h e  g —b o s o n s  i n t r o d u c e d  

i n i t i a l l y  w i t h  a v e r y  s m a l l  i n t e r a c t i o n  w i t h  t h e  s d - b o s o n s ,  so

t h a t  t h e  o r i g i n a l  sd s t a t e s  c o u l d  n o t  be r e c o v e r e d  a s  w o u l d  be 

e x p e c t e d .  The  p r o b l e m  was t r a c e d  b a c k  t o  a l a c k  o f  o t h o g o n a l i t y  

i n  t h e  s t a t e s .  The  r e - o r t h o g o n a l i s a t i o n  was  u n a b l e  t o  t a k e  c a r e  

o f  t h i s .  T h e  p r o b l e m  o c c u r s  due  t o  t h e  H a m i l t o n i a n  o n l y  s h i f t i n g  

t h e  new v e c t o r  u p o n  w h i c h  i t  a c t s  by  a s m a l l  a m o u n t .  The 

p r e s e n c e  o f  r o u n d i n g  e r r o r s  h a v e  two e f f e c t s .  The a d v a n t a g e  i s  

t h a t  i n  t h i s  c o n t e x t  t h e y  a l l o w  t h e  c a l c u l a t i o n  t o  e x t e n d  i n t o  a

o f  e i g e n v e c t o r s  r e p r e s e n t e d  i n  t h e  s t a r t i n g  v e c t o r " t  V i t h  a

t h a t  t h e  o r i g i n a l  sd  s t a t e s  wo u l d  be  r e p r o d u c e d .  I t  was  f o u n d



s u b - s p a c e  o f  t h e  t o t a l  s p a c e ,  w h i c h  had  no c o m p o n e n t s  i n  t h e  

o r i g i n a l  s t a r t i n g  v e c t o r ,  w h i c h  i s  a d e s i r e a b l e  e f f e c t .  The 

s e c o n d  e f f e c t  w h i c h  i s  n n d e s i r e a b l e  i s  t h a t  t h e  v e c t o r s  a r e  no 

l o n g e r  o r t h o g o n a l .  T h i s  i s  shown s c h e m a t i c a l l y  i n  F i g u r e  9 

b e l o w ,  w h e r e  c h a r a c t e r i s t i c a l l y  t h e  norm o f  x ^ i s  s ma l  1 , W v w a

FIGURE £

The  p r o b l e m  was  o v e r c o m e  by  s e t t i n g  a c r i t e r i a  t h a t  i f  t h e  

nor m o f  t h e  new v e c t o r  was  s m a l l ,  t h e n  r e - o r t h o g o n a l i s a t i o n  was 

u s e d ,  h o w e v e r  i f  t h e  nor m was  v e r y  s m a l l  t h e n  t h e  v e c t o r  s p a c e  

was  m a n u a l l y  s p a n n e d .  T h i s  i s  a c h i e v e d  by f o r c i n g  e a c h  c o m p o n e n t  

o f  t h e  v e c t o r  i n  t u r n  t o  be  one and a l l  o t h e r  c o m p o n e n t s  z e r o ,  

u n t i l  a l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  v e c t o r  h a s  b e e n  f o u n d .

IMPROVED CONVERGENCE THROUGH A WELL CHOOSEN STARTING VECTOR

Due t o  t h e  \\-«.v'c*fcive n a t u r e  o f  t h e  f i t t i n g  c a l c u l a t i o n s  i n  

o b t a i n i n g  c o n v e r g e d  f i t s ,  an i mp r o v e me n t  i n  c o m p u t a t i o n  c a n  be 

made i n  a l l  b u t  t h e  f i r s t  . I n  t h e  f i r s t  \ \e j rc v ^ e > A

s s t a r t i n g  v e c t o r  w i t h  a l l  i t s  c o m p o n e n t s  s e t  t o  one  i s  

s e l e c t e d .  i n  o r d e r  t o  m a x i m i s e  t h e  o v e r l a p  o f  t h e  s t a r t i n g
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v e c t o r  w i t h  t h e  e i g e n v e c t o r t , a t  t h i s  p o i n t  u n k n o wn ,  w h i c h  s pa n

t h e  v e c t o r  s p a c e .

The  a e t h o d  h e r e  i s  s i a p l y  t o  s na  t h e  e i g e n v e c t o r s  o f  t h e

• t i t s  i  t o  be  f i t t e d  a s  p r o d u c e d  by t h e  f i r s t  

s o r a i l l i e , a n d  t h e n  u s e  t h i s  as  t h e  s t a r t i n g  v e c t o r  f o r  t h e

s e c o n d  \VesrcxV\£jV\ F i g u r e s  10 and 11 show t h e  i a p r o v e a e n t  o f  

t h i s  a e t h o d  o v e r  t h e  e x i s t i n g  t e c h n i q u e  i n  w h i c h  t h e  s t a r t i n g  

v e c t o r  i s  a l w a y s  t h e  s a a e .  I n  b o t h  f i g u r e s  t wo v e c t o r s  a r e

s e l e c t e d  a n d  s u a a e d  t o  g i v e  t h e  new s t a r t i n g  v e c t o r .

S e l e c t i n g  two v e c t o r s  and cj^ o r t h o n o r a a l , a n d  f o r n i n g  t h e

n o r a a l i s e d  s u a  ^  * v s  o b t a i n

4* = 1 ( 4  + > { 3 . 2 . 1 }
v r  ^  *z

W i t h  a n  e n e r g y  g i v e n  a s  f o l l o w s  

Ht )

E= <4 '  IB 1 1  > = J_(E„ +E, )
Z

T h i s  i s  v i s i b l e  i n  F i g u r e  10 whe r e  t h e  f i r s t  a p p r o x i a a t i o n  t o  

a n  e i g e n v a l u e  a p p e a r s  t o  l i e  a i d w a y  b e t w e e n  t h e  t wo e i g e n v a l u e s  

p r o d u c e d  i n  t h e  s e c o n d  i t e r a t i o n .

H o w e v e r ,  i t  d o e s  n o t  a p p e a r  t o  be t h e  c a s e  i n  F i g u r e  1 1 . T h i s  

c a n  be  u n d e r s t o o d  by  r e a l i s i n g  t h a t  a f t e r  e a c h  i t e r a t i o n  t h e  

Haa  i  1 t o n  i  a n  c h a n g e s ,  a n d  so t h e  a bove  r e l a t i o n s h i p  i s  o n l y  

a p p r o x i a a t e .

€ 3 . 2 . 2 }

{ 3 . 2 . 3 }
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In figure 10 it can be seen that if one sums the Lanczos vectors as opposed 
to the eigenvectors, the convergence is not improved. This can be understood 
by noting that the Hamiltonian changes between fitst, and whereas this is not 
very important for the eigenvectors, the Lanczos vectors may change 
dramatically. It is found that even if the eigenvalues of the previous 
calculation are changed by quite large amounts, the eigenvectors are 
comparatively stable.

3.3 FITTING PROCEDURE AND THE DENSITY MATRIX 

DENSITY MATRIX

Whilst the information on nuclear levels can be conveyed in terms of the 
state vectors, an alternative formulation of the state information is in the 
language of the density matrix.

For each nuclear level there exist a set of two-body density matrix elements, 
which when combined with the interaction matrix elements yield the energy of 
the state. Indeed all the state information can be conveyed using the set of 
l,2...N-body density matrix elements.

The Hamiltonian may be written as

Here the quantities Hj are operators of the form A +̂^ 2 t̂ie sû script
j being a convenient label to represent this combination. The quantities 
are pure numbers defining the interaction.

The density matrix element for a state I with respect to interaction matrix 
elements denoted j is written

f ^ ‘ <%\

\ The Hamiltonian matrix changes as the matrix elements o r  which it depends 
change.
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g io rn c ^  h  = ^ x i  H  I / ^ \  ' ( 3 . 3 . 3)

J ’ J v)

A further property o f i s  that its trace corresponds to the number of 
interactions, anjasJ> is a two body density matrix,

(3.3.4)

where Tr( J ' ^ )  is a sum over P corresponding to diagonal matrix
yj 2 I I 2 2elements such as <s |V|s >, but not off-diagonal elements such as <sd |v|d >

( I )Further the state sp ' can be written in terms of its basis states

\ -XL Cj*' \ <3-3-5>
vw

Where

Vwn (3.3.6)

.A

= 4 t x|H \'P'>=£V) <3-3'7)
Vaa 

wv w
(3.3.8)

T V  v\
Vw w
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The  d e n s i t y  a a t r i x  l e u u r e t  t h e  a a o u n t  o f  t h e  b i s i s  i t i t e

( i n  t h e  n u c l e a r  s t a t e  .

I n  t h e  a b o v e  t r e a t a e n t  ve c o n s i d e r e d  H t o  be a a a n y - b o d y  

o p e r a t o r ,  w h e r e  as  i n  { 3 . 3 . 1 }  o u r  H a a i l t o n i a n  i s  a t w o - b o d y  

o p e r a t o r  .

The  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  a t w o —body  d e n s i t y  a a t r i x  and  t h e  

a a n y - b o d y  d e n s i t y  a a t r i x  c a n  be  w r i t t e n  a s  f o l l o w s

9)

jt

F I TTI NG PROCEDURE

H a a i l t o n i a n  i s  a l i n e a r  o p e r a t o r  and c a n  be w r i t t e n  a s

hi -r. Cwv { 3 . 3 . 1 0 }

A

We h a v e  a H a a i l t o n i a n  d e s c r i b e d  by t h e  o p e r a t o r s  Hj and  t h e

s e t  o f  n u a b e r s  h i  and  r e q u i r e  t o  o b t a i n  t h e  c o r r e c t i o n  h * ,
J  J

h* *h* +h* s u c h  t h a t  we a i n i a i s e  t h e  d i f f e r e n c e s  b e t w e e n  t h e
J J «/

c a l c u l a t e d  and  e x p e r i a e n t a l  e n e r g y  l e v e l s .

We f o r a

{ 3 . 3 . 1 2 }

t  V \^  usq- p W n o w ie .v \& \c ^ v c £ « I  o W -e v ^ H c , H t V W  A cA sx



t o d  . i n i . i t .  t h i .  . 1 t h  r e s p e c t  t o  h': . A t s o . e  t h a t  f  ' d o e s
* J

no t

v a r y  a p p r e c i a b l y  w i t h  v a r i a t i o n  i n  b
J  *

Our  f i r s t  c a l c u l a t i o n  ga ve

J

a s s u m e  o n r  i m p r o v e d  c a l c u l a t i o n  g i v e s

t r - i i / r i w i
0

t h e n  v e  h a v e

a n d  a i n i a i s i n g  t h i s

L e t  &E =E- - E  , t h e n  we o b t a i nU- C L

w h i c h  c a n  be  w r i t t e n  i n  a a t r i x  f o r a  a s

( 3 . 3 . 1 * )
/ v  X'

( 3 . 3 . 1 3 )

( 3 . 3 . 1 4 )

........

' 1 3 . 3  . M l

S i n c e  N i s  r e a l  s y a a e t r i c  i t  c a n  be d i a g o n a l i s e d  by a 

u n i t a r y  a a t r i x  U# a s  f o l l o w s
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U D D 'V s; { 3 . 3 . 1 9 }

v e c t o r  i n c r e m e n t  i s

v;=ua
S \J  /V { 3 . 3 . 2 0 }

And o u r  new H a m i l t o n i a n  i s  g i v e n  t s

{ 3 . 3 . 2 1 }

Ou r  p r o g r a m  c o u l d  i n  a d d i t i o n  w e i g h t  t h e  f i t t i n g  by  t h e  

a c c u r a c y  o f  e a c h  e x p e r i m e n t a l  l e v e l ,  t h i s  c o u l d  be  u s e d  t o  b i a s  

a f i t  t o  a s e l e c t i o n  o f  l e v e l s .

When a f i t  t o  e x p e r i m e n t a l  s p e c t r a  i s  u n d e r t a k e n ,  i t  i s  l i n e a r  

c o m b i n a t i o n s  o f  t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  t h a t  a r e  f i t t e d ,  and  f r o m 

t h e s e  t h e  r e s p e c t i v e  c h a n g e s  i n  m a t r i x  e l e m e n t s  i s  d e d u c e d .  I t  

i s  a l m o s t  a l w a y s  t h e  c a s e  t h a t  t h e  numbe r  o f  l i n e a r  c o m b i n a t i o n s  

w h i c h  c o n t a i n  i n f o r m a t i o n ,  i s  l e s s  t h a n  t h e  number  o f  m a t r i x  

e l e m e n t s .  T h i s  i s  d e t e r m i n e d  by l o o k i n g  a t  t h e  e i g e n v a l u e s  D o f  

t h e  m a t r i x  M a f t e r  d i a g o n a l i s a t i o n . A l i n e a r  c o m b i n a t i o n  w i t h  a 

s m a l l  e i g e n v a l u e  c o mp a r e d  t o  t h e  o t h e r s  i s  r e j e c t e d  as  i t  

c o n t a i n s  no r e l i a b l e  i n f o r m a t i o n .
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3_»4 COMBINATORIAL method  y p g  bos ons

The  r e p r e s e n t a t i o n  o f  a b a s i s  s t a t e  i n  t h e  a - i c h e s e  f o r  

f e r m i o n s  was  i n v e s t i g a t e d  i n  WHITEHEAD, WATT, COLE and MORRISON 

( 3 7 )  a n d  g e n e r a l  a p p r o a c h e s  t o  s u c h  r e p r e s e n t a t i o n s  o f  n u m b e r s  

f o r  c o m p u t e r  s t o r a g e  a r e  c o n s i d e r e d  i n  BECKENBACH ( 4 2 ) .  The 

i d e a s  o f  ( 3 7 )  h a v e  nov b e e n  e x t e n d e d  t o  t h e  c a s e  o f  b o s o n s .

I n  t h e  m- s c h e me  we c o n s t r u c t  a s u b - s e t  o f  a l l  p o s s i b l e  b a s i s

s t a t e s ,  n a m e l y  t h o s e  w i t h  a g i v e n  M v a l u e .  The o r b i t a l  o r  box

l i k e  r e p r e s e n t a t i o n  i s  mo s t  a p p r o p r i a t e  f o r  t h e  a c t i o n  o f  

o p e r a t o r s  s u c h  as  "b̂  w h i c h  c h a n g e  t h e  n u mb e r s  o f  o b j e c t s  i n

t h e  b o x e  s i ^  , Vfc > L .

The  s i m p l e  IBM1 h a s  o n l y  s i x  o r b i t a l s  f o r  e a c h  s t a t e ,  and  so a 

p a r t i a l  b i t  c ode  r e p r e s e n t a t i o n  i s  a p p r o p r i a t e ,  w i t h  f o u r  b i t s  

p e r  o r b i t a l ,  t h a t  i s  up t o  a maximum of  f i f t e e n  b o s o n s ,  a 32 b 

wo r d  i s  s u f f i c i e n t .  H o we v e r ,  w i t h  t h e  a d d i t i o n  o f  a g - b o s o n

f i f t e e n  o r b i t a l s  a r e  r e q u i r e d ,  and so t h i s  r e p r e s e n t a t i o n  

b e c o m e s  i n s u f f i c i e n t  f o r  s t a t e s  w i t h  more t h a n  t h r e e  b o s o n s  ( a t  

two b i t s  p e r  o r b i t a l  i n  a 32 b i t  wor d  ) .

The  t e c h n i q u e  t o  be  o u t l i n e d  h e r e ,  b e i n g  t h e  mo s t  e f f i c i e n t  

f o r m o f  s t o r a g e  f o r  t h e  s e t  w i t h  a l l  b a s i s  s t a t e s ,  i s  o n l y

l i m i t e d  b y  t h e  t o t a l  numb e r  o f  b a s i s  s t a t e s  b e i n g  l e s s  t h a n  t h e  

c o m p u t e r s  maximum i n t e g e r  s t o r a g e  ( a r o u n d  10 ^  ) .

The  e x t r a  c o m p u t a t i o n  r e q u i r e d  i n  c o d i n g  and  t h e  s u b s e q u e n t  

d e c o d i n g  o f  b a s i s  s t a t e s  o u t w e i g h s  t h a t  w h i c h  wo u l d  be r e q u i r e d  

f o r  o t h e r  f o r m s  o f  s t o r a g e  i n  t h e  l a r g e r  c a l c u l a t i o n s .

The  n u m b e r  o f  p e r m u t a t i o n s  f o r  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  N b o s o n s

o v e r  n o r b i t a l s  i s  g i v e n  by
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N + n - i  .
r  = (n+k\-1 V.

n { 3 . 4 . 1 }

T a b l e  1 * h o » i  a l i » t  o f  s u c h  s t a t e *  f o r  t h e  s t a p l e  c a s e  o f  2 

b o s o n s  a n d  3 o r b i t a l s .

TABLE 1

S t a t e  Code P e r m u t e t  i o n

1 2 0 0

2 1 1 0

3 1 0  1

4 0 2 0

5 0 1 1

6 0 0 2

The  n u m b e r s  1 t o  6 b e i n g  s t o r e d  a s  t h e  code  f o r  a g i v e n

p e r n n t a t i o n .  Ve r e q u i r e  a g e n e r a l  m e t h o d ,  so t h a t  g i v e n  e i t h e r  

t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  b o s o n s  we c a n  code  a s t a t e ,  o r  g i v e n  a c o d e d  

s t a t e  we c a n  d e t e r s i n e  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  b o s o n s .

As s h o w n  i n  A p p e n d i x  C an a l g o r i t h m  f o r  c o d i n g  a s t a t e  c a n  be

f o n n d ,  a n d  t h i s  c a n  be t r a n s f o r m e d  i n t o  o p e r a t i o n s  on a s i m p l e

t a b l e  o f  B i n o m i a l  c o e f f i c i e n t s ,  shown i n  t a b l e  2 .  Any e l e m e n t  i n  

» g i v e n  r o w  i s  e a s i l y  c o n s t r u c t e d  f r om t h e  p r e v i o u s  e l e m e n t  i n  

t h e  s ame r o w .
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TABLE 2

Box s n a s n n a b e r  o f  o b j e c t s  i n  s box  s n a

n n - l n - 2 n- 3 0

n l
IV-2

C
-1

hj-1
C

0

N
C
1

A/* 7 
C

2
C

n l  +n2 N - 3 C
-1 O

c
1

V
c z

A/**-'3 
C n - 1

n l + n 2  +n3
N - t

c- i
A/-3

c* I---
--

 
■—

*
cT

A/-7
C2 c * - i

n l  +n2 + » 3 . . .  

+ n N - l

1
o0

^ C
0

2 C
1

3 c
2

As * s i n p l e  e x s a p l e  c o n s i d e r  t h e  e s s e  o f  t h e  s t s t e  c ode  f o r  

0 1 1 0 0 0 ,  t h s t  i s ,  two b o s o n s  s n d  € b o x e s .  To e n c o d e  t h i s  s t s t e  we 

• a m s t  f i r s t  f o r a  t h e  r ow s n a s ,  wh i c h  we s ee  s r e  s s  f o l l o w s  

( n l = 0 , n 2 = l , n 3 = l ,  n4=0 ,  n5=0 ,  n6=0 )

n l  =0

n l + n 2 = l

n l + n 2 +n 3 = 2

n l + n 2 + n 3 + n 4 S£2

n l + n2+n3+n4+n5=2
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T h .  a p p r o p r i a t e  f o r .  o f  t . b l .  2 i .  t h i ,  c . . .  i .  a h o . a  i a  t a b l e

3 .

TABLE 3

Box sums number o f ob j  e c t  s

2 1 0

n l 0 1 6*

n l  +n2 0 1* 5

n l + n 2 + n 3 0* 1 4

n l + n 2 + n 3 + n 4 0* 1 3

n l + n 2 + n 3 + n 4 + n 5 0* 1 2

• I n d i c a t e s  s u b t r a c t i o n s  d a r i n g  t h e  row s e a r c h  y i e l d  t h e  

r e s u l t  >, 0 .

F o r  t h e  g i v e n  box  s u n s ,  a d d i n g  t o g e t h e r  t h e  c o r r e s p o n d i n g  

e l e m e n t s  f r o m t a b l e  3 we o b t a i n  t h e  s t a t e  c o d e  o f  6 + l + 0 + 0 + 0 = 7 .

I n  o r d e r  t o  d e c o d e  s t a t e  7 w i t h  t h e  t a b l e  s t a r t i n g  w i t h  t h e  

f i r s t  r o w s e a r c h  t h e  t a b l e  f r om r i g h t  t o  l e f t  a l o n g  t h e  r ow,  

s u b t r a c t i n g  o f f  t h e  c o r r e s p o n d i n g  v a l u e  i n  t h e  t a b l e  f r o m t h e  

s t a t e  c o d e ,  h e r e  7 ,  and  when t h e  r e s u l t  i s  >/ 0 t h e  a p p r o p r i a t e

row sum i s  n o t e d ,  i n  t h i s  c a s e  0 , 1 ,  or  2 .  T h e n  p r o c e e d  t o  t h e  

n e x t  r ow o f  t h e  t a b l e  . a n d  c o n t i n u e  t h e  p r o c e s s  w i t h  t h e  r e s u l t  

o f  t h e  f i r s t  s u b t r a c t i o n ,  i n  t h i s  c a s e  1,  we t h e n  m a n i p u l a t e  t h e  

row s ums  t o  o b t a i n  t h e  v a l u e s  n l , n2 . . .  . uN—1 , a nd  e s t a b l i s h  nN 

f r o m t h e  known t o t a l  numb e r  o f  b o s o n s .
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3.5 2^Mg:THE EVIDENCE FOB A G-BOSON

I n  o r d e r  t o  i n v e s t i g a t e  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  e x t e n d i n g  t h e  s d -  

b o s o n  m o d e l  i n  t h e  SD s h e l l ,  t h r e e  c a s e s  o f  f i t t i n g  t o

e x p e r i m e n t a l  s p e c t r a  we r e  e x a a i n e d .  T h e s e  f i t s  d i d  n o t

c o n s i d e r  t h e  b i n d i n g  e n e r g i e s  o r  B E 2 *s , and so t h e  s i n g l e  

p a r t i c l e  e n e r g i e s  we r e  o f  no i m p o r t a n c e ,  a s  t h e y  c o u l d  be  

a b s o r b e d  i n  t h e  d i a g o n a l  a a t r i x  e l e m e n t s .

Zt* Ng wa s  s e l e c t e d  dne t o  i t s  d e f o r m a t  i o n  g r o u n d  s t a t e  t h i s  

b e i n g  c o n s i s t e n t  w i t h  t h e  i d e a  t h a t  d e f o r m a t i o n  wou l d  t e n d  t o

b r e a k  t h e  s p a i r s ,  and  so t h e r e  wo u l d  be a o r e  l i k e l i h o o d  o f  g

p a i r s  b e i n g  p r e s e n t .  I n  f i g u r e s  12 ,  1 3 ,  14 t h e  r e s u l t i n g

s p e c t r a  a r e  s h o wn .
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FIGURE 12 d-boson fit » Wo
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FIGURF13— sd-hosnn  fit
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FIGURE 14 g-boson fit 24 Mg
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DESCRIPTION OF FIGTTBP ^

The  mo d e l  s p a c e  c o n s i s t e d  o f  d - b o s o n s  o n l y ,  t h i s  r e s u l t e d  i n  8 

l e v e l s ,  a l l  o f  w h i c h  we r e  f i t t e d  t o  e x p e r i a i e n t a  1 l e v e l s ,  n s i n g  3 

l i n e a r  c o m b i n a t i o n s  o f  t h e  4 p a r a m e t e r s .  The r e s u l t i n g  f i t  was 

v e r y  g o o d ,  w i t h  o n l y  t h e  l o w e s t  2* s t a t e  o u t  by a b o u t  0 . 6MeV,  

a l l  o t h e r  s t a t e s  b e i n g  w i t h i n  a b o u t  0. 2MeV o f  t h e i r  e x p e r i m e n t a l  

v a l u e s .  The  f i t  c a n  be c h a r a c t e r i s e d  by a m e a s u r e ,  w h i c h  we

s e t  i n  t h i s  c a s e  t o  t h e  v a l u e  o f  o n e .

DESCRI PTI ON OF FIGURE 13

Th e  m o d e l  s p a c e  i n  t h i s  c a s e  c o n s i s t e d  o f  s d - b o s o n s ,  w i t h  a 

f u l l  s p a c e  o f  17 l e v e l s ,  o f  wh i c h  13 c o u l d  be  f i t t e d  t o  

e x p e r i m e n t a l  l e v e l s .  The r e m a i n i n g  f o u r  h a d  e n e r g i e s  i n  e x c e s s  

o f  6 0 Me v ,  a nd  c o n s e q u e n t l y  we r e  p r o b a b l y  o f  an u n p h y s i c a l ,

n a t u r e .  The  f i t  a g a i n  was  g e n e r a l l y  g o o d ,  w i t h  t h e  h i g h e s t  6*

a n d  d i f f e r i n g  by  a b o u t  IMeV f r om t he  e x p e r i m e n t a l  v a l u e s ,  and 

t h e  o t h e r  l e v e l s  a c c u r a t e  t o  a b o u t  0. 5MeV on a v e r a g e .  The 13 

l e v e l s  w e r e  f i t t e d  w i t h  5 l i n e a r  c o m b i n a t i o n s  o f  t h e  9 

p a r a m e t e r s ,  and  t h e  r e l a t i v e  was a b o u t  1 0 .

DESCRIPTION OF FIGURE 14

The  m o d e l  s p a c e  i n  t h i s  c a s e  c o n s i s t e d  o f  o n l y  g - b o s o n s  

p r o d u c i n g  33 l e v e l s ,  o f  w h i c h  19 wer e  f i t t e d  u s i n g  5 l i n e a r  

c o m b i n a t i o n s  o f  t h e  6 p a r a m e t e r s .  I n  a d d i t i o n  a f u r t h e r  6 l e v e l s  

c o u l d  be  f o u n d  t o  c o r r e s p o n d  a p p r o x i m a t e l y  t o  t h e  p r e d i c t e d
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r e . n l t .  o f  IELVIN,WATT,WHITEHEAD ( 3 8 ,  f o r  CWC i n t . r . c t i o n  i n  

- An » * • * • * •  v t r U t i o n  i n  t k .  n c c n r . c y  o f  t h o  l e v e l .  , n  

• b o u t  0 . 4Me V,  w i t h  • lMeV d i f f e r e n c e  i n  t h e  s e c o n d  5* s t * t e .  The 

r e l a t i v e  X *  was a b o u t  5 .

I t  i a  c o n c l u d e d  t h a t  t h e  g - b o s o n  p r o v i d e s  a good  mode l  o f  ^  Ng 

g i v i n g  g o o d  a g r e e a e n t  w i t h  a l a r g e  n u i b e r  o f  l e v e l s .  The r a t i o  

o f  t h e  n u n b e r  o f  l e v e l s  f i t t e d  t o  n u a b e r  o f  l i n e a r  c o a b i n a t  i o n s

o f  t h e  p a r a m e t e r s ,  we r e  f o r  t h e  d ,  sd and g,  2 . 6 ,  1 . 8 ,  3 . 8 .

3 . 6  THE 6-BOSON IN THE SD SHELL

F o l l o w i n g  t h e  wor k  d e s c r i b e d  i n  t h e  l a s t  s e c t i o n  i n  t h e  SD 

s h e l l ,  a n  a t t e m p t  was made t o  i n t r o d u c e  a g - b o s o n  i n t o  t h i s  t y p e  

o f  c a l c u l a t i o n .  As s u mi n g  t h a t  t h e  s d - b o s o n s  a r e  r e q u i r e d  f o r  

t h i s  s t y l e  o f  c a l c u l a t i o n ,  t h e  g can  o n l y  be p u t  i n t o  t h e

c a l c u l a t i o n  i n  a weak c o u p l i n g  l i m i t .  T h i s  i s  s i m p l y  b e c a u s e  t h e  

n u m b e r  o f  p a r a m e t e r s  t h a t  wo u l d  be r e q u i r e d  f o r  a s t r o n g l y

c o u p l e d  c a l c u l a t i o n ,  wo u l d  f a r  o u t s t r i p  t h e  a v a i l a b l e

e x p e r i m e n t a l  i n f o r m a t i o n  r e q u i r e d  t o  d e t e r m i n e  t h e  p a r a m e t e r s .  

I n  t h i s  we a k  c o u p l i n g  l i m i t  i t  i s  f o u n d  t h a t  t h e  o v e r b i n d i n g  o f  

n u c l e i  b y  t h e  IBM2 r e m a i n s  u n c h a n g e d .

The  s d  m a t r i x  e l e m e n t s  we r e  t a k e n  as  i n  t h e  p r e v i o u s

c a l c u l a t i o n s ,  and  t h e  f i v e  g m a t r i x  e l e m e n t s  <g I v l g  , w i t h

L = 0 , 2 , 4 , 6 , 8 we r e  s e t  up t o  r e f l e c t  t h e  f o r m a t i o n  o f  t h e  g a t  a

h i g h e r  e n e r g y  t h a n  t h e  s a nd  d - b o s o n s .  The l e v e l  a s s i g n m e n t s  

w e r e  ma d e  f r om t h e  s p e c t r a  a s  shown i n  F i g u r e s  15 and  16 .
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DESCRIPTION OF FIGDRE 15

The  b r o k e n  l e v e l s ,  t s  i n  t h e  e a r l i e r  c a l c u l a t i o n a  a r e  i g n o r e d  

a s  t h e y  a r e  b e l i e v e d  t o  be p a r t i c l e - h o l e  s t r u c t u r e s .  As we h a v e  

* w®*h c o u p l i n g  l i m i t  t h e r e  i s  an o v e r l a p  i n  a s s i g n i n g  b o t h  t h e  

s d  a n d  g m a t r i x  e l e m e n t s  t o  t h e  s e c o n d  0* a n d  2+ l e v e l s ,  due  t o  

no o t h e r  l ow l y i n g  0 and  2"  ̂ l e v e l s  t o  u s e  f o r  t h e  g m a t r i x  

e l e m e n t s .  T h i s  r e s u l t s  i n  two n e a r  d e g e n e r a t e  p a i r s  o f  l e v e l s  

b e i n g  p r o d u c e d  i n  t h e  c a l c u l a t i o n ,  one b e i n g  o f  s d - t y p e  and t h e  

o t h e r  o f  g - t y p e  i n  e a c h  p a i r .

DESCRIPTION OF FIGURE 16

I n  f i x i n g  up t h e  sd m a t r i x  e l e m e n t s  t h e  f i r s t  4 s t a t e  i s  

i g n o r e d  a s  i t  i s  b e l i e v e d  t o  be d o m i n a t e d  by  g c o m p o n e n t s .  The g 

m a t r i x  e l e m e n t s  a r e  a g a i n  s e t  t o  p r o d u c e  s t a t e s  a bove  t h e  sd 

o n e s .  A g a i n  a p r o b l e m  o f  o v e r l a p  e x i s t s  f o r  t h e  s e c o n d  0^ s t a t e  

o f  t h e  g - b a n d ,  a n d  f o r  t h e  same r e a s o n  as  b e f o r e  a p a i r  o f  n e a r  

d e g e n e r a t e  l e v e l s  a r e  p r o d u c e d ,  r o u n d - o f f  e r r o r  p r e v e n t s  e x a c t  

d e g e n e r a c y .  A p r o b l e m  h e r e ,  i s  t h a t  no e x p e r i m e n t a l  6 1' and  8^ 

l e v e l s  e x i s t  f o r 2° 0 ,  and  so t h e s e  l e v e l s  we r e  i n f e r r e d  f r o m t h e  

70 Ne s p e c t r u m .  The s u d d e n  and u n e x p e c t e d  a p p e a r a n c e  i n  t h i s  

s p e c t r u m  o f  G. l ow l y i n g  4*̂  s t a t e  > <\<2£xr~ \V\AJtv\,W4

: W u ii  (X W o p i (XXWpMLvk O t^ K R -1 ^ 4 )  i #  1 s i g n i f i c a n t  

a d v a n c e ,  i n d i c a t i n g  t h a t  t h e  t e c h n i q u e s  u s e d  h e r e  a r e  a d e f i n i t e

i m p r o v e m e n t .
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The  g m a t r i x  e l e m e n t s  o b t a i n e d  h e r e ,  a n d  t h e  s i n g l e  p a r t i c l e  

e n e r g y  o f  t h e  g o b t a i n e d  f rom mass  18 i s o t o p e s  a r e  shown i n  

t a b l e  4 ,  t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  f o r  Vy^ we r e  c ou l omb  c o r r e c t e d  t o  

t h e  s ame  e x t e n t  as  t h o a t  u s e d  i n  t h e  sd c a s e .

C a l c u l a t i o n s  we r e  p e r f o r m e d  f o r ^ N e ,  ^ N e  a n d ^ M g .  I n  a l l  

t h r e e  c a s e s  no l ow l y i n g  l e v e l s  we r e  t o  be  f o u n d  w i t h  any  g — 

b o s o n  c o n t r i b u t i o n .  T h i s  c a n  be u n d e r s t o o d  as  t h e  p u r e  g s t a t e s  

l y i n g  a t  v e r y  h i g h  e n e r g y ,  and t h e  mi x e d  s dg  s t a t e s  f o r c e d  t o  

h i g h  e n e r g y  due  t o  t h e  l a r g e  s i n g l e  p a r t i c l e  e n e r g i e s  and t h e  

i n t e r a c t i o n  f o r  t h e  s d - g  s p a c e s  b e i n g  s w i t c h e d  o f f .  T h i s  

i n d i c a t e s  t h a t  f u t u r e  c a l c u l a t i o n s  s h o u l d  be p e r f o r m e d  w i t h  a 

s t r o n g e r  c o u p l i n g  b e t w e e n  t h e  mode l  s p a c e s  i n  o r d e r  t o l o v e r  t h e  

e n e r g y  o f  s u c h  m i x e d  s t a t e s .  I t  m i g h t  be  e x p e c t e d  t h a t  i n  s u c h  

a s t r o n g e r  c o u p l e d  c a l c u l a t i o n  t h a t  t h e  e n e r g y  o f  t h e  low l y i n g  

4+ s t a t e  i n  2 0 0 wo u l d  s h i f t  c l o s e r  t o  t h e  e x p e r i m e n t a l  v a l u e .
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TABLE 4

1 ^ 0  VTw Ile 'v i r

0 - 1 . 1 1 —I f  .70'

2 o . o f - I f .0©

4 1 . 2 8 - 1 4 . 3 t

6 1 . 0 0 - 1 4 . f 4

8 4 . 1 7 - 1 1 .4 7

S i n g l e  p a r t i c l e  e n e r g y  - 8 . € 3  HLe>y

THE 6 - BOSOM RENOBWALISEB FUR SP-BOSOH EFFECTS

T h e  q u e s t i o n  t s  t o  w h e t h e r  one e s s  mode l  t h e  n u c l e i  i n  t h e  SB— 

s h e l l  u s i n g  s  g - b o s o n  r e n o r m a l i s e d  f o r  s d —b o s  on  e f f e c t s * i s  

a d d r e s s e d  h e r e .  T h i s  s t y l e  o f  c s 1 c s l s t i o n  i s  one  t h a t  h a d  n o t  

b e e n  p r e v i o u s l y  p c r f o r a c d ,  and  was  e v a l u a t e d  h e r e  i n  a s i m i l a r  

m a n n e r  t o  t h e  s d —b o s o n  c a l c s l a t i o s s , a s  f o l l o w s .

T h e  s i n g l e  p a r t i c l e  e n e r g y  o f  t h e  g —b o s o n  was  t a k e n  a s  t h e  

f i r s t  4 + s t a t e  i n  ^  0 ,  a n d  t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  c a l e m l a t e d  f r o m  

t h e  s p e c t r a  o f  ^  He a n d  20O a s  i n  t h e  p r e v i e w s  IBK2 

c a l c n l a t  i o n s .

T h e  e n e r g y  l e v e l s  i n  20 M e , n s e d  t o  c a l c n l a t e  t h e  g m a t r i x  

e l e m e n t  s , h a d  t o  be  Conlomb c o r r e c t e d  f o r  t h e  twe p r o t o n s  

o u t s i d e  t h e  lh 0  c o r e .  I t  i s  known t h a t  t h e  11*2 f a i l s  t o  

p r e d i c t  t h e  b i n d i n g  e n e r g i e s  w e l l ,  a nd  so  w i t h  t h i s  i n  mi nd  t h e  

C o n l o m b  c o r r e c t i o n  was e v a l n a t e d  i n  a n  a p p r o x i m a t e  m a n n e r .  More
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s o p h i s t i c a t e d  s e t h o d s  e x i s t  f o x  c o r r e c t i o n s  w h i c h  v a r y  w i t h  t h e  

e x c i t a t i o n  e n e r g y  o f  t h e  s s c l e t , .  The Coslosh e n e r g y  o f  t . l . s c s  

p s x t i c l e s  I s  e v a l u a t e d  u s i n g  t h e  fo rm g i v e n  by  BE S1ALIT mud 

TALMI ( 6 2 ) ,  t h e  e x p x e  s s  i o u  f o x  Z 1 w s l e s c e  p x o t o a s  i s  s s  f o l l o w s .

E C21 ) =Cz '  + Z # { Z * - l ) A / 2 + f Z #/ 2 } B  { 3 . 5 . 1 }

H e r e  { Z * / 2 }  i s  t h e  I s r g e s t  i u t e g e x  mot e x c e e d i m g  Z * / 2 ,  t a d  f o x  

2 * 1 / 2  p r o t o a s  6LAUDEXANS» WIECHEHS s a d  S10SSA1D {63 )  g i v e  ws l u . es  

f o r  t h e  c o n s t a n t s  A, B, C, ms 0 . 5 1 9 M e ¥ ,  - 0 . 0 1 8 M e ¥ ,  5 . € 5 § M e ¥

r e s p e c t i v l y ,  T h i s  g i v e s  t h e  e n e r g y  o f  t h e  two  p r o t o n s  a s  

H . B S l M e V .

T a k i n g  t h e  b i n d i n g  e n e r g y  o f  20 Ne a s  - 3 2  . 0 0 7 9 J f e¥  w i t h  r e s p e c t  

t o  t h e  0 c o r e ,  a n d  Coulomb c o r r e c t i n g  t h i s  g i v e s  t h e  g r o u n d  

s t a t e  e n e r g y  a s  - 4 3 . 8889MeY.  F o r  a l e v e l  o f  e x c i t a t i o a  e n e r g y  

A E ^ . t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  f o r  t h e  a e a t r o a —p r o t o n  b o s o n  

i n t e r a c t i o n  c a n  be d e t e r m i n e d  a s  f o l l o w s .

E j  = - 4 3 . 8 8 8 9 + ^ = 2 ^  +<gx i v | g i  { 3 . 5 . 2 1

T h e  m a t r i x  e l e m e n t s  f o r  1 = 0 ,  2 ,  4 ,  6 ,  8 a r e  t h e n  e s t a b l i s h e d ,

a n d  a r e  sh o wn  i n  t a b l e  5 ,  t a k e n  f r om t h e  l o w e s t  0 , 2 , 4 , 6 ,

8 l e v e l s  i n  ^  Ne .

I n  a s i m i l a r  m a n n e r  t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  f o r  V j ^  a r e  e v a l u a t e d  

f r o m  t h e  s p e c t r a  o f  10 0 .  a l t h o u g h  h e r e  due  t o  t h e  l a c k  o f  6 *  

a n d  8 *  l e v e l s  i n  t h e  s p e c t r a ,  t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  f o r  J = € ,  8 h a d

t o  b e  e s t i m a t e d .  T h e y  wer e  c h o s e n  so a s  t o  g i v e  t h e  same

d i f f e r e n c e  t o  J =4  m a t r i x  e l e m e n t s  a s  o b s e r v e d  i n  t h e  ^ M e  c a s e .
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T h e  m a t r i x  e l e m e n t s  e r e  s h o e s  i s  t a b l e  5 ,  t a k e n  f r om t h e  l o w e s t  

0+ , 2 + » 4* l e v e l s  i n  10 0 .

It H
The  s p e c t r a  o b t a i n e d  i n  t h e  r e s u l t i n g  e f f e c t i v e  IBM1 

c t l  c o l  t t  i o n  i r e  i h o i n  f o r  Ne,  Ne,  l a  f  i g a x e  t  1 7 ,  1 8 ,

1 9 . +

+  \
e ^ e c f \ X S > t i 1  \^r&r(>£}sr\or\ 
c W c / V * ^  XS^M2-Q \w  ^

aJA

i s n x e j _
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TABLE 5

J 20 0 VV v ^ N e  V

0 - 6 . 4 9 3 7 - 2 6 . 6 2 8 9

2 - 4 . 8 2 0 0 - 2 4 . 9 9 5 2

4 - 2 . 9 2 3 7 - 2 2 . 3 8 1 2

6 1 . 6 0 5 3 - 1 7 . 8 5 2 2
j

8 4 . 7 7 8 6 - 1 4 . 6 7 8 9  |

s i n g l e  p a r t i c l e  e n e r g y  - 8 . 6 3  FWV

The  r e s u l t i n g  b i n d i n g  e n e r g i e s  e x c e e d  t h o s e  o f  t h e  IBM2 s d '  

b o s o n  c a l c u l a t i o n s  by s b o n t  5 t o  20 Mev r e s u l t i n g  i n  ms i n c r e n e  

i n  t h e  o v e r b i n d i n g  o f  t h e  IBM2 by s b o n t  50%. The s p e c t r a  f o r  

22 Ne s h o w s  s numbe r  o f  u n p h y s i c a l  s t a t e s  a t  l o v  e n e r g y ,  h o w e v e r ,  

f o r  ^  Ne a n d  ^  Mg a ma r k e d  i mp r o v e me n t  i n  t h e  s p e c t r a  i s  

o b s e r v e d .  I n  t h e  c a s e  o f  Mg an a d d i t i o n a l  s i x  l e v e l s  a bove  12Mev 

w e r e  f o u n d  t o  be c l o s e  t o  e x p e r i m e n t a l  v a l u e s .  A s i m i l a r  

c a l c u l a t i o n  f o r  ^  Mg, n o t  shown,  ga ve  l i t t l e  i mp r o v e me n t  on t h e  

s d - h o s o n  c a l  c u l  a t  i o n s  ,TV»€ (yecndeMfc *» * * = * t h e r e  i s

t l s o a n e a r l y  d e g e n e r a t e  s t a t e  w i t h  J = 0 .  T h i s  c o u l d  be u n d e r s t o o d  

a s  t h e  P a u l i  e x c l u s i o n  p r i n c i p l e  b e c o me s  more  p r o m i n e n t  f o r  f i v e  

b o s o n s ,  a n d  c o m . q u e n t l y  s t a t e *  o f  J = 4  l y i m*  a t  l ow e n e r g y  a r e  

u n p h y s  i  c a l  .
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CHAPTEE ±

BOSON MAPPING TECHNIQUES

i - 1  SYMMETEY LI MI T MAPPINGS

Upon e x a m i n a t i o n  o f  t h e  s p e c t r a  shown i n  t h e  e a r l i e r  c h a p t e r s ,  

i t  i s  e v i d e n t  t h a t  c e r t a i n  s t a t e s  a t  l ow e n e r g y  h a v i n g  no 

e x p e r i m e n t a l  c o u n t e r p a r t s  a r e  i n  g r o s s  v i o l a t i o n  o f  t h e  P a u l i  

e x c l u s i o n  p r i n c i p l e  ( P . E . P ) .  T h e s e  c o n f i g u r a t i o n s  may be

r e a l i s e d  w i t h  b o s o n s  o f  new t y p e s  s ' a n d  d ’—b o s o n s ,  i n v o l v i n g  

f e r m i o n s  i n  h i g h e r  s h e l l s  f o r  e x a m p l e ,  a l t h o u g h  t h e

c o n f i g u r a t i o n s  w o u l d  c o r r e s p o n d i n g l y  be a t  a h i g h e r  e n e r g y  ( VAN 

ISACKEE ( 2 7 )  e t  a l  . ) .  The d e s i r e  t o  e l i m i n a t e  s u c h  u n p h y s i c a l

b a s i s  s t a t e s  w h i c h  w i l l  mi x i n t o  t h e  o t h e r  l o v  l y i n g  s t a t e s  i s

a t  t h e  c e n t r e  o f  t h e  ma p p i n g  t e c h n i q u e s  f o r  s t a t e  v e c t o r s .

I t  i s  e v i d e n t  f r o m o t h e r  wor k  s u c h  as  L I ,  DEEIZLEE and KLEIN

( 5 4 ) ,  t h a t  i n  t h e  v i b r a t i o n a l  l i m i t  t h e  a p p r o x i m a t i o n  o f  a

n u m b e r  o f  s i n g l e  j - s h e l l s  by  a e f f e c t i v e  j - s h e l l  w i t h  t h e  same 

n u m b e r  o f  o r b i t a l s ,  i s  a goo d  a p p r o x i m a t i o n  and c o n s e q u e n t l y  t h e  

p r o b l e m  o f  s u c h  s t a t e s  a s  d e s c r i b e d  a bove  may n o t  be  so 

c r i t i c a l  .

No t e c h n i q u e s  y e t  e x i s t  f o r  t h e  ma p p i n g  o f  f e r m i o n s  t o  b o s o n s  

o u t s i d e  o f  a s y m m e t r y  l i m i t .  I n d e e d  t h e  e a r l i e r  Bo s o n  E x p a n s i o n  

a e t h o d s  a c r e  u s e d  i n  e y a a e  t r y  l i n i t , .  Meny t e c h n i q w e e  h a v e  now 

b e e n  n s e d  i n  t h e  v i b r e t i o n e l  l i n i t .  n e p p i n *  i n  •  . e n i o r i t y  

e c h e a e ,  end  BONATOS. I LEI N ( 5 1 )  bewe e x t e n d e d  t h i ,  t o  t h e

d e f o r a e d  r o t e t i o n . l  c e . e ,  e t  l e e . t  i n  t h e  c e . e  o f  e p . h e l l  w i t h

S0 ( 7 >  ) S B ( 3 )  e y a a e t r y .
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P » A . 1 ,  I l l ’ll ^  A KB IT'S ETTtfTS Ttvyn;

The  © . A .  I  n a p p i n g  t e c h n i q u e  v a t  f i r s t  p r o p o s e d  i n  AS IMA, 

0TSim.A , IA Cl  ELL© , TALI I  ( 2 1 , 1 1 )  ana  a p p l i e d  by  ©TStJKA, AS IMA, 

TACBELLO ( 2 4 ) .  T h i s  p r o v i d e d  a B i t  a p p r o a c h  t o  t h e  Mapp i ng  

prwbX c m . H e r e  c o l l e c t i v e  S'D f  e r a  i o n  p a i r  s t a t e s  a r e  i s o l a t e d ,  

a n d  f o u n d  t o  c o r r  e a p o n d  t o  c e r t a i n  boa on a t a t e a  i n  a v i b r a t i o n a l  

1 .ini. t  w i t h  a a e n i o r  i  t  y s c h e m e .  T h i a  amoun t s  t o  a t  r  nn c a t  i o n  o f  

t l i« f e r a i e i  a p a c e  t o  a c o l l e c t i v e  apace. .

F i r s t l y  one  c o a s t r s c t e .  M o d i f i e d  p a i r  o p e r a t o r *  l £  =PA(̂ f , w h e r e  

tli® o p e r a t o r  P a c t s  t o  p r o j e c t  a s t a t e  o f  maximum s e n i o r i t y  f r o *  

t h e  a c t i o n  o f  A on a s t a t e  o f  b i z I bub s e n i o r i t y .  T h e s e  s t a t e s  

a r e  t h e n  c o n s  t r u e  t e d  by  s u c c e s s i v e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  D+ 

o p e r a t o r s  f o l l o w e d  by  S p a i r  o p e r a t o r * .  The r e s a l t i n g  c o l l e c t i v e  

SB a p a c e  s t a t e s  c a n  be w r i t t e n  as  f o l l o w s ,  w h e r e  d e n o t e s  t h e  

i a t e r a e i i a t e  a n g u l a r  momentum c o u p l i n g  scheme. .

M - 2 - 15

I n  t h e  a b o v e  t h e  o p e r a t o r *  &  cowmute when o p e r a t i n g  on s t a t e s  

®ff a a x i w n n  s e n i o r i t y , a n d  t h e  ahow® s t a t e s  ©an b «  p l a c e d  i n  

c o r r e s p o n d e n c e  t o  t h e  h©s©m s t a t e s  a s  f o l l o w s *  w h e r e  Yj , f U  , L,  

M, .a:* t h e  l a b e l s  ©f S W ( 5 ) J  O C S 1 3  ®ff3! s y m m e t r y  l i m i t .

d , 14 A , v _ , n )
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Here on* identifies the t o t a l  l u b e t  ©£ bosons with half the

n u m b e r  o f  f e r m i o a s *  s a d  t h o  i i s l e r  o f  d - b o s o m a  w i t h  h a l f  t h e

f a r a i ©a  s e a i o r i t y .

F e r n i o n  o p e r a t o r s  ©an be  n i p p e d  i n t o  t h e  b o s o n  s p a c e  i n  a 

a e r o t h  o r d e r  a p p r o x i m a t i o n ,  whe r e  a a n - b o d y  f e r s i o i  o p e r a t o r  n a p s  

t o  at' n o b o d y  b o s o n  o p e r a t o r .

An e x t e n s i o n  t o  t h e  a b o v e  me t h o d  i s  d e s c r i b e d  i n  EVANS* 

ELLIOTT* S Z P I IOWSI I  ( 2 6 )  i n  t h e  f T / 2  s h e l l .

A t e s t  o f  t h e  O . A . I .  a g a i n s t  t h e  o l d e r  b o s o n  e x p a n s i o n  

t e c h n i q u e s  i s  d e s c r i b e d  i n  AtIMA* TOSHIBA. 6 IM0CGII0  f i l ) » i n  

w h i c h  i t  i s  f o u n d  t h a t  t h e  O . A . I  m e t h o d  i s  t h e  b e t t e r  m e t h o d .  

T h i s  s h o w s  t h a t  t h e  c h o i c e  o f  B a s i l t o n i a s  d e t e r m i n e s  t h e  t y p e  o f  

s y m m e t r y  1 i n i t  m a p p i n g  t o  be  a p p l i e d .

4 . 3  A MEW MAPPING APPROACH

I n  t h i s  s e c t i o n  a new p r o p o s e d  ma pp i ng  t e c h n i q u e  i s  o u t l i n e d ,  

f o r  t h e  m a p p i n g  o f  b o t h  s t a t e  w e c t o r s  a n d  o p e r a t o r s  f rom f e r a l ® *  

s p a c e s  t o  t h e  IBM* o u t s i d e  o f  a symmet ry  l i m i t .  T h i s  i s  t o  some 

' e x t e n t  a n  e x t e n s i o n  o f  t h e  B . Z .  ma p p i n g  p r o c e d u r e » a n d  i s  

c a r r i e d  o u t  i n  a Z e r o t h  a p p r o x i m a t i o n  a s  i s  t h e  O . A . I .

A o n e  b o d y  h a m i l t o m i a *  f o r  a s i n g l e  j - s h e l l  i s  mapped  a s

f o l l o w s .  I t  i s  o f  t h e  f o r m

H F = £ -  (4 .3 .1 ,
si w*

a n d  c a n  be  w r i t t e n  f o r  a s t a t e  o f  n f e r m i o n s  s s

6 8 -



{ 4 . 3 . 2 }
*a k

Where  2Z! ^  1/q i#  t k * aumber  o p e r a t o r .

C o u p l i n g  t h e s e  p a i r s  we o b t t i n

H ^ x ^ - r 1 a"’,■ C & A( v\ - n  ^ ^ i 1 * n  '  * / »ri
3  tn

e n d  so  t h e  b o s o n  H a w i l t o n i a n  i n  t h e  z e r o t h  o r d e r  b e comes

M.* S ^ -T ^  kt(,> u's>- — ----- - / Pi kN { 4 . 3 . 4 }
C v \ - " 0  L— 1 ^  t n

T t i

a n d  i f  we r e q u i r e  t h a t

^M4>±> - h»\4C> h-3-5}
t h i s  i m p l i e s  t h a t  t h e  number  o f  b o s o n s  i s  g i v e n  b y

f\&- n \n-l)  {4 .3.6j

Them t h e  n u m b e r  o f  b o s o n s  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  number  of  f e r m i o n  

i n t e r a c t  i o n s  .

F o r  t h e  c a s e  o f  a t w o - b o d y  f e r m i o n  o p e r a t o r  we p r o c e e d  i n  a 

s i m i l a r  m a n n e r  t o  t h e  a b o v e ,  a s  f o l l o w s

{ 4 . 3 . 7 }

I I  ~  ^  { 4 . 3  . S}

k 4  4
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. n d  t h e  p . i r ,  o f  o p . r . t o r .  c . n  be c o u p l e d  g i v i n g

The  c o o i i d e r a t i o n  o f  . y n . e t r ?  end c o u p l i n g  f . c t o r .  u o u l d  e l . o  

be r e q u i r e d ,  a l t h o u g h  t h i *  i s  n o t  shown h e r e .

S t a t e  v e c t o r s  wo u l d  be n a p p e d  by t a k i n g  two f e r m i o n  p a i r  

o p e r a t o r s  i n  a l l  c o m b i n a t i o n s ,  and e x p r e s s i n g  them as a sum of  

b o s o n s  p a i r  o p e r a t o r s ,  t h i s  wou l d  t h e n  be e x p a n d e d ,  and f i n a l l y  

t h e  P . E . P  i m p o s e d  on t h e  r e s u l t i n g  b o s o n  c o n f i g u r a t i o n .  T h i s  

c o u l d  b e  u s e d  a s  a t e c h n i q u e  f o r  t h e  e r a d i c a t i o n  o f  t h e

u n p h y s i c a l  b a s i s  c o n f i g u r a t i o n s .  T h e s e  t e c h n i q u e s  a p p e a r  t o  

o f f e r  t h e  b a s i s  f o r  a new ma p p i n g  prc^o&dure . Ho w e v e r ,

c o n s i d e r a b l e  e f f o r t  i s  s t i l l  r e q u i r e d  b e f o r e  i t  wou l d  be 

p o s s i b l e  t o  j u d g e  t h e  e f f e c t i v e n e s s  o f  t h e  m e t h o d .

4 . 4  BOSON DRIVEN SHELL MODEL CALCULATIONS

A n o t h e r  p r o p o s e d  e x t e n s i o n  t o  t h e  IBM i s  t h a t  o f  u s i n g  a 

- f e r m i o n  c a l c u l a t i o n  t o  p r o d u c e  t h e  b o s o n  p a i r  wave f u n c t i o n s ,  a s  

f o l 1 ows .

1) A s s u m e  a f e r m i o n  i n t e r a c t i o n  e g .  P.W.  end p e r f o r m  a s h e l l  

■ o d e l  c a l c u l a t i o n  f o r  t h e  two f e r m i o n  s y s t e m s .  Re c o r d  t h e

e n e r g i e s  a n d  wa ve  f u n c t i o n s  o f  t h e  s t a t e s .

2) A s . u s e  t h e  e n . r g i e .  o f  t h e  l o w . . t  0+  . n d  2+  . t . t e .  

c o r r e . p o n d  t o  es  . n d  e4 . . » d  t h . t  t h e  b o . o n  . t . t e .  c o r r e . p o n d

t o  t h e  e i g e n s t a t e s
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{4.4.1}
»+ lo> = T o ( % % \  I o>

^  'j L )

39 C o n s t r u c t  bo i o n  p e i r  s t s t e s  a s  f o l l o w s

|Bs,>«=<D+ St )a |0> = (^ C(^ • {'•j ) < 2 j ^ L»a*lL >,0> (4-4.2)

w 4 t h  s i a l l a r  e x p r e s s i o n s  f o r  S+ S* |0> end (D+ Df ), l o > .

T E e s e  c o r r e s p o n d  t o  f o u r  f e r m i o u  s t a t e s ,  and m a t r i x  e l e m e n t s  

o f  t h e  P .W.  i n t e r a c t i o n  c a n  be c a l c u l a t e d  u s i n g  s t a n d a r d  

f e r m i o n  t e c h n i q u e s .  T h e s e  v a l u e s  would  t h e n  be i n t e r p r e t e d  as  

m n t r i x  e l e m e n t s  b e t w e e n  t w o - b o s o n  s y s t e m s ,  w h i c h  can t h e n  be 

u i 4 d  i n  m a n y - b o s o n  c a l c u l a t i o n s .

F i n a l l y ,  t h e  e i g e n s t a t e s  o f  a m a n y - b o s o n  s t a t e  c a n  be 

t f f m r f o r n e d  i n t o  f e r m i o n  w a v e f u n c t i o n s  i n  t h e  same way.  T h e s e  

sl£ojuTtd p r o v i d e  e x c e l l e n t  a p p r o x i m a t i o n s  t o  f e r m i o n  e i g e n s t a t e s  

a z f t P W u l d  be  u s e d  as  i n i t i a l  v e c t o r s  i n  a L a n c z o s  p r o c e d u r e ,  f o r  

i  n V t ^ V c  e .
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1.1 CONCLUSIONS

I t  w . ,  f i r . t  . h o w s  i ,  e h . p t . r  3 t . c t i o .  3 . 5 .  t h . t  o .  .  p . r e l y  

p b . n o memo l o g i c a l  b . a i ,  t h .  , - k o . o .  e o . l d  b .  . . . d  i »  t o  g i v e

■ f o o d  a c c o a n t  o f  t h e  s p e c t r u m .  The l o n g  e t e . d i n ,  q e e e t i o e  o f  

w h e t h e r  t h e  g i t  i w p o r t e a t  i o  t h e  low l y i n g  e t e t e e  o f  d e f o r c e d  

a n c l e i  w i l l  n o t  be a n t w e r e d  n n t i l  wore c e l e n l e t i o n t  l i k e  t h e  

a b o v e  h a v e  b e e n  p e r f o r m e d .  I t  w o n l d  a l t o  be p o t t i b l e  t o  p e r f o r m  

ft g c a l c u l a t i o n  and r e a o r a i l i i e  f o r  t i e  i d - b o s o n  e f f e c t s .

I n  c h a p t e r  3 s e c t i o n  3 . 6  t h e  g - b o s o n  was p u t  i n t o  a n $ D - s h e l l  

c a l c u l a t i o n  i n  a weak c o u p l i n g  l i n i t .  The r e s u l t s  h e r e  i n d i c a t e d  

t h a t  a s t r o n g e r  c o u p l i n g  l i n i t  w o u l d  be n o r e  a p p r o p r i a t e .

A f i n a l  c a l c u l a t i o n  i n  s e c t i o n  3 . 6 ,  i n  wh i c h  t h e  g - b o s o n  was 

u s e d  i n  t h e  S D - s h e l 1 b e i n g  r e n o r n a l i s e d  f o r  s d - b o s o n  e f f e c t s ,  

g a v e  a s i g n i f i c a n t  i m p r o v e m e n t  i n  s p e c t r a  f o r  t h e  n o r e  d e f o r m e d  

n u c l e i ,  a l t h o u g h  t h e  o v e r  b i n d i n g  o f  t h e  IBN2 i n c r e a s e d  by  50%. 

T h i s  w o u l d  s e e n  t o  i n d i c a t e  t h a t  as  we move t o  n o r e  d e f o r m e d  

n u c l e i  t h e  h i g h e r  o r d e r  b o s o n s  become n o r e  s i g n i f i c a n t  a s  n i g h t  

- b e  e x p e c t e d .  I n  g e n e r a l ,  when i n t r o d u c i n g  o t h e r  t y p e s  o f  

b o s o n s ,  t h e  n e e d  f o r  a n a p p i n g  t e c h n i q u e  to  r e p l a c e  t h e  c u r r e n t  

p e r t u r b s  t  i  ona  1 m e t h o d s  i s  r e q u i r e d  t o  keep  t h e  n u n b e r  o f  m a t r i x  

e l e m e n t s  a n d  b a s i s  s t a t e s  t o  a manageable s i t e ,  t h i s  wou l d  a l s o  

be i n  k e e p i n g  w i t h  t h e  i d e a  t h a t  t h e  IBM c h a r a c t e r i s e s  t h e  m o s t  

c o l l e c t i v e  s t a t e s  and so m a i n t a i n s  a m o d e r a t e  s i z e d  mode l  s p a c e .

I n  t h e  l a s t  two s e c t i o n s ,  new work was s u g g e s t e d ,  t h e  f i r s t  o f  

w h i c h  o f f e r e d  a new i n t e r p r e t a t i o n  t o  t h e  IBM1 and p r o v i d e d  a 

s y m m e t r y  i n d e p e n d e n t  m a p p i n g  a p p r o x i m a t i o n  m e t h o d .  W h i l s t  t h e
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o t h e r  s e c t i o n  o f f e r e d  an a l t e r n a t i v e  s t y l e  o f  c a l c u l a t i o n  t o  

t h o s e  c u r r e n t l y  u n d e r t a k e n .

T * .  i n  M i l l  l i t  i  l a r g e  . i l b i i  o f  n i l  e a t e n . I o n . ,  many n o t  

f n l L y  e r p 1 o r e  d .



A P f E N P I I  a

PA-IE OPERATORS AND COMMUTATION RELATIONS

Ve t a i a i r i t e  h e r e  some o f  t h e  r e s a l t s  f r o a  L I , DREIZLER end 

KLEIN ( 5 4 ) ,  f o r  p a i r s  o f  f e r a i o n s  i a  a s i n g l e  j - s h e l l .

We a d o p t  t h e  c o n v e n t i o n  t h a t  s n a a a t i o n  i n d i c e s  shown a s  ( a )  , 

i n d i c a t e  t h a t  t h e  v a r i a b l e  i s  a c t u a l l y  f i x e d  by  t h e  v a l u e s  o f  

o t h e r  q u a n t u a  n u m b e r s .

D e f i n e  a n o r a a l i s e d  p a i r  o p e r a t o r  as

As •  r e s u l t  o f  t h i s  we h e r e  t h e  d e s t r u c t i o n  o p e r s t o r s  g l w e n  s s

A  ^  | — i  ̂ ( * 3}

An a d d i t i o n a l  o p e r a t o r  i *  t h e n  d e f i n e d  as

^   ̂ \  w\ x  \ 'X Oi m f a ( a l )

T h e  p h a s e  o f  t h e s e  o p e r a t o r s  i s  t a k e n  as  f o l l o w s

-  x  -



T i k i f i |  t h e  a b o v e  o p e r a t o r s  we c a n  e v a l u a t e  t h e i r  c o a a n t a t  i o n  

r e l a t i o n s  w h i c h  a r e  f o u n d  t o  be a s  f o l l o w s  ( s e e  EDMONDS ( 36)  ) .

iXiCl=-°

IA1 .All -  B 1,
U 6 }

* N/(\23)C3,V/zBt

W h e r e  t h e  f o l l o w i n g  d e f i n i t i o n s  a p p l y

C ^ ) t
C»9)

V(i2^ = (_Y l3(52i,')Vj<2z.n7,^n, \x,n,'>
y  C ( a l O )

I i  ̂ s I
Wher e  i  ^  i s  t h e  6 j  s y a b o l

U 1 1 )

Q ( a V j T ) r  ( - ) W ^ ' T  U 1 2 }



3"  = T  ( t  * 1 )
(•13)



APPENDII f

n o r m a l i s a t i o n  op boson matri x  e l e me n t s

The  o n e  b o d y  H a n i  1 t o n i a n  f o r  t h e  b o s o n s  c m  be w r i t t e n  s s

Cbl )

F o r  a s t a t e  w i t h  n b o s o n s ,  we can  e x p r e s s  t h i s  i n  t h e  form

( b2 )

F o r  t h e  p u r p o s e  o f  c a l c u l a t i o n s  we i a p o s e  t h e  r e s r i c t i o n  t h a t  

i n  w h i c h  c a s e  we o b t a i n

{ b3 )

We c a n  a l s o  i n t r o d u c e  two a d d i t i o n a l  i n d i c e s ,  g i v i n g

n &  4 _ _ i  ( ' + ^ ■ ■ ' 1  J  *
t b 4 )
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I .  . . .  c o m  i d e r  t h e  t . o - b o d y  p . r t  o f  t h .  H s . i l t o n i s n .  

F l r . t  .  g e n e r a l  « o r . . l i „ d p t l r  , t t t „ , ,  d , f l „ d „

{b 5}

I t  i s  t h e n  s s s n n e d  t h a t  t h e  n o r a a l i s e d  m a t r i x  e l e a e n t s  a r e  o f  

t h e  f o r a

(b 6)

The  u n c o u p l e d  H a m i l t o n i a n  i a  c h o s e n  a t

' m . k
{b 7}

The f o l l o w i n g  c o n d i t i o n  i*  t h e n  r e q u i r e d  t o  be s a t i s f i e d  f o r  

t h e  u n c o u p l e d  a n d  c o u p l e d  H a m i l t o n i a n s

*b8)

T h i s  l e a d s  t o  an e x p r e s s i o n  f o r  V •* f o l l o w s

V. • J V 7 V( i * + k > , 0 —
X ^ ‘5 " * ^  Z—» (\ + * ^ j i S s y J

art

*  <v ^  j ^ n >  \ h ' I c j  y >

tb9)
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F i n a l l y  t h e  c o m p l e t e  H a m i l t o n i a n  can  be w r i t t e n  a» f o l l o i

f t  '

k £  L 
3 n

{blO}



APPENDII f

EPEPINATORIAL TECHNIQUES FOR bosons

G i v e n  n d i s t i n g u i s h a b l e  o b j e c t ,  d i s t r i b u t e d  o v e r  N b o r e . , w i t h  

no r e s t r i c t i o n  on t h e  n n n b e r  of  o b j e c t *  p e r  b o x , t h e  p r o b l e m  i .  

one o f  d e t e r m i n i n g  t h e  n n n b e r  o f  p e r n n t . t i o n *  f o r  t he  n o b j e c t ,  

and N - l  p a r t i t i o n .  t h a t  s e p a r a t e  t h e  g r o n p .  o f  o b j e c t ,  

a s s o c i a t e d  w i t h  e a c h  b o x .  ( . o b j e c t , !  p a r t i t i o n )

Wi th a t o t a l  o f  ( n + N - 1 )  e n t i t i e s  t o  be p e r n n t e d  and  r e q u i r i n g  

t h e  n o b j e c t ,  and  t h e  N - l  p a r t i t i o n ,  t o  be two i n d i s t i n g u i s h a b l e  

g r o u p s  o f  e l e m e n t s ,  t h e  number  o f  d i s t i n c t  p e r m u t a t i o n s  i s

Let  t h e  b o x e s  1 , 2 . . . N  c o n t a i n  m l #n2 . . .  * uM b o s o ms ,

I t  f o l l o w s  f r o m  a s e q u e n t i a l  o r d e r i n g  of  t h e  s t a t e s  t h a t

S t a t e  c o d e  f o r  some c h o s e n  c o n f i g u r a t i o n  n l , n 2 , n 3 . ,  

— m a i l e r  o f  p e r m u t a t i o n s  w i t h  m, n - l , ,  - , n l + l  o b j e c t s  

d i s t r i b u t e d  o v e r  o r b i t a l  1

N + n - ^

+ n u m b e r  o f  p e r m u t a t i o n s  w i t h  u l  f i x e d  and t h e  no 

r e m a i n i n g  n —ml , n —n l ~ l  # • • • * •  , n 2 + l  o b j e c t s

* mum.b e r  o f  p e rmu t a 11 o n s

d i s t r i b u t e d  o v e r  o r b i t a l  2

m » K * i r  r, * t  a t  i  o n  w i t h  ml and m2: f i x e d  and



now r e m a i n i n g  n - n l - n 2 , n - n l - n 2 - l  n3 + l  o b j e c t *

d i s t r i b u t e d  o v e r  o r b i t a l  3

+ .....................................

+ n u mb e r  o f  p e r m u t a t i o n *  w i t h  n l , n 2 , n 3  nN-1 f i r e d

a n d  t h e  r e m a i n i n g  nN o b j e c t s  d i s t r i b u t e d  o v e r  o r b i t a l  

N, w h i c h  i s  1

{ c 2 }

T h e n  t h e  t o t a l  n u m b e r  o f  s t a t e s  ( o r  p e r m u t a t i o n s )  w i t h  n t o  

n l + 1  o b j e c t s  d i s t r i b u t e d  o v e r  o r b i t a l  1 i s  e q u i v a l e n t  t o  t h e  

t o t a l  n u m b e r  o f  s t a t e s  w i t h  0 t o  n ~ ( n l + l )  r e m a i n i n g  o b j e c t s

d i s t r i b u t e d  o v e r  t h e  r e m a i n i n g  2 , 3  N o r b i t a l s .  So o u r  s t a t e

c o d e  c a n  now be w r i t t e n  as  f o l l o w s

S t a t e  c o d e  f o r  n l , n 2 , n 3 . . . . nN 

= t h e  t o t a l  n u m b e r  o f  s t a t e s  w i t h

( 0 , 1 ........... n - * n l - l )  o b j e c t s  d i s t r i b u t e d  o v e r

t h e  ( 2 , 3  . . . . . . . N) o r b i t a l s

+ ( 0 , 1 ........... n - n l - n 2 - l ) o b j e c t s  d i s t r i b u t e d  o v e r

t h e  ( 3 , 4 ..................N) o r b i t a l s

+  .................

+ ( 0 , 1 ..............( n - n l - n 2 . . . - n i - 1 )  o b j e c t s  d i s t r i b u t e d  o v e r

( i  N) o r b i t a l s

An , x p r « « » i o n  i ,  r . d o i r e d  t o t  t i e  t o t e l  nnnt>er  o f  r . n . i n i n g  

p . r n n t * t  i o n ,  when tome t t t  o t  o r l . i t t i t  e o n t n i n  •  t i t t i  

d i s t r i b u t i o n  o f  o b j e c t s .



C o n s i d e r  a s t a t e  w i t h  soae  c h o s e n  n n n b e r  o f  o b j e c t s  i n  t h e  

f i r s t  o r b i t a l  n l c .  l e  now have  a r e g a i n i n g  N - l  o r b i t a l s  i e  N-2 

p a r t i t i o n s  and  n - n l c  o b j e c t s ,  t h i s  l e a d s  t o  t h e  f o l l o w i n g  

e x p r e s s i o n  f o r  t h e  n n n b e r  o f  r e n a i n i n g  p e r n n t a t i o n s .

N -  2 . +  v\ -  m e

c O -  VM C { c4)

Th e  t o t a l  n n n b e r  o f  s n c h  p e r n n t a t i o n s  w h e r e  n l c  r a n g e s  f r o n  n t o  

n l + 1 .  L e t  r = n - n 1 c , t h e n  t h i s  i s  j n s t

rs - m
\ W -7.+ T-.

_» r  Cc5}I
f s O

S i m i l a r l y ,  f o r  n l  i n  t h e  f i r s t  o r b i t a l  a nd  n 2 c  i n  t h e  s e c o n d ,  

a n d  w h e r e  n2c  r a n g e s  f r o n  n - n l  t o  n 2 + l  a n d  k =n —n l —n2c  we o b t a i n

tsl

k
k  -  o

g i v i n g  f o r  t h e  i t h  o r b i t a l

t i - t  »S-1

Nf -  u -  1 + S

C
* 3 - 0

W h e r e  a i s  d e f i n e d  as

L'1

<3 =* r\ - TH*̂i 
i * 1

The  s t a t e  c o d e  c a n  now w r i t t e n  as

Cc*l



r  /  +
r=o 'Z----- ̂ f  = e>A -T7rt . «*i

s-1 J
( N - 1 - t ; t r  {c9J

+ / r
c _ r  +   + n

r -  o

T h e  a b o v e  c a n  be s i a p l i f i e d  w i t h  t h e  u s e  o f  t h e  f o l l o w i n g  

r e  s n l t  .
R

t
R. {c lO)

And s o  o u r  f i n a l  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  s t a t e  c o d e  i s

S t a t e  Code= +
- l ) ------

6 C e l l )

4  4  c  .  4  * 1

5--1

NOTE The  f a c t o r  o f  1 i n  t h e  a bove  c a n  be  o a i t t e d  a s  i t  o c c u r s  

f o r  a l l  s t a t e s .  T h i s  w i l l  c h a n g e  t h e  s t a t e  n n a b e r i n g  f r o a  

1 , 2 . . . . t o  0 , 1 . . . .

- I i / -
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