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"A Study o f  T r a n s ie n t  Phenomena in  E le c tr o -M a g n e t ic

M ach inery , w ith  P a r t ic u la r  R e fe r e n c e  t o  th e  U se o f  th e

H e a v is id e  O p e r a tio n a l C a lc u lu s •"

F O R E W O R D

The T h e s i s  i s  d i v i d e d  p r i m a r i l y  i n t o  t h r e e  p a r t s .

I n  t h e  f i r s t  o f  t h e s e  t h r e e  p a r t s  i s  c o n s i d e r e d  t h e  

s t a n d a r d  t r e a t m e n t  o f  t r a n s i e n t  p h en o m en a  b y  t h e  m e th o d s  

o f  t h e  N e w to n ia n  C a l c u l u s .  V a r i o u s  p r o b le m s  a r e  w o rk e d  

o u t  by  t h e s e  m e t h o d s ;  P a r t  I , C ,  r e f e r s  t o  t h e  o r i g i n a l  

a r t i c l e  " I g n i t i o n  C o i l s ” , p u b l i s h e d  by  t h e  a u t h o r  i n  t h e  

" R o y a l  T e c h n i c a l  C o l l e g e  J o u r n a l " ,  J a n u a r y ,  1 9 3 4 ,  a  copy  

o f  w h ic h  a r t i c l e  fo r m s  a  p a r t  o f  t h e  T h e s i s ;  P a r t  I , D ,  

c o n t a i n s  a  m e th o d  o f  d e a l i n g  w i t h  t h e  t r a n s f o r m e r  

m a g n e t i s i n g  c u r r e n t  s u r g e  by  r e g a r d i n g  t h e  m a g n e t i s a t i o n  

c u r v e  a s  made u p  o f  tw o  s t r a i g h t  l i n e s ,  -  a  m e th o d  w h ic h  

t h e  a u t h o r  b e l i e v e s  i s  o r i g i n a l ;  P a r t  I , E ,  c o n t a i n s  a  

summary o f  tw o  m e th o d s  o f  d i r e c t  m a t h e m a t i c a l  a t t a c k  on 

t h e  p r o b le m  o f  a l t e r n a t o r  s h o r t - c i r c u i t ,  d u e  r e s p e c t i v e l y  

t o  S h im id z u  a n d  I t o ,  an d  t o  R u d e n b e r g . P a r t  I  a l s o  show s 

w h e r e i n  t h e  d i f f i c u l t i e s  o f  n o r m a l  m a t h e m a t i c a l  m e th o d s  

u s u a l l y  l i e ,  -  v i z . ,  i n  t h e  e v a l u a t i o n  o f  t h e  a r b i t r a r y  

c o n s t a n t s •

P a r t  I I  i s  d e v o t e d  m a i n l y  t o  t h e  e x p o s i t i o n  o f  t h e  

p r i n c i p l e s  o f  t h e  O p e r a t i o n a l  C a l c u l u s  i n v e n t e d  by  

H e a v i s i d e .  One o r  tw o  s i m p l e  p r o b le m s  a r e  w o rk e d  o u t ,  

a n d  t h e  s o l u t i o n s  shown t o  b e  i d e n t i c a l  w i t h  t h o s e  

o b t a i n e d  by t h e  s t a n d a r d  m e th o d s  o f  P a r t  I .  The l a s t  

s e c t i o n  o f  P a r t  I I  i s  g i v e n  o v e r  t o  a  g e n e r a l  s u r v e y  o f  

p r o b le m s  a r i s i n g  i n  c o n n e c t i o n  w i t h  t h e  O p e r a t i o n a l  

C a l c u l u s ;  m o re  p a r t i c u l a r l y ,  v a r i o u s  f o r m u l a e  n e c e s s a r y  

f o r  t h e  w ork  o f  P a r t  I I I  a r e  e s t a b l i s h e d .  O f t h e s e ,  t h o s e  

r e l a t i n g  t o  t h e  s o l u t i o n  o f  s i m u l t a n e o u s  o p e r a t i o n a l  

e q u a t i o n s  h a v i n g  a  c y c l i c a l l y  s y m m e t r i c a l  m a t r i x



d e t e r m i n a n t ,  a n d  a p p l i e d  f o r c e s  s y m m e t r i c a l l y  d i s p o s e d  i n  

t h e  c o m p le x  p l a n e ,  a r e  o r i g i n a l .

P a r t  I I I  f o r m s  t h e  m a in  b o d y  o f  t h e  T h e s i s .  I t : i s  

d e v o t e d  e x c l u s i v e l y  t o  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  o p e r a t i o n a l  

m e th o d s  t o  t h e  c a s e  o f  t r a n s i e n t s  i n  r o t a t i n g  m a c h i n e r y , -  

i n  p a r t i c u l a r ,  t o  t h e  c a s e  o f  a l t e r n a t o r  s h o r t - c i r c u i t .

I n  g e n e r a l ,  tw o m e th o d s  a r e  u s e d  i n  t h i s  t r e a t m e n t ,  -  t h e  

" M e th o d  o f  R e f l e c t i o n s ” , an d  t h e  "M e th o d  o f  E q u i v a l e n t  

C i r c u i t s "  -  b o t h  o f  w h ic h  a r e  d e r i v e d  f r o m  t h e  H e a v i s i d e  

C a l c u l u s .  So f a r  a s  t h e  a u t h o r  i 3  a w a r e ,  t h e  H e a v i s i d e  

C a l c u l u s  h a s  n o t  b e f o r e  b e e n  a d a p t e d  i n  t h i s  p a r t i c u l a r  

m a n n e r ,  s o  t h a t  P a r t  I I I  i s  i n  t h e  m a in  an  o r i g i n a l  

t r e a t m e n t  •

I t  i s  shown t h a t  S h im id z u  an d  I t o ,  a n d  R u d e n b e r g ,  

o b t a i n e d  s l i g h t l y  d i f f e r e n t  r e s u l t s  ( P a r t  I , E , ) ,  on a c c o u n t  

o f  t h e  f a c t  t h a t  t h e  i n t e r n a l  c o n s t r u c t i o n s  o f  t h e  

m a c h i n e s  t h e y  t r e a t e d  w e re  som ew hat d i f f e r e n t  -  R u d e n b e rg  

h a v i n g  t a k e n  a  p o l y p h a s e  f i e l d  c i r c u i t ,  an d  S h im id z u  an d  

I t o ,  a  s i n g l e - p h a s e  f i e l d  c i r c u i t :  I t  i s  show n t h a t  t h e

o p e r a t i o n a l  m e th o d s  o f  P a r t  I I I  may b e  e x t e n d e d  t o  c o v e r  

b o t h  a r r a n g e m e n t s ,  g i v i n g  i d e n t i c a l  r e s u l t s  i n  e a c h  c a s e  

t o  t h o s e  o b t a i n e d  by  d i r e c t  m a t h e m a t i c s ,  ( P a r t  I I I ,  A & C ) .  

A c a s e  i s  a l s o  c o n s i d e r e d  i n  w h ic h  t h e  s h o r t - c i r c u i t  e x i s t s  

i n  t h e  s t a t o r  p h a s e s  b e f o r e  t h e  f i e l d  c u r r e n t  i s  s w i t c h e d  

o n , ( P a r t  I I I ,  B ) .

The l a t t e r  p o r t i o n  o f  P a r t  I I I  d e a l s  w i t h  t h e  s h o r t -  

c i r c u i t  o f  a  m a c h in e  h a v i n g  a  t h i r d ,  o r  d a m p e r ,  w i n d i n g ,  

s i n g l e - p h a s e  i n  s e c t i o n  D, an d  p o l y p h a s e  i n  s e c t i o n  E ; i t  

i s  shown t h a t  e v e n  s u c h  i n v o l v e d  c i r c u i t s  y i e l d  r e a d i l y  

t o  o p e r a t i o n a l  m e th o d s  o f  t r e a t m e n t .

P a r t  I I I , F ,  d e a l s  w i t h  a  q u e s t i o n  w h ic h  a r i s e s  f ro m  

t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n ,  n a m e ly ,  w h a t  v a l u e  i s  t o  b e  u s e d  f o r  

t h e  r e s i s t a n c e  o f  t h e  " E q u i v a l e n t "  p h a s e  -  ( a s  u s e d  i n  t h e  

"M ethod  o f  E q u i v a l e n t  C i r c u i t s " ) -  when t h e  p o l y p h a s e  

w in d in g  c o n c e r n e d  i s  i n  t h e  fo rm  o f  a  c a g e ?



The c o n c l u d i n g  n o t e  show s f u r t h e r  p o s s i b l e  a p p l i c a t i o n s  

o f  t h e  m e th o d ,  a n d  a l s o  p o i n t s  o u t  i t s  l i m i t a t i o n s .

W h ile  P a r t  I I I  i s  o r i g i n a l  t h r o u g h o u t ,  P a r t s  I  an d  I I  

h a v e  i n  s e v e r a l  p l a c e s  b e e n  t a k e n  o v e r  f r o m  o t h e r  a r t i c l e s  

a n d  b o o k s .  R e f e r e n c e  h a s  a l r e a d y  b e e n  made t o  t h e  m e th o d s  

o f  S h im id z u  a n d  I t o ,  a n d  o f  R u d e n b e r g .  I n  a d d i t i o n  t o  t h e s e ,  

a n  o u t l i n e  o f  i g n i t i o n  c o i l  t h e o r y ,  a n d  a  t h e o r y  o f  t h e  

c u r r e n t  c h a n g e s  i n  a  c o n t a c t - b r e a k e r  a r c  a r e  i n c l u d e d  i n  

P a r t  1 , 0 ,  an d  I , D ,  r e s p e c t i v e l y ,  b o t h  t h e s e  b e i n g  d u e  t o

A .E .W a ts o n ,  a n d  r e f e r e n c e  i s  m ade i n  P a r t  1 , 0 ,  t o  P r o f .

E . T a y l o r - J o n e s  f w o rk  on t h e  i n d u c t i o n  c o i l ;  f u r t h e r ,

P a r t  I , D ,  c o n t a i n s  a  g r a p h i c a l  m e th o d  o f  c a l c u l a t i n g  t h e  

t r a n s f o r m e r  s w i t c h i n g  s u r g e ,  w h ic h  m e th o d  i s  d u e  t o

C . P . S t e i n m e t z . P a r t  I I  i s  i n  t h e  m a in  t a k e n  f r o m  

E . J . B e r g ' s  b o o k  -  " H e a v i s i d e  O p e r a t i o n a l  C a l c u l u s "  -  t h o u g h  

i n  s e c t i o n  D t h e  a u t h o r  h a s  i n s e r t e d  t h e  p h y s i c a l  

e x p l a n a t i o n s  i n  c o n n e c t i o n  w i t h  t h e  i n t e r r u p t i o n  o f  a  

c u r r e n t  i n  a  n e t w o r k .

A w ord  i s  r e q u i r e d  i n  c o n n e c t i o n  w i t h  t h e  n u m b e r in g  

o f  t h e  e q u a t i o n s .  The n u m b e rs  s t a r t  f ro m  1 a t  t h e  

commencement o f  e a c h  p a r t  o f  t h e  T h e s i s ;  w hen r e f e r e n c e  

i s  made t o  an  e q u a t i o n ,  i t  i s  u n d e r s t o o d  t h a t  u n l e s s  some 

o t h e r  p a r t  i s  s p e c i f i c a l l y  n am ed , t h e  e q u a t i o n  r e f e r r e d  t o  

b e l o n g s  t o  t h e  sam e p a r t  a s  t h e  r e f e r e n c e .

The a u t h o r  w i s h e s  t o  a c k n o w le d g e  w i t h  g r a t i t u d e  t h e  

a s s i s t a n c e  an d  k i n d l y  comment g i v e n  t o  h im  i n  t h e  

p r o s e c u t i o n  o f  h i s  s t u d i e s  by  t h e  s u p e r v i s o r  o f  h i s  

r e s e a r c h ,  D r .  S .  P a r k e r - S m i t h ,  P r o f e s s o r  o f  E l e c t r i c a l  

E n g i n e e r i n g  a t  t h e  R o y a l  T e c h n i c a l  C o l l e g e ,  on w hose  

a d v i c e  i t  was t h a t  h e  f i r s t  t o o k  u p  t h e  s t u d y  o f  O p e r a t i o n a l  

m e th o d s .  T h a n k s  m u s t  a l s o  b e  r e t u r n e d  t o  P r o f e s s o r  

S t r e e t  an d  P r o f e s s o r  M u i r ,  f o r  g u i d a n c e  and  c o r r e c t i o n  

on  t h e  m a t h e m a t i c a l  s i d e .
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"A Study o f  T r a n s ie n t  Phenomena in  E le c tr o -M a g n e t ic

M ach in ery , w ith  P a r t ic u la r  R e fe r e n c e  t o  th e  U se o f  th e

H e a v is id e  O p e r a tio n a l C a lc u lu s ."

P A R T  I

"T h e  S t a n d a r d  T r e a t m e n t  o f  T r a n s i e n t s "

T r a n s i e n t s  -  i . e . ,  t h o s e  c u r r e n t  a n d  v o l t a g e  s u r g e s  

w h ic h  a lw a y s  a cco m p an y  a  c h a n g e  o f  c i r c u i t  c o n d i t i o n s  i n  

a  n e t w o r k ,  -  h a v e  b e e n  i n  t h e  p a s t  i n  g e n e r a l  e v a l u a t e d  by  

t h e  a p p l i c a t i o n  o f  f o r m a l  D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s .  Any 

s i m p l e  e l e c t r i c a l  c i r c u i t  may b e  r e p r e s e n t e d  by  a  s i n g l e  

D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n ,  and  any  com pound c i r c u i t ,  -  i . e . ,  a  

c i r c u i t  i n v o l v i n g  s e v e r a l  s i m p l e  c i r c u i t s  c o u p l e d  t o g e t h e r  

by  a  s e r i e s  o f  s i m u l t a n e o u s  D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s ,  e i t h e r  

o f  w h ic h  a r r a n g e m e n t s  may b e  s o l v e d  m ore  o r  l e s s  r e a d i l y  

b y  s t a n d a r d  M a t h e m a t i c a l  m e th o d s .

T he s o l u t i o n  o f  t h e s e  e q u a t i o n s  i n v o l v e s  a lw a y s  tw o  

p a r t s ,  -  t h e  P a r t i c u l a r  I n t e g r a l ,  a n d  t h e  C o m p le m e n ta ry  

F u n c t i o n .

1 .  The P a r t i c u l a r  I n t e g r a l .

T h i s  i s  t h e  p a r t i c u l a r  s o l u t i o n  o f  t h e  e q u a t i o n ,  o r  

s e t  o f  e q u a t i o n s ,  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  p a r t i c u l a r  a p p l i e d  

f o r c e .  I t  g i v e s  t h e  n o r m a l  s t e a d y  s t a t e  o f  t h e  c i r c u i t .

2 .  The C o m p le m e n ta ry  F u n c t i o n .

T h i s  i s  q u i t e  i n d e p e n d a n t  o f  t h e  a p p l i e d  f o r c e ,  and  

i s ,  i n  g e n e r a l ,  o b t a i n e d  by  e q u a t i n g  t h e  a p p l i e d  f o r c e  

t o  z e r o .  I t  t h u s  d e p e n d s  ( f o r  i t s  m a t h e m a t i c a l  f o r m )  on 

t h e  c i r c u i t  c o n s t a n t s ,  -  r e s i s t a n c e ,  i n d u c t a n c e  & c .  -  

an d  o c c u r s  i n  t h e  same f o r m ,  t h o u g h  w i t h  d i f f e r e n t  

a m p l i t u d e s ,  f o r  a l l  c h a n g e s  o f  t h e  c i r c u i t  c o n d i t i o n s .

I t s  a m p l i t u d e  d e p e n d s  on t h e  c i r c u i t  c o n d i t i o n s ,  -  c u r r e n t  

v o l t a g e ,  & c . ,  -  i m m e d i a t e l y  p r i o r  t o  t h e  a c t  o f  s w i t c h i n g  

a n d  t h e  f i n a l  s t e a d y  v a l u e  o f  t h e s e  v a r i a b l e s ;  i n



m a t h e m a t i c a l  fo rm  i t  i s  i n v a r i a b l y  o f  a  g r a d u a l l y  

d i m i n i s h i n g  n a t u r e .  I t  i s  t h e r e f o r e  known a s  t h e  

" T r a n s i e n t " •

A. I l l u s t r a t i o n  o f  N o rm a l C a l c u l u s  M e th o d .

To i l l u s t r a t e  t h e  m e th o d ,  t h e  w e l l - k n o w n  s i m p l e  c a s e  

o f  a  s t e a d y  v o l t a g e  E s u d d e n l y  s w i t c h e d - i n  t o  a  c i r c u i t  

c o n t a i n i n g  i n d u c t a n c e  L i n  s e r i e s  w i t h  r e s i s t a n c e  R may 

b e  t a k e n .

I f  t h e  c u r r e n t  a t  a n y  i n s t a n t  t  i s  g i v e n  b y  i ,  t h e n  

a t  t h a t  i n s t a n t  t h e  v o l t a g e  d r o p  a c r o s s  t h e  r e s i s t a n c e  

i s  i R ,  an d  t h e  v o l t a g e  d r o p  a c r o s s  t h e  i n d u c t a n c e  i s  

L . d i / d t ,  ( s i n c e  i n  t h e  i n d u c t a n c e  i s  g e n e r a t e d  a  r e v e r s e

E .M .p .  L . d i / d t ) .  The a p p l i e d  f o r c e  i s  o f  c o u r s e  E .

T h u s  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n
— E , o f  t h e  c i r c u i t  i s  : -

R * + L tU ” £ ——( l )

1« P a r t i c u l a r  I n t e g r a l .

A s o l u t i o n  o f  t h e  p a r t i c u l a r  e q u a t i o n  i s  o b v i o u s l y
X *** * * ; <ic ~ o «... ( g )

T h i s  i s  t h e  " S t e a d y  c o n d i t i o n "  o f  n o r m a l  c i r c u i t  

a n a l y s i s .

2 .  C o m p le m en ta ry  F u n c t i o n .

P u t  E = 0 .

T hen  Ri + l % o
a A

i . e . ,  5F + t. * - o — — ( 3 )

The l e f t - h a n d  s i d e  o f  e q n . ( 3 )  may b e  w r i t t e n
_ fit j

e i - —C dUt;

H e n c e ,  by  i n t e g r a t i o n ,  a f t e r  d i v i d i n g  b o t h  s i d e s
~gt

b y  «.*■
grci  t  * C o n s t . ,  s a y  A.

gr
i . e . ,  < -  fl t  - - ( 4 )

H ence  t h e  t o t a l  c u r r e n t  i s  g i v e n  b y
x  _gr

A. - R * £  (5 )

w h e re  A i s  a r b i t r a r y ,  a n d  i s  f i x e d  b y  t h e  c o n d i t i o n s



o b ta in in g  in  th e  c i r c u i t  im m ed ia te ly  p r io r  t o  s w i t c h in g .

NOTE

T he w h o le  e q u a t i o n  m ig h t  h a v e  b e e n  d e r i v e d  i n  o n e

s t e p ,  a s  f o l l o w s  :

L Hut *■ R i ® £

By i n t e g r a t i o n  :
£
n

At t h e  moment t  = 0 ,  l  u * 1

H en ce — (6 )

w h e re  i 0 i s  t h e  c u r r e n t  a t  t. * 0 .

S i n c e  t h e r e  i s  i n d u c t a n c e  i n  t h e  c i r c u i t ,  t h e  c u r r e n t  

c a n n o t  b e  i n s t a n t a n e o u s l y  e s t a b l i s h e d .  H e n ce  t h e  c u r r e n t  

a t  t  -  0 i s  t h e  same a s  t h e  c u r r e n t  i m m e d i a t e l y  b e f o r e  

s w i t c h i n g .  T h a t  i s ,  i tfs 0 .

H e n c e ,  o - |  * a o r  a * " f  — ( 7 )

T h u s  t h e  f u l l  e q u a t i o n  f o r  t h e  c u r r e n t  i s

T h i s  s i m p l e  i l l u s t r a t i o n  show s t h e  b a s i c  m e th o d  o f  

p r o c e d u r e  f o r  c i r c u i t s  o f  g r e a t e r  c o m p l e x i t y .  No

d i f f i c u l t y  a t t a c h e s  t o  t h e  m e th o d  f o r  s u c h  c i r c u i t s ;  o n l y

t h e  w o rk in g  o u t  o f  t h e  a r b i t r a r y  c o n s t a n t s  b e co m es  r a t h e r  

l a b o r i o u s .

V a r i o u s  o t h e r  s i m p l e  c i r c u i t s  o f  g r e a t e r  o r  l e s s  

c o m p l i c a t i o n  a r e  w o rk e d  o u t  i n  A p p e n d ix  A an d  B , an d  

s e r v e  t o  i n d i c a t e  w h e r e i n  l i e  t h e  m a in  d i f f i c u l t i e s  o f  t h e  

s t r a i g h t f o r w a r d  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  C a l c u l u s .

B . A p p l i c a t i o n  o f  N o rm al C a l c u l u s  t o  t h e  C ase  o f  C o u p le d  

C i r c u i t s .

C o n s i d e r  a  s i m p l e  c o u p l e d  c i r c u i t  o f  t h e  t y p e  shown 

i n  t h e  d i a g r a m ,  F ig  2 ,  -  t h e  s t e a d y  E . M . f .  E b e i n g  a p p l i e d

s u d d e n l y  i n  c i r c u i t  1 a t  t h e  t i m e  t  * 0 .

- ( 8 )



4  •

N\ I CIRCUIT 2e i R f i / i r  I

F i g  2

L e t  M b e  t h e  m u t u a l  i n d u c t  a n o e  

b e tw e e n  t h e  tw o  c i r c u i t s ,  i . e . ,  

t h e  E .M .F .  i n d u c e d  i n  c i r c u i t  1 

o r  2 b y  u n i t  r a t e  o f  c h a n g e  o f  

c u r r e n t  i n  c i r c u i t  2 o r  1 •

T hen  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  o f  c i r c u i t  1 i s

„  —  ( 9 )

a n d  o f  c i r c u i t  2 i s

3f + m & - o - ^ ( 1 0 )

T h e s e  a r e  a  p a i r  o f  s i m u l t a n e o u s  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  

From e q n . ( 9 )
d*t

« • cH*Rt-t, + tic + M tic

dit i f  -a, 7
tU ’ M I E ~ -  L, St f —  ( I D

D i f f e r e n t i a t i n g  (1 0 )  an d  s u b s t i t u t i n g  (1 1 )  t h e r e i n
a i <Uf 7 , / „ di, eli 7 J*K* ri | - I, Ht J +■ Lt - pj- ( - St ~l i tit* J + M1 tit1 *

o r (L,Lt - n ^ ) is* * +Kt L,) St *■

a n d  s i m i l a r l y

—  ( 10)

—  (1 3 )

The s o l u t i o n s  o f  t h e s e  e q u a t i o n s  i n v o l v e  t h e  r o o t s  

o f  t h e  a u x i l i a r y  e q u a t i o n

(L'L̂ -M*) X1" + RVL,) X + R,Ht * o

i . e . ,  X * — ~ AR.njiA-*') <x a n d /3
zftA-rt') '

The s o l u t i o n s  f o r  t h e  c u r r e n t s  a r e  t h e n

—  ( 1 4 )

a n d  a s  e l i m i n a t i o n  b e tw e e n  e q n s . ( 9 )  and  ( 1 0 )  g i v e s  

** s rfe, { (Vr-”') & ■* - £**]

h e n c e  : -

^  r **% { + b[ r,i.x + /3(vt -rt,)]e'l tJ — (1 5 )

I n  o r d e r  t o  e v a l u a t e  t h e  a r b i t r a r y  c o n s t a n t s  A an d  E , 

we h a v e  now t o  s u b s t i t u t e  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s ,  w h ic h  a r e :  

i ,  = i*  » 0 a t  t  = 0 

H e n c e ,  f r o m  e q n . ( 1 4 )
e

0 *, + R + B —  (1 6 )

a n d ,  f ro m  e q n . ( 1 5 )  o = n[*.^ * <•

o . B/SJ — ( 17)l . e



— ( 1 8 ) 

—  ( 1 9 )

—  ( B O )

—  ( 8 1 )

I n  t h i s ,  t h e  s i m p l e s t  p o s s i b l e  c o u p l e d  c i r c u i t ,  i t  

i s  s e e n  t h a t  t h e  t o t a l  e x p x * ese io n s  f o r  t h e  c u r r e n t  i n  e a o h  

c i r c u i t  a r e  a l r e a d y  b e c o m in g  e x t r e m e l y  c o m p l i c a t e d ;  i t  

m u s t  b e  re m e m b e re d ,  m o r e o v e r ,  t h a t  «  an d  p  a r e  t h e m s e l v e s  

f a i r l y  c o m p le x .

I t  i s  o b v i o u s l y  b e t t e r ,  i n  an y  s p e c i f i c  c a s e ,  t o  

s o l v e  t h e  o r i g i n a l  e q u a t i o n s  d i r e c t l y  f ro m  t h e  s u p p l i e d  

d a t a ,  r a t h e r  t h a n  t o  s u b s t i t u t e  i n  t h e  f i n a l  s y m b o l i c  

e q u a t i o n s .

S i n c e  e v e r y  c i r c u i t  i n  t h e  n e t w o r k  u n d e r  c o n s i d e r a t i o n  

r e p r e s e n t s  an  e x t r a  e q u a t i o n ,  an d  e a c h  i n d u c t a n c e  o r  

c a p a c i t a n c e  an  e x t r a  a r b i t r a r y  c o n s t a n t  i n  t h e  p e n u l t i m a t e  

s o l u t i o n ,  w h ic h  c o n s t a n t  m u s t  b e  e v a l u a t e d  by s u b s t i t u t i o n  

o f  t h e  c o n d i t i o n s  a t  t * 0 ,  i t  f o l l o w s  t h a t  w i t h  any  d e g r e e  

o f  c o m p l i c a t i o n ,  t h e  ab o v e  m e th o d  o f  t r e a t i n g  t h e  p r o b le m  

b eco m es  u n m a n a g e a b le .  a s i m p l e r  m e th o d  i s  r e q u i r e d ;  t h i s  

i s  p r o v i d e d  by  t h e  H e a v i s i d e  O p e r a t i o n a l  C a l c u l u s ,  w h ic h  

i s  d e a l t  w i t h  i n  P a r t  I I  o f  t h e  T h e s i s #

I n  t h e  p r e s e n t  s e c t i o n ,  c e r t a i n  p r a c t i c a l  c a s e s  w i l l  

b e  i n v e s t i g a t e d ,  w h e r e i n  t h e  m e th o d s  o f  t h e  N e w to n ia n  

C a l c u l u s  w i l l  b e  e m p lo y e d .



6 .

Cm The A u tom ob ile  I g n i t i o n  C o i l* -

I t  h as b een  shown t h a t  an I n t e r n a l  C om bustion E n g in e

r e q u ir e s  f o r  th e  i g n i t i o n  o f  t h e  com p ressed  g a s e s  a  v o l t a g e

o f  a t  l e a s t  7*5  K .V . , .  i f  t h e  s p a r k - p l u g  p o i n t s  a r e  t o  b e

s u f f i c i e n t l y  o p e n  t o  a v o i d  b e i n g  s h o r t - c i r c u i t e d  b y  c a r b o n

p a r t i c l e s -  A s i x - c y l i n d e r  a u t o m o b i l e  e n g i n e  r u n n i n g  a t

4 ,6 0 0  r . p . m .  r e q u i r e s  3 x 4 ,6 0 0  s p a r k s  p e r  m i n u t e ,  i . e .  o n e  

s p a r k  p e r  c y l i n d e r  p e r  tw o  r e v s ,  i n  a  f o u r - s t r o k e  e n g i n e .

T h i s  c o r r e s p o n d s  t o  230 s p a r k s  p e r  s e c . ,  e a c h  o f  a t  l a a s t

7*5  K .V . S i n c e  t h e  i g n i t i o n  a p p a r a t u s  m u s t  n o t  b e  t o o

w e i g h t y ,  c o s t l y ,  o r  b u l k y ,  i t  i s  a p p a r e n t  t h a t  n o  o r d i n a r y

A l t e r n a t o r  w o u ld  s u f f i c e .  U se i s  t h e r e f o r e  m ade o f  a

c o n v e n i e n t  m o d i f i c a t i o n  o f  t h e  l a b o r a t o r y  I n d u c t i o n  C o i l ,

an  i n s t r u m e n t  w h ic h  d e p e n d s  f o r  i t s  w o r k in g  e n t i r e l y  on

t r a n s i e n t s  •

I n  e s s e n c e ,  b o t h  i n d u c t i o n  an d  i g n i t i o n  c o i l s  c o n s i s t  

o f  tw o  c o u p l e d  c i r c u i t s ,  a s  i n  F i g .  3 .  T he  f i r s t  o f  t h e s e

s h u n t e d  by a  c a p a c i t a n c e  Ct. The c o n t a c t  b r e a k e r s  a r e  

a c t u a t e d  i n  t h e  l a b o r a t o r y  by t h e  m a g n e t i s a t i o n  o f  t h e  

i r o n  c o r e  o f  L,, a n d  t h u s  c a n n o t  b e  a l t e r e d  i n  f r e q u e n c y  

o f  b r e a k .  I n  t h e  i g n i t i o n  c o i l ,  t h e y  a r e  a c t u a t e d  by  

a  cam r u n  f r o m  t h e  e n g i n e  s h a f t ,  an d  t h e r e f o r e  g i v e  a

n u m b er  o f  s p a r k s  p e r  m in u te  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  e n g i n e  

s p e e d .  The s e c o n d  c i r c u i t ,  o r  s e c o n d a r y ,  c o n s i s t s  o f  

a n  i n d u c t a n c e  L * c o u p le d  t o  t h e  p r i m a r y  L# w i t h  a  d e g r e e  

o f  c o u p l i n g  M, i n  s e r i e s  w i t h  a  r e s i s t a n c e  R * , - w h i c h  

r e a l l y  r e p r e s e n t s  eddy  c u r r e n t  an d  h y s t e r e s i s  l o s s e s  i n  

t h e  c o r e  r a t h e r  t h a n  t r u e  o h m ic  l o s s , -  a n d  an  e q u i v a l e n t  

c o n d e n s e r  Ca , w h ic h  i s  made u p  o f  s e l f - c a p a c i t a n c e  o f

contact hrmaier

W I P -

.! , a  s o u r c e  o f  lo w  d i r e c t  v o l t a g e  E ,

~i c i r c u i t s ,  t h e  p r i m a r y ,  c o n t a i n s

I M i n  s e r i e s  w i t h  w h ic h  i s  a  c o i l

h a v i n g  r e s i s t a n c e  R( a n d  i n d u c t a n c e  L#

a n d  a  p a i r  o f  c o n t a c t  b r e a k e r s
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s e c o n d a r y  w i n d i n g ,  s h u n t e d  by  a n y  c a p a c i t a n c e  d u e  t o ,  s a y ,  

h i g h  t e n s i o n  c a b l e .  T h e  s p a r k  p l u g  i s  c o n n e c t e d  a c r o s s  

t h i s  s e c o n d a r y  c o n d e n s e r .

a n d  a t  t  0 ; -

i f « I ,  V o l t s  a t  V o l t s  a t  Ca » 0 ,

t h e s e  l a s t  r e l a t i o n s h i p s  g i v i n g  t h e  v a l u e s  o f  t h e  

A r b i t r a r y  C o n s t a n t s .

The f u l l  s o l u t i o n s  o f  t h e s e  e q u a t i o n s  by c l a s s i c a l  

m e th o d s  a r e  c o m p l i c a t e d ,  an d  i t  w o u ld  b e  p o i n t l e s s  t o  

r e p r o d u c e  th em  h e r e .  The t h e o r y  f o r  t h e  l a b o r a t o r y  c o i l  

may b e  fo u n d  i n  P r o f .  E .  T a y l o r - J o n e s 1 b o o k  " T h e  T h e o r y  

o f  t h e  I n d u c t i o n  C o i l " ,  an d  t h e  m o d i f i e d  t h e o r y  u s e d  i n  

p r e s e n t - d a y  A u to m o b i le  p r a c t i c e  i n  A .E .W a ts o n * s  p a p e r  

" N o te s  on t h e  I g n i t i o n  C o i l " .  (S e e  b i b l i o g r a p h y ;  Cl, C2,

The f o l l o w i n g  r e s u l t s  em erg e  f r o m  t h e  p u r e  t h e o r y

At t h e  moment o f  " B re a k "  t h e r e  i s  e n e r g y  t o  t h e  e x t e n t  

o f  ^ I a u n i t s  s t o r e d  i n  t h e  p r i m a r y  i n d u c t a n c e ,  b u t  t h e r e  

i s  n o  e n e r g y  i n  t h e  s e c o n d a r y  i n d u c t a n c e ,  o r  i n  t h e  

p r i m a r y  o r  s e c o n d a r y  c o n d e n s e r s .  I m m e d i a t e l y  a f t e r  

" B r e a k " ,  a l l  f o u r  v a r i a b l e s  -  ( c u r r e n t  i n  p r i m a r y ,  

c u r r e n t  i n  s e c o n d a r y ,  v o l t s  a t  p r i m a r y  c o n d e n s e r  a n d  

v o l t s  a t  s e c o n d a r y  c o n d e n s e r )  -  commence t o  o s c i l l a t e  

w i t h  tw o  f u n d a m e n t a l  f r e q u e n c i e s  o f  o s c i l l a t i o n ,  w h ic h  

a r e  f u n c t i o n s  o f  t h e  n a t u r a l  f r e q u e n c i e s  o f  e a c h  c i r c u i t  

s e p a r a t e l y  and  t h e  c o u p l i n g  b e tw e e n  t h e  c i r c u i t s .  T h a t  

i s  t o  s a y ,  t h e  e n e r g y  w h ic h  was o r i g i n a l l y  s t o r e d  i n  t h e  

p r i m a r y  i n d u c t a n c e  s c a t t e r s  i t s e l f . t h r o u g h o u t  t h e  w h o le  

n e t w o r k ,  and  i s  p a s s e d  b a c k  an d  f o r t h  b e tw e e n  t h e  v a r i o u s

At t h e  moment o f  b r e a k ,  we h a v e ,  

i n  e f f e c t ,  a  c i r c u i t  a s  show n  i n  

t h e  d i a g r a m ,  F i g .  4 ,  t h e  e q u a t i o n s

f o r  w h ic h  w o u ld  b e : -

L , 1 k  *  R ,i. +  +  M a r  m 0  — ( 2 2 )

i j i f  *  ‘  0  — . (2 3 )

— ( 22)
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" s i n k s ” o f  e n e r g y  -  i n d u c t i v e  a n d  c a p a c i t i v e  -  u n t i l  i t  

i s  f i n a l l y  c o m p l e t e l y  d i s s i p a t e d  by  t h e  r e s i s t i v e  b r a n c h e s .

I n  g e n e r a l ,  a t  a n y  t i m e  a f t e r  " B r e a k " ,  t h e  o r i g i n a l  e n e r g y  

i s  d i s t r i b u t e d  b e tw e e n  t h e  v a r i o u s  s t o r a g e  p o i n t s  i n  a  

c o n t i n u a l l y  c h a n g in g  m a n n e r ,  a n d  i s  n o t  l i k e l y  t o  o c c u r  

a t  an y  o n e  p o i n t  i n  i t s  e n t i r e t y ,  u n l e s s  i t  b e  d e l i b e r a t e l y  

a r r a n g e d  t h a t  t h i s  s h a l l  h a p p e n *  P r o f *  T a y l o r - J o n e s  

h a s  sh o w n , i n  t h e  b o o k  r e f e r r e d  t o  a b o v e ,  t h a t  by  

s u i t a b l y  a r r a n g i n g  t h e  c i r c u i t  c o n s t a n t s  -  a n d  p a r t i c u l a r l y  

t h e  d e g r e e  o f  c o u p l i n g  -  t h i s  may b e  a c c o m p l i s h e d ;  i . e .  i t  

c a n  b e  a r r a n g e d  t h a t  a  s h o r t  t i m e  a f t e r  " B r e a k " ,  t h e  w h o le  

o f  t h e  o r i g i n a l  e n e r g y ,  e x c e p t  f o r  t h e  s m a l l  p o r t i o n  

d i s s i p a t e d  i n  r e s i s t a n c e ,  a p p e a r s  a t  t h e  s e c o n d a r y  t e r m i n a l s .  

T h a t  i s ,  i t  b eco m es  s t o r e d  e l e c t r o s t a t i c a l l y  i n  t h e  

s e c o n d a r y  c o n d e n s e r *

T h e n ,  n e g l e c t i n g  l o s s e s ,  i f  6a i s  t h e  " P e a k "  v o l t a g e  

a t t a i n e d  b y  t h e  s e c o n d a r y

T h i s  g i v e s  t h e  b e s t  p o s s i b l e  c o n d i t i o n s  o f  s e c o n d a r y  

v o l t a g e  f o r  a  g i v e n  p r i m a r y  c u r r e n t  a t  " B r e a k "  •

The C o m m erc ia l  C o i l .

T he  c o i l  d e s c r i b e d  a b o v e  i s  n o t  i n  g e n e r a l  r e g a r d e d  

w i t h  f a v o u r  b y  t h e  a u t o m o b i l e  m a n u f a c t u r e r ,  f o r  t h e  

f o l l o w i n g  r e a s o n .  The c o i l  a s  d e s c r i b e d  d e p e n d s  f o r  i t s  

e x c e l l e n c e  on t h e  c i r c u i t  c o n s t a n t s  f o r  w h ic h  i t  w aa 

d e s i g n e d .  Were a  d i f f e r e n t  v a l u e  o f  p r i m a r y  c o n d e n s e r  

p u t  i n ,  o r  a n  e x t r a  p i e c e  o f  s e c o n d a r y  c a b l e ,  i t  i s  q u i t e  

p o s s i b l e  t h a t  s o  f a r  f r o m  g i v i n g  t h e  b e s t  p o s s i b l e ,  t h e  

c o i l  w o u ld  g i v e  v e r y  p o o r  c o n d i t i o n s  o f  s e c o n d a r y  v o l t a g e .  

S i n c e  i t  d o e s  n o t  f o l l o w  t h a t  a l l  m akes  o f  e n g i n e  w i l l  

r e q u i r e  t h e  same l e n g t h s  o f  d i s t r i b u t o r  c a b l e ,  & c . ,  t h i s

p o s t u l a t e s  t h a t  a  d i f f e r e n t  c o i l  b e  d e s i g n e d  f o r  e a c h  a n d
e v e r y  make o f  e n g i n e ,  w h ic h  i s  u n d e s i r a b l e ,  f o r  o b v i o u s  
r e a s o n s  •

or

~ ( m )

—  ( 8 5 )



T he  t y p e  o f  c o i l  p r e f e r i w #  i s  o n e  h a v i n g  c l o s e  

c o u p l i n g  b e tw e e n  t h e  p r i m a r y  a n d  t h e  s e c o n d a r y .

I n  s u c h  a  c o i l ,  t h e  p r i m a r y  an d  s e c o n d a r y  v o l t a g e s  m u s t  

r i s e  an d  f a l l  t o g e t h e r ,  s o  t h a t  i t  i s  q u i t e  i m p o s s i b l e  

t o  h a v e  a l l  t h e  a v a i l a b l e  e n e r g y  a t  o n e  i n s t a n t  i n  t h e  

s e c o n d a r y  c o n d e n s e r .  At b e s t ,  i t  i s  s h a r e d  b e tw e e n  t h e  

p r i m a r y  a n d  s e c o n d a r y  c o n d e n s e r s  i n  a p p r o x i m a t e l y  e q u a l  

p a r t s ,  s o  t h a t  t h e  b e s t  p o s s i b l e  s e c o n d a r y  v o l t a g e  i s  

a b o u t  £  o f  t h a t  i n  t h e  t h e o r e t i c a l  p e r f e c t  c o i l  d e s c r i b e d  

a b o v e .  i . e . -

S e c o n d a r y  e n e r g y  s. ^ ( a v a i l a b l e  e n e r g y )

S e c o n d a r y  v o l t a g e  r j ^ ( b e s t  p o s s i b l e  v o l t a g e )

Vi £ ( b e s t  p o s s i b l e  v o l t a g e )  

A l t h o u g h  £  o f  t h e  a v a i l a b l e  v o l t a g e  i s  l o s t ,  t h e  

b e n e f i t  i s  r e a p e d  i n  c o n s i s t a n c y ,  f o r  t h e  a d d i t i o n  o f  

e x t r a  s e c o n d a r y  c a b l e ,  o r  s l i g h t  a l t e r a t i o n  o f  t h e  

p r i m a r y  c o n d e n s e r ,  do n o t  f u n d a m e n t a l l y  a l t e r  t h e  r a t i o  

(m ax . s e c y ,  v o l t s . ) / ( p r i m a r y  c u r r e n t  b r o k e n ) .  F u r t h e r m o r e ,  

i t  i s  v e r y  much s i m p l e r  t o  m a n u f a c t u r e  a  c o i l  w h ic h  h a s  

s i m p l y  t o  b e  a s  t i g h t l y  c o u p l e d  a s  p o s s i b l e ,  t h a n  t o  

m a n u f a c t u r e  one  w i t h  a  s p e c i f i c  d e g r e e  o f  c o u p l i n g .

A .E .W a tso n  d e v e l o p s  a n d  i l l u s t r a t e s  t h e  d e s i g n  o f  a  

c o i l  on  t h e s e  l i n e s  i n  t h e  p a p e r  m e n t i o n e d  a b o v e .  He 

show s t h a t  s u c h  a  c o i l  g i v e s  p e r f e c t l y  s a t i s f a c t o r y  

p e r f o r m a n c e  f o r  a l l  n o r m a l  w o r k i n g .  I t  may h o w e v e r  

f a i l  when a p p l i e d  t o  an  e x t r e m e l y  h i g h - s p e e d  e n g i n e ,  on 

a c c o u n t  o f  t h e  i n d u c t i v e  l a g  o f  t h e  c u r r e n t  d u r i n g  " M a k e " .  

When t h e  t i m e  o f  "Make" d r o p s  b e lo w  a b o u t  4  m i l l i s e c s . ,  

t h e  c u r r e n t  g r o w t h  may b e  t o o  s l o w ,  s o  t h a t  t h e  e n e r g y  

s t o r e d  i n  t h e  p r i m a r y  i s  i n s u f f i c i e n t  t o  p r o d u c e  t h e  

r e q u i s i t e  7 - 5  K .V . i n  t h e  s e c o n d a r y .

W ith  t h i s  l i m i t a t i o n * i n  v i e w ,  t h e  A u th o r  s e t  o u t  t o  

t r y  w h e t h e r  a  m o d i f i c a t i o n  i n  t h e  d e s i g n  w o u ld  i n c r e a s e  

t h e  r a t e  o f  g r o w t h  o f  p r i m a r y  c u r r e n t  w i t h o u t  e x c e e d i n g  

t h e  p e r m i s s i b l e  h e a t i n g  o f  t h e  c o i l  a t  s lo w  s p e e d s .  I t

w as f o u n d  t h a t  s u c h  an  improvemAn*tui im p ro v e m e n t  was n o t  p o s s i b l e .
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T he r e s u l t s  o f  t h i s  r e s e a r c h  w e re  p u b l i s h e d  i n  

t h e  a r t i c l e  nI g n i t i o n  C o i l s 11 i n  t h e  R o y a l  T e c h n i c a l  

C o l l e g e  J o u r n a l  f o r  1 9 3 4 ,  a  c o p y  o f  w h ic h  f o r m s  p a r t  

o f  t h i s  t h e s i s .  ,

D. C e r t a i n  P e c u l i a r  T r a n s i e n t s  d u e  t o  N o n - l i n e a r  C i r c u i t  

C h a r a c t e r i s t i c s .

I n  w o r k in g  w i t h  t r a n s i e n t  p h e n o m en a ,  i t  i s  

g e n e r a l l y  a s su m e d  t h a t  t h e  C h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  

c i r c u i t  a r e  l i n e a r  -  t h a t  i s ,  s a t u r a t i o n ,  h y s t e r e s i s  

( b o t h  m a g n e t i c  a n d  d i e l e c t r i c )  an d  s k i n  e f f e c t  a r e  

n e g l e c t e d .  I n  t h e  m a j o r i t y  o f  c a s e s ,  s u c h  a p p r o x i m a t i o n  

g i v e s  g o o d  r e s u l t s ,  an d  a p p e a r s  t h u s  t o  b e  j u s t i f i e d  -  

i t  i s  p r a c t i c a l l y  i m p o s s i b l e  t o  g i v e  a  r i g i d  m a t h e m a t i c a l  

s o l u t i o n  t a k i n g  s u c h  unknow n f u n c t i o n s  i n t o  a c c o u n t .

T h e r e  a r e  some c a s e s ,  h o w e v e r ,  w h e re  t h e  n a t u r e  o f  t h e  

c h a r a c t e r i s t i c  i t s e l f  g i v e s  r i s e  t o  a  m a rk e d  t r a n s i e n t ,  

a n d  we s h a l l  now p r o c e e d  t o  c o n s i d e r  one  o r  tw o  s u c h  

c a s e s .

1 .  The S u r g e  o f  C u r r e n t  on S w i t c h i n g - l n  a  T r a n s f o r m e r .

When an  i n d u c t i v e  c i r c u i t  w i t h o u t  i r o n  o r  o f  c o n s t a n t  

L i s  s w i t c h e d  i n  t o  an  A .C . s u p p l y ,  t h e r e  i s  a  t r a n s i e n t  

w h ic h  u n d e r  t h e  w o r s t  c o n d i t i o n s  c a u s e s  a  r i s e  o f  c u r r e n t  

t o  a lm o s t  t w i c e  n o r m a l  v a l u e  ( F i g .  5 ) .  When an  i r o n - c l a d  

c i r c u i t  i s  c o n s i d e r e d ,  t h e  sam e p h y s i c a l  c a u s e s  may p r o d u c e  

m uch m ore  t h a n  d o u b l e  t h e  n o r m a l  c u r r e n t .

S u p p o s e  t h e  s w i t c h l n g - i n  t a k e s  p l a c e  a t  t h a t  p o i n t

o f  t h e  E .M .F .  wave w h e re  t h e  c u r r e n t  an d  f l u x  i n  t h e  c o r e  

u n d e r  s t e a d y  c o n d i t i o n s  w o u ld  b e  a  n e g a t i v e  maximum, a s

shown i n  t h e  d i a g r a m ,  F i g .  5 ,  T h en  t h e  f l u x  i m m e d i a t e l y

commences t o  c h a n g e  a t  a  r a t e  s u c h  t h a t  t h e  E .M .F .

i n d u o e d  b y  i t  e x a c t l y  b a l a n c e s  t h e  a p p l i e d  v o l t a g e  -  a n d

i f  r e s i s t a n c e  d r o p  b e  n e g l e c t e d ,  w i l l  c o n t i n u e  v a r y i n g

i n  t h i s  m a n n e r .  U n d e r  s t e a d y  c o n d i t i o n s ,  h a l f  a  p e r i o d
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l a t e r  t h e  f l u x  w o u ld  h a v e  c h a n g e d  f r o m  t h e  n e g a t i v e  m a x .

t o  t h e  p o s i t i v e  m ax . , t h i s  c h a n g e  o f  t w i c e  maximum f l u x  

h a v i n g  b e e n  n e c e s s i t a t e d  b y  t h e  a p p l i e d  v o l t a g e .  Now 

t h e  o n l y  d i f f e r e n c e  b e tw e e n  t h e  s t e a d y  a n d  s w i t c h i n g  

c o n d i t i o n s  i s  t h a t  t h e  f l u x  an d  c u r r e n t  s t a r t  f r o m  z e r o  

u n d e r  s w i t c h i n g  c o n d i t i o n s ,  a n d  f ro m  n e g .  m ax . i n  t h e  

s t e a d y  s t a t e  c a s e ;  t h e  E .M .P .  h a s  v a r i e d  o v e r  p r e c i s e l y  

t h e  sam e r a n g e  i n  t h e  g i v e n  h a l f - c y c l e ,  a n d  h e n c e  t h e  

f l u x  m u s t  a l s o  h a v e  c h a n g e d  by  t h e  sam e a m o u n t ,  i . e .  t w i c e  

maximum v a l u e .  H e n ce  a f t e r  h a l f  a  p e r i o d  o f  t h e  t r a n s i e n t  

c o n d i t i o n ,  t h e  f l u x  h a s  r i s e n  t o  t w i c e  maximum v a l u e  

f o r  n o r m a l  w o r k i n g .  W ere t h e  c u r r e n t  p r o p o r t i o n a l  t o  

t h e  f l u x  -  s a y  a n  a i r - c o r e d  c o i l  -  t h e  c u r r e n t  w o u ld  

a l s o  h a v e  r i s e n  t o  t w i c e  n o r m a l  maximum, b u t  f o r  an  

i r o n - c l  ad  c i r c u i t ,  t w i c e  n o r m a l  f l u x  w o u ld  c e r t a i n l y  b e  

w e l l  o v e r  s a t u r a t i o n  p o i n t  i n  a n  e c o n o m i c a l  t r a n s f o r m e r ,  

a n d  w o u ld  c o r r e s p o n d  t o  a n  en o rm o u s  r i s e  o f  c u r r e n t .

From  t h i s  f a c t  a r i s e s  t h e  v e r y  l a r g e  s u r g e  o f  c u r r e n t  

w h ic h  s o m e t im e s  o c c u r s  when a  t r a n s f o r m e r  i s  s w i t c h e d  i n .  

I n d e e d ,  i f  t h e  i r o n  o f  t h e  c o r e  h a s  a  c o n s i d e r a b l e  

" R e t e n t i v i t y " , a n d  a t  t h e  moment o f  s w i t c h i n g  h a p p e n s  

t o  be  m a g n e t i s e d  i n  t h e  w rong d i r e c t i o n ,  t h e  f l u x  may 

r i s e  t o  t h r e e  t i m e s  n o r m a l  v a l u e ,  a n d  t h e  r i s e  i n  c u r r e n t  

b e co m e s  v e r y  g r e a t .

T he e f f e c t  o f  r e s i s t a n c e  i s  t o  c h a n g e  t h i s  a b n o r m a l  

s t a t e  g r a d u a l l y  t o  n o r m a l .  I t  i s  a p p a r e n t  t h a t  w i t h  a  

v e r y  l a r g e  c u r r e n t ,  t h e  r e s i s t a n c e  d r o p  w i l l  t a k e  u p  an  

a p p r e c i a b l e  p a r t  o f  t h e  a p p l i e d  P . D . ,  s o  t h a t  l e s s  i s  

r e q u i r e d  t o  b e  b a l a n c e d  b y  c h a n g in g  f l u x .  T h u s  t h e  f l u x  

w i l l  n o t  r i s e  q u i t e  t o  t w i c e  maximum v a l u e .  I n  t h e  s e c o n d  

h a l f - c y c l e ,  t h e  r e s i s t a n c e  .d rop  i s  i n  t h e  sam e d i r e c t i o n

a s  b e f o r e  f o r  t h e  m o s t  p a r t ,  b u t  t h e  a p p l i e d  v o l t a g e  i s  

c h a n g e d  i n  d i r e c t i o n ;  t h u s  t h e  c h a n g e  o f  f l u x  m u s t  b e

m o re  t h a n  t w i c e  n o r m a l  maximum. T h i s  p r o c e s s  c o n t i n u e s ,



1 2 .

t h e  c e n t r e  l i n e  o f  t h e  f l u x  w ave g r a d u a l l y  a p p r o a c h i n g  

t h e  t i m e  a x i s  u n t i l  t h e  f l u x  i s  v a r y i n g  b e tw e e n  s y m m e t r i c a l  

p o s i t i v e  a n d  n e g a t i v e  v a l u e s .  T h i s  a p p r o a c h  i s  o b v i o u s l y  

v e r y  m uch s p e e d e d  u p  i n  t h e  c a s e  o f  t h e  i r o n - c l a d  c i r c u i t ,  

w h e r e i n  i t  h a s  b e e n  shown t h a t  t h e  c u r r e n t  m ax im a  a r e  v e r y  

l a r g e .  T h u s  t h e  t r a n s f o r m e r  s w i t c h i n g  s u r g e  i s  o f  much 

l a r g e r  a m p l i t u d e  b u t  m uch s h o r t e r  d u r a t i o n  t h a n  t h a t  i n  

a n  a i r - c o r e d  c i r c u i t .

W h i le  t h e  r i g o u r o u s  m a t h e m a t i c a l  t r e a t m e n t  o f  a  

c i r c u i t  c o n t a i n i n g  s u c h  an  i n v o l v e d  v a r i a b l e  a s  a  

m a g n e t i s a t i o n  c u r v e  i s  p r a c t i c a l l y  i m p o s s i b l e ,  an  

a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n  may b e  o b t a i n e d  by  v a r i o u s  m e t h o d s .

a .  U s in g  a p p r o x i m a t e  s t r a i g h t - l i n e  f o r m u l a e  f o r  t h e

The m a g n e t i s a t i o n  c u r v e  i s  r e g a r d e d  a s  made u p  o f  

s t r a i g h t  l i n e s  a s  shown i n  t h e  d i a g r a m ,  F i g .  6 .  I t  i s  

h e r e  a ssu m ed  t h a t  u n d e r  s t e a d y  c o n d i t i o n s  t h e  u p p e r  an d  

l o w e r  l i m i t s  o f  f l u x  d e n s i t y  a r e  1 2 ,0 0 0  l i n e s / s q . c m . ,  s o  

t h a t  u n d e r  t h e s e  c o n d i t i o n s ,  o n l y  t h e  l i n e  B » 1 2 , 0 0 0 x i  

a f f e c t s  t h e  c u r r e n t  an d  f l u x  c h a n g e s .  T h i s  a r r a n g e m e n t  

may b e  b r o u g h t  a b o u t  by  s u i t a b l e  a d j u s t m e n t  o f  t h e  a p p l i e d  

v o l t a g e ,  a s  w i l l  b e  show n .

U n d e r  a l l  c o n d i t i o n s ,  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  o f  

t h e  c i r c u i t  i s  g i v e n  b y ; -

I f  A i s  t h e  t o t a l  a r e a  o f  t h e  c o i l ,  t h e n ^ ,  a s  a  

f u n c t i o n  o f  i ,m a y  b e  w r i t t e n ; -

s a t u r a t i o n  c u r v e ;  h y s t e r e s i s  n e g l e c t e d

—  ( 2 6 )

w h e re  T = n o .  o f  t u r n s  o f  p r i m a r y ,  
d> r t o t a l  f l u x  a t  i n s t a n t  t ,  
ti =» r e s i s t a n c e  o f  p r i m a r y ,  an d  s o  on

T h i s  may b e  w r i t t e n ;

R  i  -h r

& 4  r n { i / ,7$0 + Z 5 0 i J

i - e *  3 ?  - 12, 000 f t
A<f>

a n d  Ji -- 2S 0  fl

<f> * f\ * 12,000 I f o r  f i r s t  p a r t  o f  c u r v e ,

f o r  s e c o n d  p a r t  o f  c u r v e  
f o r  1 s t  p a r t ,

f o r  2nd p a r t
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A ssu m in g  now t h a t  A=83«3 cm* an d  T =100 , we h a v e : -  

R i  * i x 3* = £  m(*>t+0) f o r  j - i j <  1 — ( 2 8 a )

& e  i  + - o z o t x i  -  E si»(»)t+et ) f o r  /* / — ( 2 8 b )

T h e n ,  t a k i n g  R=4 ohms a n d  E ^ 3 1 4  v o l t s  -  ( t o  make

n o r m a l  m ax . c u r r e n t  1 a m p ) , -  t h e  s o l u t i o n s  o f  t h e  a b o v e  

e q u a t i o n s  a r e : -

i  * l xfs/nfot *9,'%.) *■ f i t 4*} f o r  1 ,  a s  t a h ' f H  f  —  0 a )

& i  * 40‘8*[sm(n)t*-0r $) + C£*'**} f o r / * / > i  , a s  t a n ' :252£3if'? £ ' ( 2 9 b )

The a r b i t r a r y  c o n s t a n t s  A a n d  0 h a v e  t o  b e  s e p a r a t e l y  

d e t e r m i n e d  a t  e a c h  p o i n t  w h e re  t h e  p a r t i c u l a r  e q u a t i o n  

c o n c e r n e d  comes i n t o  p l a y ;  t h a t  i s ,  a t  e a c h  p o i n t  w h e re  

t h e  t o t a l  s w i t c h i n g  c u r r e n t  g o e s  o v e r  f ro m  ^ 1  amp t o  ^ 1  amp. . 

The m a g n i tu d e  o f  t h e  c o n s t a n t  a t  e a c h  o f  t h e s e  p o i n t s  i s  

d e f i n e d  by  t h e  d i f f e r e n c e  b e tw e e n  t h e  a c t u a l  v a l u e  o f  t h e  

c u r r e n t  a t  t h a t  p o i n t  (=u n i t y )  an d  t h e  s t e a d y  v a l u e  t h e  

c u r r e n t  s h o u l d  h a v e  a t  t h a t  p o i n t  i n  t h e  r a n g e  o f  w o rk in g  

i n t o  w h ic h  t h e  t r a n s i t i o n  i s  b e i n g  e f f e c t e d .

S u p p o s e  t h a t  t h e  s w i t c h i n g  t a k e s  p l a c e  a t  t h e  moment 

t h a t  t h e  a p p l i e d  v o l t a g e  i s  z e r o ,  t h i s  c o r r e s p o n d i n g  t o  a  

s t e a d y  s t a t e  c u r r e n t  e q u a l  t o  t h e  n e g a t i v e  maximum. U n d e r  

t h e s e  c o n d i t i o n s ,  t h e  s t e a d y  s t a t e  c u r r e n t s  a r e : -

i  * I K Sih (u>r-$) ( < / <  1 ( t  M-eoLsi/i Ĵ fr»M sUrt)

& 4 s 4o-8 k sihftjr-f) | if >  / ^

a n d  a r e  shown a s  g r e e n  d o t t e d  c u r v e s  i n  t h e  d i a g . ,

F i g . 7 . ,  o n ly  t h e  t o p  h a l f  o f  t h e  l a r g e r  c u r v e  b e i n g  g i v e n .

T he f i r s t  a r b i t r a r y  c o n s t a n t  i s  t h e n  -#*1 amp., t o  make 

t h e  c u r r e n t  a t  t h e  s t a r t  z e r o .  T h i s ,  m u l t i p l i e d  by  t h e
~4t

dam ping  f a c t o r  t  , an d  a d d e d  t o  t h e  s t e a d y  v a l u e ,  g i v e s  

t h e  t o t a l  c u r r e n t  u p  t o  t h e  p o i n t  X, w h e re  t h e  c u r r e n t  

r e a c h e s  t h e  v a l u e  1 amp. At t h i s  p o i n t ,  t h e  s t e a d y  

a b n o rm a l  c u r r e n t  w o u ld  b e  20 * 4  am ps, s o  t h a t  t h e  c o n s t a n t

G m u s t  h a v e  t h e  v a l u e  - 1 9 * 4  am ps. T h i s  new c o n s t a n t ,  

m u l t i p l i e d  b y  t h e  dam ping  f a c t o r  t  w h e re  t  i s  m e a s u r e d

f r o m  t h e  p o i n t  X -  a n d  a d d e d  t o  t h e  a b n o rm a l  c u r r e n t
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s t e a d y  s t a t e  v a l u e ,  g i v e s  t h e  t o t a l  c u r r e n t  up  t o  t h e  

p o i n t  Y, w h e re  t h e  c u r r e n t  i s  a g a i n  u n i t y *  T h i s  p r o c e d u r e  

r e p e a t e d  i n d e f i n a t e l y  g i v e s  t h e  t o t a l  s w i t c h i n g  c u r r e n t  

w a v e ,  shown b l a c k  i n  t h e  d i a g r a m ,  P i g  7 .

The r e d  c u r v e  i s  t h e  c u r v e  o f  t o t a l  s w i t c h i n g  c u r r e n t  

i n  a  c i r c u i t  t h e  i n d u c t a n c e  o f  w h ic h  i s  u n i t y ,  t h e  o t h e r  

c i r c u i t  c o n s t a n t s  b e i n g  a s  a b o v e ;  -  i . e .  o f  t h e  a b o v e  

c i r c u i t ,  w e re  t h e  f i r s t  s t r a i g h t  l i n e  a p p r o x i m a t i o n  t o  

h o l d  t h r o u g h o u t  t h e  w h o le  r a n g e  o f  c u r r e n t . T he  c u r v e  

i s  s i m i l a r  t o  t h a t  o f  F i g  5 ,  e x c e p t  f o r  i t s  lo w  d a m p in g .

As d e d u c e d  i n  t h e  t h e o r y ,  i t s  a m p l i t u d e  i s  v e r y  much 

l e s s  t h a n  t h a t  f o r  an  i r o n - c l a d  c i r c u i t ,  b u t  i t s  d u r a t i o n  

i s  c o n s i d e r a b l y  g r e a t e r .

b .  U s in g  S t e i n m e tz *  s t e p - b y - s t e p  m e th o d .

T h i s  m e th o d  i s  r e a l l y  a  g r a p h i c a l  s o l u t i o n  o f  t h e  

d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  o f  t h e  c i r c u i t .  The  e q u a t i o n  

i s ,  a s  b e f o r e : -

& -t i- i o B » £  Slh u>t

o r ,  s u b s t i t u t i n g  u>f) a s  t h e  i n d e p e n d a n t  v a r i a b l e : -  

+ Tu> 32 to *  = E s / / r 0  = - Z d e ( cos9) — (3 0 )

T h i s  may b e  w r i t t e n : -

R -i cL0 T u) dfi /o 8 = E- 3 (co s  0)

i . e .  (fy = -  r^>oa<Lfcoi$) -  o r  d&  = - 12,000 oifas 9) -  is z ^ + d e  —  (3 1 )

t h a t  i s ,  t h e  i n c r e m e n t  o f  f l u x  d e n s i t y  dB o v e r  an  a n g l e  d0  

may b e  c a l c u l a t e d ,  an d  t h e  g r a p h s  o f  t o t a l  f l u x  and  t o t a l  

c u r r e n t  s o  p l o t t e d .  T he  p r o c e s s  i s  f u l l y  e x p l a i n e d  i n  

" s t e i n m e t z 1 bo o k  " T r a n s i e n t  E l e c t r i c  P h en o m en a  and
i

O s c i l l a t i o n s " •

The t r a n s i e n t  c u r r e n t  p r o d u c e d  by  s w i t c h i n g  i n  t h e  

sam e c i r c u i t  a s  b e f o r e  i s  show n , F ig  8 ,  t o g e t h e r  w i t h  a  

d ia g r a m  o f  c u r r e n t  an d  f l u x  d u r i n g  t h e  t r a n s i e n t ,  F i g  9 .

The l o o p  o f  h y s t e r e s i s  c a n  b e  t a k e n  i n t o  a c c o u n t  by  t h i s  

m e th o d ,  a s  show n, t h o u g h  t h e  r e t u r n  p a t h s  o f  t h e

f l u x / c u r r e n t  c u r v e  a r e  o n l y  a p p r o x i m a t i o n s .

B i b l i o g r a p h y ,  C ,8 .
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2 « The T r a n s i e n t  d u e  t o  t h e  P r e s e n c e  o f  an  A r c .

T he  s p e c i a l  c a s e  o f  t h e  i g n i t i o n  c o i l  w i l l  b e  

c o n s i d e r e d ,  t h e  a r c  b e i n g  t h a t  o c c u r i n g  a t  t h e  moment 

o f  " B r e a k ” a t  t h e  p r i m a r y  c o n t a c t  p o i n t s .

T he s i m p l e  t h e o r y  o f  t h e  i g n i t i o n  c o i l  a s s u m e s  t h a t  

a t  " B r e a k ” , t h e  w h o le  c u r r e n t  o f  t h e  p r i m a r y  c i r c u i t  i s  

t r a n s f e r r e d  f ro m  t h e  c o n t a c t  p o i n t  c i r c u i t  t o  t h e  l o c a l  

c o n d e n s e r  c i r c u i t ,  a s  shown b e lo w ,  F i g  1 0 ,  a  & b : -

The c r i t e r i o n  f o r  " S p a r k l e s s  b r e a k ” on t h i s  a s s u m p t i o n  

w o u ld  b e  t h a t  t h e  c o n t a c t  p o i n t 3 s e p a r a t e d  a t  a  r a t e  

s u f f i c i e n t  t o  e n s u r e  t h a t  t h e  v o l t a g e  f r o m  x  t o y  b u i l t  

u p  by  t h e  c u r r e n t  i n  c h a r g i n g  t h e  c o n d e n s e r  was b e lo w  

t h e  s p a r k i n g  v o l t a g e  f o r  t h e  g a p .

I n  p o i n t  o f  f a c t ,  i t  i s  i m p o s s i b l e  t o  t r a n s f e r  t h e  

c u r r e n t  i n s t a n t a n e o u s l y  f ro m  t h e  one c i r c u i t  t o  t h e  o t h e r ,  

s i n c e  b o t h  c i r c u i t s  c o n t a i n  i n d u c t a n c e ,  h o w e v e r  s m a l l .  

F u r t h e r ,  a  t r u e  s p a r k  c a n n o t  t a k e  p l a c e  b e lo w  a  v o l t a g e  

o f  a b o u t  300 v o l t s  i n  a i r ,  so  t h a t  i f  t h e  c o n d e n s e r  

v o l t a g e  s t a y e d  b e lo w  3 0 0 ,  t h e r e  s h o u l d  n e v e r  b e  a  s p a r k  

o n  t h i s  t h e o r y ,  w h e r e a s  i n  p r a c t i c e  s p a r k s  may b e  o b t a i n e d  

b e lo w  t h i s  v o l t a g e ,  i f  t h e  c u r r e n t  i s  s u f f i c i e n t l y  l a r g e .  

F o l l o w i n g  up  t h e s e  m a in  p o i n t s  and  o t h e r s ,  Dr N . J .C a m p b e l l  

show ed c o n c l u s i v e l y  t h a t  t h e  s o - c a l l e d  s p a r k  a t  t h e  p o i n t s  

w as i n  r e a l i t y  a  m e t a l l i c  a r c ,  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  

w h ic h  d e p e n d  m o re  on  t h e  h e a t i n g ,  m a t e r i a l ,  an d  

c o n f i g u r a t i o n  o f  t h e  p o i n t s ,  a n d  t h e  c u r r e n t  a t  " B r e a k " ,  

t h a n  on t h e  d i s t a n c e  o f  s e p a r a t i o n  o f  t h e  p o i n t s .  

( P h i l o s o p h i c a l  M a g a z in e ,  May, 1 9 1 9 . )

R e c o n s i d e r i n g  t h e  phenomenom i n  t h e  l i g h t  o f  t h i s

k n o w le d g e ,  we s e e  t h a t  t h e  l o c a l  c i r c u i t  a t  " B r e a k ”

F i g  10 a .  
B e f o r e '  " b re a k

F i g  10 b

( c o n s i s t s  o f  t h e  )



I

p a r t s  a s  3 hown i n  t h e  d i a g r a m ,  F i g  1 1 ;  "A" b e i n g  a

  b r a n c h  h a v i n g  t h e  v o l t a g e -

c u r r e n t  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  

a r c  b e tw e e n  t h e  p o i n t s  -  (w h ic h  

F i g  1 1 * a r e  o p e n in g  o u t )  -  L b e i n g  t h e

i n d u c t a n c e  o f  t h e  l o c a l  c i r c u i t ,  an d  G t h e  c o n d e n s e r  

c a p a c i t a n c e .  I  i s  t h e  c u r r e n t  a t  " B r e a k * .

Now t h e  t r a n s i e n t  d u e  t o  t h i s  a r c  i s  o f  v e r y  s h o r t  

d u r a t i o n .  I n  a d d i t i o n ,  t h e  v o l t a g e - c u r r e n t  c h a r a c t e r i s t i c  

o f  an  a r c  d o e s  n o t  v a r y  m uch w i t h  a  s m a l l  c h a n g e  o f  

a r c i n g  d i s t a n c e ;  h e n c e  i t  may b e  a ssu m ed  t h a t  f o r  t h e  

d u r a t i o n  o f  t h e  t r a n s i e n t ,  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  o f  A 

r e m a i n s  c o n s t a n t  a t  t h e  v a l u e  f o r  a  v e r y  s h o r t  a r c ,  s o  

t h a t  t h e  s p e e d  o f  o p e n in g  o f  t h e  p o i n t s  may b e  n e g l e c t e d .  

S u c h  c h a r a c t e r i s t i c s  h a v e  b e e n  w o rk e d  o u t  b y  H . E . I v e s ,  

( j o u r n a l  o f  t h e  F r a n k l i n  I n s t i t u t e ,  O ct 1 9 2 4 )  b y  a  m e th o d  

i n v o l v i n g  t h e  p l o t t i n g  o f  t h e  c u r v e  on  a  s e r i e s  o f  i t s  

t a n g e n t s ,  t h e  c u r v e  b e i n g  c a l l e d  b y  h im  t h e  " M in im a l  

A rc  C h a r a c t e r i s t i c " , t h e  c h a r a c t e r i s t i c  f o r  an  i n d e f i n i t e l y  

s h o r t  a r c .

As t h e  t r a n s i e n t  t i m e  i s  v e r y  s h o r t ,  an d  t h e  p r i m a r y  

c i r c u i t  c o n t a i n s  v e r y  h i g h  i n d u c t a n c e ,  t h e  t o t a l  c u r r e n t  

f o r  t h e  d u r a t i o n  o f  t h e  p h en o m en a  may b e  t a k e n  a s  c o n s t a n t .  

T he  e q u a t i o n s  f o r  t h e  n e t w o r k  t h e n  b e c o m e : -

C o n d e n s e r  c i r c u i t , -  V *  — (3 2 )

A rc  c i r c u i t , -  V  - f;(*) — (3 3 )

w h e re  V i s  t h e  v o l t a g e  a c r o s s  t h e  a r c ,
i  i s  t h e  c u r r e n t  i n  t h e  a r c ,

& V * ^ (4 - )  i s  t h e  " M in im a l  A rc  C h a r a c t e r i s t i c " .

S i n c e  e q u a t i o n  (3 3 )  i s  n o t  o f  m a t h e m a t i c a l  f o r m ,

t h e  e q u a t i o n s  c a n n o t  b e  s o l v e d  by  n o r m a l  m e th o d s .  T hey  

may, h o w e v e r ,  b e  s o l v e d  by  a  s t e p - b y - s t e p  p r o c e s s  s i m i l a r  

t o  t h a t  e m p lo y e d  i n  t h e  c a s e  o f  t h e  t r a n s f o r m e r  s w i t c h i n g  

s u r g e .

A .E .W a ts o n ,  i n  h i s  p a p e r  "T he  E f f e c t  o f  H y d r o c a r b o n  

V a p o u r  on t h e  C o n t a c t  P o i n t s  o f  I g n i t i o n  A p p a r a t u s "  -





c o n t r i b u t e d  t o  t h e  I n s t i t u t i o n  o f  A u to m o b i le  E n g i n e e r s ,  

e l a b o r a t e s  t h e  m e th o d ,  a n d  d e v e l o p s  c u r v e s  s h o w in g  t h e  

e f f e c t  o f  t h e  i n d u c t a n c e  L o f  t h e  l o c a l  c i r c u i t .  He 

show s t h e r e  e x i s t s  a  c r i t i c a l  v a l u e  o f  t h i s  i n d u c t a n c e ,  

s u c h  t h a t  -  a t  v a l u e s  h i g h e r  t h a n  t h i s  -  t h e  c u r r e n t  i n  

t h e  a r c  i s  s u s t a i n e d  f o r  a  c o n s i d e r a b l e  t i m e  ( u n t i l  t h e  

s e p a r a t i o n  o f  t h e  c o n t a c t  p o i n t s  a p p r e c i a b l y  a l t e r s  t h e  

a r c  c h a r a c t e r i s t i c ) ,  t h i s  c o r r e s p o n d i n g  t o  a  l o s s  o f  

e n e r g y ,  a n d  a  l o s s  o f  p e a k  v o l t a g e ,  a s  w e l l  a s  w e a r  a n d  

t e a r  on  t h e  p o i n t s .  H i s  c u r v e s  a r e  r e p r o d u c e d  

h e r e w i t h ,  F i g  1 2 .

E . The T r a n s i e n t s  I n t r o d u c e d  by  S w i t c h i n g ,  i n  C i r c u i t s  

C o n t a i n i n g  R o t a t i n g  M a c h in e r y .

So f a r  h a v e  b e e n  c o n s i d e r e d  o n l y  t h o s e  t r a n s i e n t s  

w h ic h  a r i s e  i n  c i r c u i t s  w h e re  t h e  p a r a m e t e r s  -  i n d u c t a n c e ,  

c a p a c i t a n c e  & c .  -  a r e  c o n s t a n t  i n  v a l u e ,  o r  e l s e  v a r y  

i n  a  m a n n e r  w h ic h  c a n n o t  b e  e x a c t l y  r e p r e s e n t e d  b y  a n y  

known m a t h e m a t i c a l  l a w .  The c o n s t a n t s  h a v e  m o r e o v e r  

b e e n  r e g a r d e d  a s  "Lumped” . T h e r e  a r e  tw o  o t h e r  v e r y  

i m p o r t a n t  c a s e s ,  h o w e v e r : -

1 .  T he c a s e  w h e re  o n e  o r  m o re  p a r a m e t e r s  v a r y  w i t h  

t i m e  i n  a  m a n n e r  w h ic h  c a n  b e  e x a c t l y  r e p r e s e n t e d .

2 .  The c a s e  w h e re  t h e  p a r a m e t e r s  a r e  d i s t r i b u t e d  i n  s p a c e .

T he f i r s t  o f  t h e s e  c a s e s  a r i s e s  i n  t h e  r o t a t i n g

m a c h i n e ,  w h ere  t h e  m u tu a l  i n d u c t a n c e  b e tw e e n  r o t o r  an d  

s t a t o r  i s  a  f u n c t i o n  o f  t h e  fc o to r  p o s i t i o n ;  t h e  s e c o n d  

a r i s e s  i n  t h e  c a s e  o f  l o n g  t r a n s m i s s i o n  o r  t e l e g r a p h  

w i r e s .  I n  t h i s  T h e s i s ,  we a r e  c o n c e r n e d  o n l y  w i t h  t h e  

f i r s t  o f  t h e  tw o  c a s e s ,  -  i n  p a r t i c u l a r ,  t h e  c a s e  o f  t h e  

s u d d e n  s h o r t - c i r c u i t  o f  an  a l t e r n a t o r  p r e v i o u s l y  r u n n i n g  

on o p e n  c i r c u i t .

T he  p r o b le m  may b e  a t t a c k e d  i n  v a r i o u s  w a y s .  B elow  

i s  g i v e n  t h e  s o l u t i o n  by  n o r m a l  c a l c u l u s  m e th o d s .
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1 .  The D i r e c t  M a t h e m a t i c a l  M e th o d .

S h im id z u  a n d  I t o  h a v e  ahown t h a t  b y  m a k in g  c e r t a i n  

f e a s i b l e  a s s u m p t i o n s ,  t h e  c a s e  i s  a m e n a b le  t o  d i r e c t  

m a t h e m a t i c s .  (S e e  bibliography;C,/<?) • I t  i s  a s s u m e d  t h a t  

t h e  f l u x  i n  t h e  m a c h in e  i s  s i n u s o i d a l  -  p e r m i s s i b l e  i n  

m o d e m  a l t e r n a t o r s  -  s o  t h a t  t h e  v a r i a t i o n  o f  M u tu a l  

I n d u c t a n c e  w i t h  t i m e  i s  a  s i n e  w a v e .  F u r t h e r ,  s a t u r a t i o n  

o f  t h e  i r o n  i s  n e g l e c t e d ;  a s  t h e  f l u x  d o e s  n o t  r i s e  a b o v e  

n o r m a l  max. v a l u e ,  t h i s  i s  p e r m i s s i b l e .  T he n o r m a l  

a n g u l a r  s p e e d  o f  t h e  m a c h in e  i s  a ssu m e d  t o  r e m a i n  c o n s t a n t  

d u r i n g  t h e  t r a n s i e n t ;  a  r e a s o n a b l e  p r e m i s e ,  s i n c e  t h e  

m e c h a n i c a l  v i b r a t i o n  o f  s u c h  a  m ass  a s  t h e  r o t o r  i s  o f  

v e r y  l o n g  p e r i o d  co m p ared  w i t h  t h e  e l e c t r i c  t r a n s i e n t .

I t  w i l l  b e  a ssu m ed  t h a t  t h e  n o r m a l  f i e l d  c u r r e n t  I f 

a c t s  c o n t i n u a l l y ,  and  t h a t  on i t  t h e  t r a n s i e n t  f i e l d  

c u r r e n t  i s  s u p e r p o s e d .  T h e r e  i s  t h e r e f o r e  an  a l t e r n a t i n g  

v o l t a g e  o f  maximum v a l u e  cfyO c o n t i n u a l l y  i m p r e s s e d  on a l l  

t h r e e  s t a t o r  p h a s e s ,  w h e re  _c i s  t h e  maximum v a l u e  o f  t h e  

m u t u a l  i n d u c t a n c e  b e tw e e n  r o t o r  an d  s t a t o r .  I f  c la )» d , 

t h e n  t h e  v o l t a g e s  i m p r e s s e d  i n  p h a s e s  1 , 2 , an d  3 ,  a r e  

d . s i n ( u ) t ) ,  d . s i n ( M > t - ^ ) ,  an d  d .s in (« * > t-^ )  r e s p e c t i v e l y .

T he i n i t i a l  d i s p l a c e m e n t  o f  t h e  r o t o r  a t  t h e  moment o f  

s h o r t - c i r c u i t  i s  t a k e n  i n t o  a c c o u n t  l a t e r .

I f  x , y ,  & z a r e  t h e  c u r r e n t s  i n  t h e  t h r e e  s t a t o r  p h a s e s ,

a  & b ' t h e  r e s i s t  since an d  i n d u c t a n c e  o f  a  s t a t o r  

p h a s e ,

w t h e  t r a n s i e n t  c u r r e n t  i n  t h e  r o t o r ,  
a, & b, t h e  r e s i s t a n c e  and  i n d u c t a n c e  o f  t h e  r o t o r ,  
a n d  c ' t h e  m u tu a l  i n d u c t a n c e  b e tw e e n  any  tw o

o f  t h e  t h r e e  s t a t o r  p h a s e s ,

t h e n  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  f o r  t h e  f o u r  c o u p l e d  

c i r c u i t s  a r e : -

f h a L  CLX. + b '  3 T  +

a y . +
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s i n c e  t h e  m u tu a l  i n d u c t a n c e  b e tw e e n  r o t o r  a n d  s t a t o r  i s  

a  s i n u s o i d a l  f u n c t i o n  o f  r o t o r  p o s i t i o n .

By m a k in g  t h e  s u b s t i t u t i o n s : -  

x  + y  + y  - o

b '  -  c /  « b
i f  i s  £ < •  J *

a n d  x  ~ djb , J  -  cLt t - Hit t a»i « r  * ,

t h e  e q u a t i o n s  may b e  r e w r i t t e n  a s  b e l o w : -

Qhd

“O. f A ^  + o dt + dKC fit - COS u>t = oi— up COS (Jt

c l  7 L — +■ h oU + d% , c Si- cos far--?) * -  lo cos (tit- 2~i)

A &  + *> oUr +- 0 • ces(tjr - 4f) - — 5  c»s(*)t - %')

o>t X L — ■b fd^ „ dv cj zfctsae + cU' mfrt-Y) * ‘ o

T h e s e  may e a s i l y  b e  s i m p l i f i e d ,  g i v i n g  t h e  f o l l o w i n g

e q u a t i o n  f o r  w, t h e  f i e l d  c u r r e n t : -  

k f b b l ~ \ c t)  <Ul + ^ T l fb b ,-  \ c ’)  ■+■ b(abf d t x +^b*J%(bbi-\t?) + 2*al b + * 6 j + 4,(*%+t>id)-vfiK.O — (36 )

T h i s  i s  a  l i n e a r  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  o f  t h e  3 r d  

o r d e r ,  w h ic h  i s  t h e r e f o r e  a m e n a b le  t o  s t r a i g h t f o r w a r d  

m a t h e m a t i c s .  The e x p r e s s i o n  f o r  t h e  r o t o r  c u r r e n t  may 

b e  s u b s t i t u t e d  i n  t h e  e q u a t i o n s  f o r  t h e  s t a t o r  c u r r e n t s .

The r e s u l t i n g  e x p r e s s i o n s  a l l  c o n t a i n  t h r e e  a r b i t r a r y  

c o n s t a n t s ,  w h ic h  may b e  e v a l u a t e d  f r o m  t h e  c o n d i t i o n s  

e x i s t i n g  i m m e d i a t e l y  p r i o r  t o  t h e  s h o r t  c i r c u i t .

S h im id z u  a n d  I t o  show t h a t  t h e  s o l u t i o n s  f o r  a l l  

| f o u r  v a r i a b l e s  may b e  w r i t t e n : -
d  f /—<r/ ot(t-to) M e-zo) l+G_‘ M(r-c0) |

' bU) [COScOt + s ' t  cosuit ~ 2<s1 £ cosfeat'co %) -  2s' £ c tS o it'j  —  ^37a;

f e w I  -h <f'  fc C0 s ( i i t - - f )  -  U S ' £  C0s ( 2 b > C --? -u )Q  -  2 s '  £  M s f a z - j j j  - - ( 3 7 b )

~ bio [ c o s ( u i t - 4-f)  + ^  cos fa r -  *?) - I  °] cos fa t ,  -  *f)J - - ( 3 7 o )

« '  v I £ -  £ cos ( o t  -  j t 0) — (3 8 )

p r o v i d e d  t h a t  an d  TZ a r e  v a n i s h i n g l y  s m a l l ,  w h ic h  

h o l d s  f o r  s h o r t - c i r c u i t  c o n d i t i o n s .

I n  t h e s e  e q u a t i o n s ,
. _

oC = £(u> S'

*hcL <r' -  / -  \  ' "fb'

a n d  t h e  s h o r t - c i r c u i t  i s  r e g a r d e d  a s  t a k i n g  p l a c e  a t  t h e  

i n s t a n t  t  -  .

i  ■
i

I
X  --

V
r : '■ V *
tocL itr  -
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T he Term o '" ' (• \  ' 'tbi ) ,

The m a in  f l u x  p r o d u c e d  by  a  s i n g l e  s t a t o r  p h a s e

may b e  r e p r e s e n t e d  a s  i n  t h e  

m ' jl\ t ' nr jt '  d i a g r a m ,  F i g  1 3 .  T h a t  i s ,
AT

t h e  f l u x  d e n s i t y  a t  a  p o i n t  9 

F i g  1 3*-----------N-- /  i s  g i v e n  b y : -

3  *  3 ,  sih 9  *■ B } s ih  3 9  *  S /h  5 0  y  <*- c .

H en ce  t h e  t o t a l  f l u x  e m b ra c e d  by  a  s i n g l e  t u r n
9+TT

o f  t h e  p h a s e  a t  9 i s  p r o p o r t i o n a l  t o  I {a(jw,* + //* 3$ +
Je

i . e .  p r o p l  • tO  Z j  & tcos9 + j  Bi cos 39 + j- 8S cos ?9 + -J

The n u m b er  o f  t u r n s  i n  a  l e n g t h  d0 i s  p r o p l .  t o  d 0 .

H en ce  t h e  i n d u c t a n c e  o f  a  p h a s e  i s  p r o p l .  t o s -
f t

^  I I  c0 i 0 + £ 8i cos 30 y s  3r cai S0 *■ * c J l 0
Isb _

i . e . ,  p r o p l . t o  % * z | s, sin z *  ̂ sm 3-y t ̂  • ae s//><s- + - 4 c }

T he m u tu a l  i n d u c t a n c e  due t o  p h a s e  3 i s  p r o p l .  t o s -

~ 2  * I } S, cos 9  + 8 , cos iff + f  3r cos 5 9  y c J  Ad

i . e . ,  p r o p l .  t o  - z j  e,[sui({*§) - t  io , [$",$*%) - m tff-f)] + * c J

i . e . ,  p r o p l . t o  - z f  Z 6 , co? f 5//,f + z  ^  s3 cos 37 */* 3-f + 2 -h • % cos c- f  */* * |  *** J

i . e . ,  p r o p l  • t o  ~ 4 [  8  sih % cos^3 + 1 3* s//> * cos y * or ■ v* ¥  c»s ir + * * J

I f  t h e  h i g h e r  h a r m o n i c s  a r e  n e g l e c t e d ,  t h e s e  e x p r e s s i o n s  

b e c o m e : -

4/3, s//. Z f o r  t h e  s e l f - i n d u c t a n c e ,

an d  -  z  a, so, t  f o r  t h e  m u tu a l  i n d u c t a n c e .

A c t u a l l y ,  t o  t a k e  a c c o u n t  o f  o v e r h a n g  l e a k a g e ,  t h e  

s e l f - i n d u c t a n c e  s h o u l d  b e  r a i s e d  a  l i t t l e  -  s a y  by  t h e  

f a c t o r  V .

T hen  b oc 4  8, 1/ j/a f

a n d  c oc -  2  a, sih %

b  -  c = b  -  4& , 4  sih Z  { I *  it? }  3 b j /  + 2i?j *  * ^
c* e* . /

T hen  % ^  ^  \b'bt h. >> , w h e re  i>f i s  t h e  f i e l d

l e a k a g e  c o e f f i c i e n t .

<T* «  7 “ ^  •

The ab o v e  r e s u l t s  w i l l  be  r e f e r r e d  t o  l a t e r ,  when

t h e y  w i l l  b e  co m p ared  w i t h  t h e  r e s u l t s  o b t a i n e d  by

R u d e n b e r g *s  m e th o d ,  and  by  a  m e th o d  i n v o l v i n g  H e a v i s i d e f s 

O p e r a t i o n a l  C a l c u l u s .



2 « R u d en b e rg 's  M e th o d .

I n  t h e  2nd  e d i t i o n  o f  " E l e c t r i s c h e  S c h a l t v o r g a n g e " , 

* R u d e n b e rg  d e v e l o p s  a  v e r y  i n g e n i o u s  a n d  s i m p l e  m e th o d  

o f  a t t a c k  f o r  t h e  p r o b le m  o f  a l t e r n a t o r  s h o r t - c i r c u i t .

He c o n s i d e r s  a  g e n e r a t o r  w i t h  p o l y p h a s e  w i n d i n g s  

on  b o t h  s t a t o r  and  r o t o r ,  a n d  r e p l a c e s  t h e  a c t u a l  p h a s e  

c u r r e n t s  by s i n u s o i d a l l y  d i s t r i b u t e d  c u r r e n t  s y s t e m s .

T h e s e  c u r r e n t  s y s t e m s  move a c r o s s  t h e  r o t o r  a n d  '

s t a t o r  p h a s e s  a n d  s o  v a n i s h .  I f  t h e  a b s o l u t e  a n g u l a r  

v e l o c i t y  o f  t h e  s t a t o r  s y s t e m  i s  ot, a n d  t h e  a n g u l a r  

v e l o c i t y  o f  t h e  r o t o r  i s  u), t h e n  t h e  v e l o c i t y  o f  t h e  

s t a t o r  s y s t e m  r e l a t i v e  t o  t h e  r o t o r  i s  w h ic h

m u s t  b e  t h e  a n g u l a r  v e l o c i t y  o f  t h e  r o t o r  s y s t e m  

r e l a t i v e  t o  t h e  r o t o r ,  i n  o r d e r  t h a t  t h e  p o i n t s  o f  

maximum an d  minimum c u r r e n t  i n  s t a t o r  a n d  r o t o r  may 

r e m a in  o p p o s i t e  one  a n o t h e r .

F o r  a  s i n u s o i d a l  d i s t r i b u t i o n  o f  c u r r e n t  r o u n d  

t h e  p e r i p h e r y ,  t h e  s t a t o r  an d  r o t o r  c u r r e n t s  a t  a  

p a r t i c u l a r  p o i n t  f  e l e c t r i c a l  r a d i a n s  f ro m  t h e  p o i n t  

o f  z e r o  c u r r e n t  may b e  r e p r e s e n t e d  by  t h e  e x p r e s s i o n s
T 10 T’IE  a n d  I  £ . The p o i n t  o f  z e r o  c u r r e n t  t r a v e l s  i n/ K

common w i t h  t h e  r e s t  o f  t h e  wave a t  s p e e d  cl f o r  t h e  

s t a t o r ,  an d  /3 f o r  t h e  r o t o r  - ( r e l a t i v e  t o  t h e  r o t o r ) .

H en ce  t h e  c u r r e n t  a t  a  c e r t a i n  p o i n t  o f  t h e  s t a t o r

wave a t  a  t i m e  t  may b e  r e p r e s e n t e d  by t h e  e x p r e s s i o n

j  c u r r e n t  a t  t h e  c o r r e s p o n d i n g  p o i n t  o f  t h e

r o t o r  wave by r e l a t i v e  t o  t h e  r o t o r ,  o r  ^

r e l a t i v e  t o  t h e  s t a t o r .

H en ce  E .M ;F .  i n d u c e d  i n  s t a t o r  d u e  t o  r o t o r  s y s t e m  

i s  g i v e n  b y  - /■ /  = -/■?£ y«V ̂

a n d  E .M .F .  i n d u c e d  i n  r o t o r  d u e  t o  s t a t o r  c u r r e n t  s y s t e m  

i s  g i v e n  by  ~ rt ) ^  - -  Hlt j(<- -  Ml, .

i f  M i s  t h e  c o u p l i n g  b e tw e e n  s t a t o r  a n d  r o t o r .

F u r t h e r ,  i f  R ( a n d  L ( a r e  3 t a t o r  r e s i s t a n c e  an d  i n d u c t a n c e ,  

an d  Ra a n d  Lz a r e  r o t o r  r e s i s t a n c e  an d  i n d u c t a n c e ,  

t h e n  t o t a l  v o l t a g e  i n d u c e d  i n  s t a t o r  d u e  t o  b o t h  s y s t e m s  i s : -

* B i b l i o g r a p h y ,  C ,7 .



and in  r o to r  i s : -

* , I ,  t ‘(̂  ,  LJIH  S * * *  + rtjfJ,  - O -  (3 9 b )

w h e n c e : -  j  <x L jt + RtIt •+ » o

811(1 j  P i l  + K k  + -- 0

£  _ __ j <X M _ f/3Lt -f f?,
i . e . ,  / x ~ "* j/3/-f — ( 4 0 )

From t h e s e ,  by  u s i n g  t h e  i d e n t i t y  to *-/3 • oc , b o t h  ot 

a n d  fS may b e  e v a l u a t e d .

I f  / -  tX  = *
Az,<r = /*'

a n d  ^  <r = r

t h e n  ot i s  g i v e n  b y : -

oP -  ot [u> -  j((> ' + f " ) ]  -  - j a p '  — (4 1 )

a n d  (3 i s  g i v e n  by  t h e  s u b s t i t u t i o n  o f  t h e  tw o  r o o t s  o f  

e q u a t i o n  (4 1 )  i n  t h e  i d e n t i t y  a  -  u> * (3 .

I t  i s  s e e n  t h a t  « a n d  /3 h a v e  e a c h  tw o  v a l u e s ,  w h ic h  

a r e  c o m p le x ,  a n d  h e n c e  may b e  w r i t t e n : -

* J, * if i ** 9 i  + J/°z — ( 4 2 a )

f3! = + J/°« fix * &~u}) + J/°z - - ( 4 2 b )

I t  i s  a p p a r e n t  t h a t  t h e  t r a n s i e n t  c u r r e n t  i s  a  compound 

w ave i n  b o t h  c a s e s ,  c o n s i s t i n g  o f  tw o  w aves  o f  d i f f e r e n t  

f r e q u e n c y  a n d  d i f f e r e n t  d a m p in g .

T he  s o l u t i o n s  a r e  o f  t h e  f o r m : -  

S t a t o r  c u r r e n t  = i f « K, s i  + Kt e** e.1*** — ( 4 3 a )

R o t o r  c u r r e n t  ^ i z = K3 £ P> t*® a)t + ^ g u)tr — (4 3 b )

By e x p a n d in g  t h e  e q u a t i o n  f o r  oc, i t  may b e  shown t h a t  

o n e  r o o t  -  s a y  oc*- i s  l a r g e ,  an d  t h e  o t h e r  r o o t ,  * , ,  

i s  s m a l l .  A c t u a l l y ,  V, an d  i? sum t o  *), V* b e i n g  s l i g h t l y  

l e s s  t h a n  *0 a n d  J, a b o u t  z e r o .  T hus  K - ^ )  i s  s m a l l  and  

n e g a t i v e ,  w h i l e  (1?- *>) i s  l a r g e  a n d  n e g a t i v e .

I t  i s  a p p a r e n t  t h a t  t h e  K, t e r m  o f  i ,  a n d  t h e  K3 t e r r a  

o f  ^ c o r r e s p o n d ,  s i n c e  t h e y  h a v e  t h e  same f r e q u e n c y  i n  

s p a c e ,  -  w h ic h  a l s o  h o l d s  f o r  Kz a n d  K4. T h u s  t h e  f i r s t

t e r m s  an d  t h e  s e c o n d  t e r m s  o f  e q u a t i o n s  (4 3 )  may b e



s u b s t i t u t e d  i n  e q u a t i o n  ( 4 0 ) ,  g i v i n g : -

i .  =s■ Hi a  J •== —A*
I f  A3 j (3, M  * M

a s  i s  m uch b i g g e r  t h a n  Ra ,
I ” _ ** = - T L  '

a n d  j /  k4 " L,

a s  û L, i s  m uch b i g g e r  t h a n  R, •

T h u s  t h e  e q u a t i o n s  b e c o m e : -
-P c j*L^

-  K, £ ' £ -h Kx £ ‘ £ — ( 4 4 a )

£ \  = 1 Lj. > + n ' K f t  £■ J - - ( 4 4 b )

T h e s e  e q u a t i o n s  r e f e r  t o  a  s i n u s o i d a l l y  d i s t r i b u t e d  

c u r r e n t  s y s t e m ,  ( a )  i n  t h e  s t a t o r ,  an d  ( b )  i n  t h e  r o t o r .

Any f i x e d  p o i n t  on  e i t h e r  s t a t o r  o r  r o t o r  w i l l  e x p e r i e n c e  

a  v a r i a t i o n  o f  c u r r e n t  w h ic h  i s  a  dam ped s i n e  wave a s  

t h e  s y s t e m  p a s s e s  o v e r  i t .  F o r  t h e  maximum t r a n s i e n t s ,  

a n d  w o r s t  c o n d i t i o n s ,  we m u s t  c o n s i d e r  t h a t  p a r t  o f  t h e  

p e r i p h e r y  w h e re  t h e  t r a n s i e n t  i s  a  maximum a t  t h e  i n s t a n t  

o f  s w i t c h i n g ,  i . e . ,  t h e  p e a k  o f  t h e  c u r r e n t  s y s t e m .  T h u s  

we s u b s t i t u t e  c o s i n e s  f o r  t h e  r o t a t i n g  v e c t o r s  o f  t h e s e  

e q u a t i o n s .  -  ( 4 4 ) .

The s o l u t i o n s  t h e n  b e c o m e : -
— P  t "P^

-- K, I cos i t  + kx i  cos I f  — ( 4 5 a )

^ \  ~ cos(dr u>)t f  cosfc-J)tJ — ( 4 5 b )

f o r  t h e  w o r s t  c o n d i t i o n s .

A p p l i c a t i o n  o f  f o r e g o i n g  t o  c a s e  o f  a l t e r n a t o r  

s h o r t - c i r c u i t .

T h e s e  e q u a t i o n s  may b e  a p p l i e d  t o  an  a l t e r n a t o r  

p r o v i d e d  t h e  r o t o r  may t r u l y  be  r e g a r d e d  a s  p o l y p h a s e j  

s u c h  c a s e s  a s  t h a t  o f  a  m a c h in e  w i t h  a  c y l i n d r i c a l  s o l i d  

r o t o r ,  f o r  i n s t a n c e ,  o r  e v e n  t h a t  o f  a  m a c h in e  w i t h  s a l i e n t  

p o l e s  an d  a  c o n t i n u o u s  l o w - r e s i s t a n c e  dam p er w in d in g  may 

b e  t r e a t e d  b y  th e m .  A n o n - p o l y p h a s e  f i e l d  w in d in g  

p r o d u c e s  s t a t i o n a r y  f l u c t u a t i o n s  o f  f l u x  an d  c u r r e n t ,  -  

( r e l a t i v e  t o  t h e  r o t o r )  -  an d  r a t h e r  a l t e r s  t h e  p r o b le m .

I f  s u c h  a  m a c h in e  i s  r u n n i n g  on o p e n  c i r c u i t ,  and  

i s  s u d d e n l y  s h o r t - c i r c u i t e d ,  t h e n  t h e  t r a n s i e n t s  f o l l o w



2 4 .

t h e  g i v e n  e q u a t i o n s .  I f  1 ^ i s  t h e  s t e a d y  s h o r t - c i r c u i t  

c u r r e n t : -

i,* * K, + Kx - -  JK

w h e re  i „  * t r a n s i e n t  c u r r e n t  a t  s w i t c h i n g ,  a n d

L>* /)\*  * lvKi " n - 0

a s  I  ~ f i e l d  c u r r e n t  b e f o r e  a n d  a f t e r  t r a n s i e n t .
^ Is-H en ce  K, *

lz£  r
an d  Kt - €  +K

i . e . ,  t o t a l  s h o r t - c i r c u i t  c u r r e n t  i s  g i v e n  b y : -

*1 -  1-K co& t i t  ~~ <F^ ^ costft -  (1- 6 ) 1 ^ cos - - ( 4 0 a )

a n d  t o t a l  f i e l d  c u r r e n t  b y : -

r  & / H (°'t  l -PS 1
£  C ° s ( J t - i d ) t r  -  C i - 6 )  ■ ‘j j j - C  C o S  ( S y ~ t S ) t  J

w h ic h  may b e  r e d u c e d  t o s -

K  * I/t [  I -  i r 7 £ fi*COS(*,-»)* -  cp$fa-u>)t]j - - ( 4 6 b )
M r

a,a I  4  T /y *  f o r  n e g l i g i b l e  s t a t o r  r e s i s t a n c e .

T he a b o v e  r e s u l t s ,  a n d  a l s o  S h i m i d z u ^  arid I t o ' s ,  

w i l l  l a t e r  b e  co m p ared  w i t h  t h o s e  o b t a i n e d  b y  t h e  A u th o r  

u s i n g  H e a v i s i d e  O p e r a t i o n a l  G al c u i u s  •

o 0 o



"A Study o f  T r a n s ie n t  Phenomena in  E le c tr o -M a g n e tic

M achinery , w ith  P a r t ic u la r  R efer e n ce  t o  th e  Use o f  th e

H e a v is id e  O p e r a tio n a l C a lc u lu s ."

P A R T I I  

"T he  He a v i s i d e  O p e r a t i o n a l  C a lc u l u s . "

As was e x p l a i n e d  a t  t h e  b e g i n n i n g  o f  P a r t  I ,  t h e r e  

c o r r e s p o n d s  t o  e v e r y  e l e c t r i c  n e t w o r k  a  d i f f e r e n t i a l  

e q u a t i o n ,  w h ic h  by  i t s  c o m p le te  s o l u t i o n ,  g i v e s  b o t h  t h e  

s t e a d y  an d  t r a n s i e n t  c u r r e n t  a n d  v o l t a g e ,  f o r  a l l  t i m e s  

a f t e r  s w i t c h i n g ,  an d  i n  t h e  c a s e  o f  a  d i s t r i b u t e d  n e t w o r k ,  

f o r  a l l  p o i n t s  i n  t h e  n e t w o r k .

T he c o m p le t e  s o l u t i o n  o f  t h e  e q u a t i o n  i s  h o w e v e r  n o t  

a lw a y s  e a s y  t o  o b t a i n ,  p a r t i c u l a r l y  i n  t h e  c a s e s  i n v o l v i n g  

d i s t r i b u t e d  c o n s t a n t s ,  a n d  i n  t h o s e  i n v o l v i n g  a  c o n s i d e r a b l e  

n u m b e r  o f  c o u p l e d  c i r c u i t s .  I t  was shown i n  P a r t  I , B ,  

t h a t  e v e n  w i t h  b u t  tw o  c i r c u i t s ,  i n v o l v i n g  o n l y  tw o  

a r b i t r a r y  c o n s t a n t s ,  t h e  fo rm  o f  t h e  c o n s t a n t s  was 

c u m b erso m e . F o r  a  l a r g e  n u m b er  o f  c i r c u i t s ,  w i t h  a  

c o r r e s p o n d i n g  n u m b e r  o f  a r b i t r a r y  c o n s t a n t s ,  t h e  

d i f f i c u l t i e s  o f  s o l u t i o n  may b e  w e l l - n i g h  i n s u r m o u n t a b l e .  

T h e s e  a r b i t r a r y  c o n s t a n t s ,  w h ic h  h a v e  t o  b e  e v a l u a t e d  

f r o m  t h e  " B o u n d a ry  C o n d i t i o n s " ,  fo rm  t h e  s t u m b l i n g  b l o c k ,  

a n d  i t  i s  i n  t h e  e s t a b l i s h m e n t  o f  th e m  by  f a i r l y  s i m p l e  

a l g e b r a i c  m e th o d s  t h a t  t h e  H e a v i s i d e  C a l c u l u s  i s  m o s t  

i m p o r t a n t .  By t h i s  C a l c u l u s ,  t h e  tw o  s t e p s  o f  s o l u t i o n  

a n d  s u b s t i t u t i o n  o f  b o u n d a ry  c o n d i t i o n s  a r e  c o n d e n s e d  

i n t o  o n e ,  and  a r e  made t o  i n v o l v e  o n l y  a l g e b r a i c  p r o c e s s e s  

a n d  s i m p l e  d i f f e r e n t i a t i o n .

B e f o r e  a p p l y i n g  t h i s  m e th o d ,  i t s  f u n d a m e n t a l s  w i l l  

b e  c o n s i d e r e d .



A. T he  F u n d a m e n t a l s  o f  t h e  M e th o d .

1 .  The U n i t  F u n c t i o n ,  1 .

I n  o r d e r  t o  b r i n g  i n  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  i n  t h e  

f u n d a m e n t a l  e q u a t i o n ,  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  h a v e  a  n o t a t i o n  

f o r  d i s c o n t i n u o u s  f u n c t i o n s .  ( e . g . ,  on s w i t c h i n g  i n  a  

s i m p l e  D .C . c i r c u i t ,  t h e  v o l t a g e  i s  z e r o  f ro m  t i m e  - o O  t o  

t i m e  0 ,  r i s e s  t o  t h e  v a l u e  E a t  t i m e  0 ,  and  r e m a i n s  a t  

v a l u e  E f ro m  t i m e  0 t o  t i m e  I t  i s  t h e r e f o r e

d i s c o n t i n u o u s  a t  t i m e  t  » 0 . )

A c o n v e n i e n t  f u n c t i o n  o f  t h i s  t y p e  i s  t h a t  w h ic h  i s  

z e r o  f o r  - o o < t , < 0 ,  an d  u n i t y  f o r  0 < t< + o £ * .  T h i s  f u n c t i o n  

d e s i g n a t e d  by t h e  sy m b o l 1 ,  i s  d i s c o n t i n u o u s  a t  t » 0 ,  an d  

h a s  t h e  u s e f u l  p r o p e r t y ,  t h a t  a l l  o t h e r  f u n c t i o n s  w h ic h

a r e  d i s c o n t i n u o u s  a t  t « 0  may b e  e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  i t .

2 .  The O p e r a t o r  " p " .

I n  o r d e r  t o  a v o i d  t h e  u s e  o f  c a l c u l u s  a s  f a r  a s  

p o s s i b l e ,  an d  m ake t h e  m e th o d  a l g e b r a i c ,  t h e  o p e r a t i o n  o f  

d i f f e r e n t i a t i n g  w i t h  r e s p e c t  t o  t  i s  d e n o t e d  b y  t h e  

o p e r a t o r  " p " .  i . e . ,  d x / d t  i s  w f c i t t e n  " p x l

T h u s  t h e  f u n d a m e n t a l  e q u a t i o n  f o r  a  s i m p l e  D .C .

c i r c u i t  i n v o l v i n g  r e s i s t a n c e  an d  i n d u c t a n c e ,  s u d d e n l y

s w i t c h e d  t o  a  v o l t a g e  E , i s : -
dL

R i  +- L db «  £  w h e re  i  = 0 a t  t * 0  —  ( 1 )

i n  t h e  f o r m a l  m a t h e m a t i c a l  m e th o d ,  b u t  b eco m es

R -i +- L f > i  - E L I  — ( 2 )

i n  t h e  O p e r a t i o n a l  m e th o d ,  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  

b e i n g  i n c l u d e d  i n  t h e  e q u a t i o n .

E q u a t i o n  ( 2 )  may b e  w r i t t e n s -

= R -bjoL ^  “ “ ( 3 )

w h ic h  s h o u l d  g i v e  a s  s o l u t i o n  t h e  c o m p le t e  v a l u e  o f  i ,

i n c l u d i n g  s t e a d y  s t a t e  an d  t r a n s i e n t ,  w i t h o u t  a n y  l a t e r

s u b s t i t u t i o n  o f  i n i t i a l  c o n d i t i o n s ,  p r o v i d e d  t h e  r u l e s

g o v e r n i n g  s u c h  p e c u l i a r  e q u a t i o n s  c a n  b e  e s t a b l i s h e d .

3 .  T he S o l u t i o n  o f  O p e r a t i o n a l  E q u a t i o n s .

The a c t u a l  s o l v i n g  o f  e q u a t i o n s  o f  t h i s  t y p e  may b e



a c c o m p l i s h e d  i n  v a r i o u s  w a y s .  T he tw o  c h i e f  w ays  a r e  

t h e  m e th o d  o f  " A l g e b r i z i n g " , a s  H e a v i s i d e  c a l l s  i t ,  an d  

t h e  " E x p a n s i o n  T h e o r e m " .

a .  M ethod  o f  " A l g e b r i z i n g " .

H e a v i s i d e  show s t h a t  we may w r i t e : -

—  ( 4 )

I f  e q u a t i o n  ( 3 )  i s  e x p a n d e d  by  t h e  B in o m ia l  T h e o re m , 

a n  e q u a t i o n  i n  t h e  fo rm  o f  a  s e r i e s  r e s u l t s ,  v i z : -

- - } l  ~ u
S u b s t i t u t i n g  t h e  v a r i a b l e  t  f o r  p ,w e  g e t : -

w h ic h  i s  t h e  r e s u l t  t h a t  was o b t a i n e d  b y  n o r m a l  t r e a t m e n t .  

I n  t h i s  c a s e ,  t h e  s e r i e s  o b t a i n e d  was e a s y  t o  i n t e r p r e t ,  

b u t  t h i s  i s  by n o  m eans  a lw a y s  s o .

b .  The E x p a n s io n  T h e o re m .

o p e r a t i o n a l  e q u a t i o n s .

S u p p o s e  t h e  o p e r a t i o n a l  s o l u t i o n  o f  a  p r o b le m  h a s  

b e e n  f o u n d  i n  t h e  f o r m : -

w h e re  Y/jo an d  Z(P) a r e  c e r t a i n  f u n c t i o n s  o f  jd, -  w h ic h  may

t a k e  i n t o  a c c o u n t  n o t  o n ly  im p e d a n c e ,  b u t  a l s o  v a r i a t i o n

o f  a p p l i e d  v o l t a g e ,  a s  f o r  A .O . w o r k in g ,  & c .  Y/# i s

c o n s i d e r e d  t o  b e  o f  l o w e r  p o w er  i n  p t h a n  Zfcj. I f  t h i s

i s  n o t  t h e  c a s e ,  t h e  f r a c t i o n  s h o u l d  b e  d i v i d e d  o u t ,  an d

c h a n g e d  t o  a  sum o f  s e v e r a l  t e r m s ,  one  o f  w h ic h  i s  o f

lo w e r  p o w e r  i n  t h e  n u m e r a t o r  t h a n  i n  t h e  d e n o m i n a t o r .

I f  t h e  v a r i o u s  r o o t s  o f  t h e  e q u a t i o n  Z 0 a r e

P. » Vz > P3 > we may w r i t e ,  by s p l i t t i n g  up  i n t o

p a r t i a l  f r a c t i o n s : -

— (e)

The r e s u l t  o f  t h e  s i m p l e  c a s e  -  i . e . ,  

e q u i v a l e n t  t o  -  may b e  u s e d  t o  s o l v e  m ore  c o m p le x

i  * £  ■
Y(fi> 4 
Zfp) L —  (7 )



i n  w h ic h  A, B, C, & c . ,  a r e  c o n s t a n t s ,  a n d  a r e  g i v e n  

i n  f a c t  b y : -

O  SB ■ A S! ~ y fo*) r  s Yfp* I a fp)n  z'cpi) , °  L zfaj , ŵ r-« ^<50 ^

(S e e  B i b l i o g r a p h y ;  /?, 2.)

T h u s : -

4 ^ - 1 =  ft— — f +* 6 * —1— / + C-—!— 1 + - -ZL(f>> -P~P‘ ■ f-fg. *- P~fi  ̂ '

Row a s  ~p+crl“ « [ / - £ * 7 2 ,  we s e e  t h a t : -

^  1 ■ * A  o - * * '1 1 + £ U -  t * ' n  * -

* - h  + - d o )
V /*)

The f i r s t  t e r m  i s  a p p a r e n t l y  o r  p  * 0 , w h ic h
S(O) A

i s  u s u a l l y  w r i t t e n  -zio) 1-.

The s e c o n d ,  s u b s t i t u t i n g  f o r  A, B, C, & c . ,  i s : -fcjfr«7 * <■ b

i . e . ,  a. -  £ ~zw~l = £ zso) 1 *  vzvli £ t . — (1 1 )
frpipi

T h i s  i s  t h e  H e a v i s i d e  E x p a n s io n  T h e o re m , w h ic h  h o l d s  

i f  a l l  t h e  r o o t s  p ( , p t , p3 , & c . ,  a r e  u n e q u a l ,  a n d  n o n e  

a r e  z e r o .  M o d i f i e d  fo r m s  may b e  w o rk e d  o u t  f o r  t h e s e  

s p e c i a l  c a s e s .

T he  b e a u t y  o f  t h e  t r e a t m e n t  l i e s  i n  t h e  e x t r e m e l y  

s i m p l e  o p e r a t i o n s  i n v o l v e d  i n  f i n d i n g  t h e  a r b i t r a r y  

c o n s t a n t s  w h ic h  s p e c i f y  t h e  m a g n i t u d e s  o f  t h e  t r a n s i e n t  

c u r r e n t s .  The r o o t s  p # , px , P3 , & c . ,  a r e  f o u n d  f ro m  

t h e  e q u a t i o n  Zi# * 0 , w h ic h  i s  i n  f a c t  t h e  ’’A u x i l i a r y  

E q u a t i o n ” o f  p u r e  m a t h e m a t i c s ,  b u t  t h e  c o n s t a n t s  a r e  

a r r i v e d  a t  by  a  p r o c e s s  i n v o l v i n g  o n ly  d i f f e r e n t i a t i o n .

T h e s e  a r e  t h e  tw o  p r i n c i p a l  m e th o d s  i n v o l v e d  i n  

t h e  O p e r a t i o n a l  C a l c u l u s ,  an d  we s h a l l  b e  c o n c e r n e d  

m a i n l y  w i t h  t h e  s e c o n d  -  i . e . ,  t h e  E x p a n s io n  T h eo rem  -  

a p p l i e d  t o  t h e  c a s e  o f  s e v e r a l  c o u p l e d  c i r c u i t s ,  w i t h  

" lu m p ed "  c i r c u i t  p a r a m e t e r s .



2 9 .

B . The S t r a i g h t f o r w a r d  A p p l i c a t i o n  o f  t h e  E x p a n s i o n  T h eo rem , 
/

As Sc -  r ' J i  = 1 if  *■ *  1

-  £ - * 7 1 - ** 1f  +■ ot -t

{ r * «

£ “ ' l  - 1f  + *  i

- -ZT&-5T 1 f  — OC

o r  £  1 * - f t *  1 — ( 1 8 )

a n d  &**! -  y ^ c c l  — ( 1 3 )

H en ce  a  s i n e  w ave may b e  e x p r e s s e d  a s  a  f u n c t i o n  o f  p , f o r : -

[su i * i j  [ ^  -
a -L I * — 1 1

L /»-/*» f  + Ju> i ^

—  ( 1 4 )

a n d  s i m i l a r l y ,

Ys/tt ( u ) t  + 0 ) } l  -  7/" {  p t j c j  ^  } l  *

.  } 1 — ( 1 5 )

O t h e r  f o r m u l a e  may b e  d e v e l o p e d  i n  a  s i m i l a r  m anner*

T h u s  i f  t h e  p r o b le m  i s  t h a t  o f  a  s i n u s o i d a l  E .M .F . ,

E s in (c o t  -he), s u d d e n l y  a p p l i e d  a t  t i m e  t * 0  t o  a  c i r c u i t

c o n t a i n i n g  r e s i s t a n c e  an d  i n d u c t a n c e ,  we may w r i t e
0u

+ L 2t -  £  sin (u)t + &) w h e re  i  * 0 a t  t »  6 . •— (16)*

o r ,  o p e r a t i o n a l l y : -

^ * pL  } i  = £  { -^ :  s ?  “ s « } i  - ( i 7 )

i * e • > i  ■ * ] i  * £ - ^ § > 1  — ( i s )

The e x p a n s i o n  th e o r e m  may b e  a p p l i e d  d i r e c t l y  t o  t h i s

e x p r e s s i o n .  I t  i s ,  h o w e v e r ,  s h o r t e r  t o  c o n s i d e r  t h e  EJ&. F.  

a s  made up o f  tw o  p a r t s

i * e . ,  {& + p L ]  < * ~ay ( ptjv* ^ ”  f tp -  £ J 1 - -  ( 1 9 )

or * * E I * £ 1 — (2 0 )
T h e s e  tw o  e x p r e s s i o n s  a r e  c o m p le x  an d  c o m p le m e n ta r y .

I f ,  t h e r e f o r e ,  one  i s  s o l v e d ,  t h e  c o m p le te  c u r r e n t  s o l u t i o n

may be  o b t a i n e d  by  d o u b l i n g  t h e  r e a l  p a r t  o f  t h e  a n s w e r .

T h i s  i s  t h e  n o r m a l  p r o c e d u r e  i n  t h e  v e c t o r  t r e a t m e n t  o f  

A .C . c i r c u i t s  f o r  s t e a d y  s t a t e  c o n d i t i o n s ,  w h e re  a  s i n u s o i d a l  

v a r i a t i o n  i s  r e p r e s e n t e d  by  t h e  r e a l  p a r t  o f  a  s i n g l e  

r o t a t i n g  v e c t o r ,  i n s t e a d  o f  by  t h e  sum o f  tw o  e q u a l  b u t  

o p p o s i t e l y  r o t a t i n g  v e c t o r s .  C o n s i d e r a b l e  u s e  w i l l  b e  

m ade o f  t h i s  s i m p l i f i c a t i o n  i n  P a r t  I I I  o f  t h i s  T h e s i s ,



w h e re  R o t a t i n g  M a c h in e r y  t r a n s i e n t s  w i l l  b e  c o n s i d e r e d .

T a k in g  t h e n  t h e  f i r s t  o f  t h e  tw o  t e r m s  o f  e q n .  ( 2 0 ) ;

H en ce  t h e  t o t a l  c u r r e n t ,  g i v e n  by  t h e  sum o f  t h e  

c u r r e n t s  i n  e q n s • ( 2 2 ) ,  ( 2 5 ) ,  and  (28  ) j i s : -

T h i s  i s  t h e  f o r m u l a  a s  o b t a i n e d  by  d i r e c t  

m a t h e m a t i c s ,  (A p p e n d ix ,  fl,2.).

C« The O p e r a t i o n a l  C a l c u l u s  A p p l i e d  t o  t h e  C ase  o f  C o u p le d  

C i r c u i t s .

i s  o f  g r e a t  v a l u e  i n  d e a l i n g  w i t h  t h e  c a s e  o f  c o u p l e d  

c i r c u i t s .  The r e a s o n  i s  t h a t  t h e  s i m u l t a n e o u s  e q u a t i o n s  

i n v o l v e d  may be s o l v e d  by o r d i n a r y  D e t e r m i n a n t a l  m e th o d s ,  

t o  g i v e  i m m e d i a t e l y  t h e  o p e r a t i o n a l  s o l u t i o n  f o r  an y  

p a r t i c u l a r  c u r r e n t ,  t h i s  s o l u t i o n  b e i n g  a t t a c k e d  i n  i t s

. _  E. 1 --
t  -  2 j (e+pi-)(r>-j v) I

By t h e  e x p a n s i o n  t h e o r e m

- -  Yfa 1 Z(p) J- —  ( 2 1 )

1 .  H e re —  ( 2 2 )

2 .  F o r  t h e  r o o t  f>

T h u s  i s + £ U1

H e n c e ,  t a k i n g  r e a l  p a r t s  an d  d o u b l i n g : -

i  s £ fc co%(i+e-$) 1  = " f - £ m ($ ~fi) 1 — (2 5 )

F o r  t h e  r o o t  p  e /«•>

B + u>t) ^ 

i(x+‘ 9+ u)t —

T h u s  4.

H e n c e ,  t a k i n g  r e a l  p a r t s  and  d o u b l i n g

{ , = —-§- cos ( z  +u>t+0 S )  1  * -§rs/h (u>t + 0 - 4 ) 1  — ( 2 8 )

—  (2 9 )

I t  h a s  b e e n  r e m a r k e d  t h a t  t h e  O p e r a t i o n a l  C a l c u l u s



t u r n  by  t h e  e x p a n s i o n  t h e o r e m ,  -  a l l  c o m p a r a t i v e l y  s i m p l e  

o p e r a t i o n s ,  i n v o l v i n g  a l g e b r a i c  t r a n s f o r m a t i o n s  o n l y .

1 .  T he G e n e r a l  C ase  o f  C o u p le d  C i r c u i t s .

L e t  t h e r e  b e  n  c i r c u i t s .  L e t  t h e  s e l f - i m p e d a n c e  

o f  c i r c u i t  r  b e  r e p r e s e n t e d  by  Zr r  , w h e re  Zfr  i s  a  f u n c t i o n  

o f  p d e p e n d in g  on  s e l f - i n d u c t a n c e ,  r e s i s t a n c e  & c .  L e t  

t h e  m u tu a l  im p e d a n c e  b e tw e e n  c i r c u i t s  h  an d  k  b e  Zkk , 

w h e re  Zhk i s  a  f u n c t i o n  o f  j j  d e p e n d in g  on  m u t u a l  r e s i s t a n c e ,  

i n d u c t a n c e ,  & c . ,  b e tw e e n  c i r c u i t s  h  a n d  k .

T h u s ,  v o l t s  i n d u c e d  i n  c i r c u i t  h  by  c u r r e n t  i n  

c i r c u i t  k  i s  Zhk * ±k $ an d  v o l t s  i n d u c e d  i n  c i r c u i t  k  b y  

c u r r e n t  i n  c i r c u i t  h  i s  z kk x i h .

A c t u a l l y ,  f o r  a  p a s s i v e  n e t w o r k ,  Zfck= Zkk .

L e t  t h e  v o l t a g e s  a p p l i e d  i n  t h e  v a r i o u s  c i r c u i t s  a t  

t i m e  t  = 0  b e  e, , e z , e3 , & c .  T h e n ,  a d d in g  u p  t h e

i n d u c e d  v o l t s ,  a n d  e q u a t i n g  th em  t o  t h e  a p p l i e d  v o l t s  f o r

e a c h  c i r c u i t

■̂11 + Zix **■ +■ Zi4i4 +■ — + Zlt% -t„ = ■€, 1

Zz, \  ** *• Zz3 i3 + ZAJf + — + ZXh -e* i
__________________________   — (550 )

Z*. *• + *3 + U + ~ *» * *1. ^

F o r  t h e  c u r r e n t  i n  c i r c u i t  r ,  we may w r i t e : -

= ~ ^ e- l  +• 1 +  I  + - -+ ■ £ *  e, 1 — ( 3 1 )

w h e re  D i s  t h e  d e t e r m i n a n t  fo rm e d  by  t h e  c o e f f i c i e n t s  

o f  t h e  c u r r e n t  s . i . e . : -

Z„ N £ Z „ z  **■ *
tsffe

2*. z „ z „ -

Z Z„ - -  2L

and  Mst. i s  t h e  p r i n c i p a l  m in o r  o f  g^ row  a n d  r*J c o lu m n .

A l t e r n a t i v e l y ,

l„  = — (3 2 )

w h e re  Mcr i s  t h e  d e t e r m i n a n t  fo rm e d  by  s u b s t i t u t i n g  t h e  

v a l u e s  e t , ea , e  ̂ , & c . ,  f o r  t h e  im p e d a n c e s  o f  t h e  r tJ 

co lum n  o f  t h e  d e t e r m i n a n t  D.



T h i s  o p e r a t i o n a l  e x p r e s s i o n  i s  e q u i v a l e n t  t o  t h e  

e x p r e s s i o n
: _ f a >._1

Zt» 1

a n d  may t h e r e f o r e  b e  s o l v e d  b y  t h e  e x p a n s i o n  th e o re m *

The o p e r a t o r  D i s  i n  g e n e r a l  o f  t h e  2ntJ p o w e r  i n  p ,  t h o u g h  

i t  may b e  l e s s .

I n  s p e c i f i c  c a s e s ,  c o n s i d e r a b l e  s i m p l i f i c a t i o n  o f  t h e  

e x p r e s s i o n s  may b e  m a d e .  F o r  i n s t a n c e ,  t h e r e  may be  

sy m m etry  i n  t h e  d e t e r m i n a n t  D, -  a s  o c c u r s  i n  t h e  c a s e  

o f  a l t e r n a t o r  s h o r t - c i r c u i t .  S i m i l a r l y ,  many o f  t h e

v o l t a g e s  e, , e2 , & c . ,  may b e  z e r o .

2 .  The C ase  o f  tw o  C o u p le d  C i r c u i t s  h a v i n g  R e s i s t a n c e  

an d  I n d u c t a n c e  o n l y .

T h i s  c a s e  h a s  a l r e a d y  b e e n  t r e a t e d  b y  f o r m a l  m e th o d s .

I t  w i l l  now b e  shown how much s i m p l e r  i s  t h e  t r e a t m e n t  

by  t h e  o p e r a t i o n a l  c a l c u l u s .

The o p e r a t i o n a l  e q u a t i o n s  a r e

f o + p i j K  pMix * ELI — ( 5 3 a )

f>Mi, +■ k  + f L j * , -  o — (3 3 b )
• -  e L**+pl*1 4 a t>Uj .

H e n ce  a, -  [et + Pljir , ?l,] -  p*m1 [l, -̂mx] + [ h,l% + . p + a, 1
_  £ •  g .  +  P  La. A

(L,Lx-n*) J-  ( 2 4 )

w h e re  <x an d  ft a r e  t h e  r o o t s  o f  t h e  e q u a t i o n
Z  +■   4-  _  f t  —  / )

P  r  ^  & - * ’■) U

A p p ly in g  t h e  e x p a n s i o n  th e o r e m
- _£ ______________ E k  .///.««) _ eW — £ _ E . ft* , // / _pt*)

Zfo) Avm') <*(} (‘■A'*1) ~ir
iM _ £ Rt+elLx

~ ’ « (<*-£)
_Ym .  e  . e.+gUi 
pz'/fi) ~ (LA-”V)

H e n c e ,  t o t a l  s o l u t i o n  i s

= £ { ~ k  +* [ 1 ~ *(tU i j  i  —  (3 6  )

T h i s  e q u a t i o n  i s  i d e n t i c a l  w i t h  t h a t  o b t a i n e d  by

n o r m a l  m e th o d s  i n  P a r t  I>  t h o u g h  o f  s l i g h t l y  d i f f e r e n t

f o r m .  The i d e n t i t y  may b e  shown a s  b e lo w

E q u a t i o n  (3 6 )  may be  w r i t t e n

o r  a s  ot|3 « (/&%)

+ I h k  i
w h ic h  i s  i d e n t i c a l  w i t h  e q n .  ( 2 0 ) ,  P t .  I  •



T he o p e r a t i o n a l  m e th o d  i s  o f  m o s t  u s e  when d e a l i n g  w i t h  

n u m e r i c a l  e x a m p l e s ,  a s  i s  t h e  c a s e  w i t h  t h e  v e c t o r  m e th o d

o f  a n a l y s i s  o f  A .C . c i r c u i t s .  I n  b o t h  m e t h o d s ,  t h e

c o m p le t e  s y m b o l i c  s o l u t i o n s  f o r  c u r r e n t  a r e  v e r y  i n v o l v e d  

i n  a p p e a r a n c e ,  a n d  t h e  u s e  o f  t h e  m e th o d  l i e s  n o t  s o  m uch

i n  o b t a i n i n g  a  g e n e r a l  s o l u t i o n ,  a s  i n  o b t a i n i n g  a

p a r t i c u l a r  s o l u t i o n  f o r  a  p a r t i c u l a r  c a s e .

D. The O p e r a t i o n a l  T r e a tm e n t  o f  P henom ena  a r i s i n g  f r o m  t h e

S u d d e n  I n t e r r u p t i o n  o f  a  C u r r e n t .

1 .  I n t e r r u p t i o n  o f  C u r r e n t  P lo w in g  i n  a  C o i l ,  by

I n s e r t i o n  o f  a  C o n d e n s e r .

T h i s  i s  t h e  c a s e  o f  an  i g n i t i o n  c o i l ,  w i t h  n o

s e c o n d a r y  w i n d i n g .
•S

 >0----- I t  i s  a p p a r e n t  t h a t  a t  t h e  

moment i m m e d i a t e l y  p r i o r  t o  t h e  

s w i t c h i n g ,  t h e  s w i t c h  S c a r r i e s  

t h e  s t e a d y  c u r r e n t  I  am p s.

F ig  1 4 . T h e r e a f t e r ,  i t  c a r r i e s  z e r o

c u r r e n t .  H e n ce  t h e  e f f e c t  o f  t h e  s w i t c h i n g  may b e  

s i m u l a t e d  by  i m a g i n i n g  a  p e c u l i a r  E sM .F . i n s e r t e d  i n  t h e  

s w i t c h  c i r c u i t ,  w h ic h  p r o d u c e s  t h e  c u r r e n t  - I  f o r  a l l

t i m e s  a f t e r  s w i t c h i n g ,  

shown i n  F i g  1 5 .

The c i r c u i t  may b e  r e d r a w n ,  a s

— T JIT L T 1-
F i g  1 5 .

T h i s  c u r r e n t  I  d i v i d e s  u p  

i n  t h e  b r a n c h e s  c o n t a i n i n g  D an d  

(L an d  R) i n  t h e  r a t i o  o f  t h e i r  

a d m i t t a n c e s .  I f  t h e  r e s u l t a n t  

c u r r e n t  I n  e a c h  c i r c u i t  i s  now 

a d d e d  t o  t h e  p r e v i o u s  s t e a d y  c u r r e n t ,  t h e  f u l l  s w i t c h i n g  

c u r r e n t  may b e  o b t a i n e d .

The v o l t a g e  E may b e  n e g l e c t e d  when t h e  t r a n s i e n t  i s  

c o n s i d e r e d .  Then  t h e  c u r r e n t  i n  t h e  c o n d e n s e r  c i r c u i t

i s  g i v e n  b y  t h e  r a t i o
J*C-

H en ce J = r  , fC(Z+»L)____ J = £ pCU+pL) yj
\  1  p * L C  + p H C  +  I 1 -  ^  P * L C  +  p & C  + !  -L

—  (3 7 )

—  (3 8 )
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T he d e n o m i n a t o r  o f  t h e  o p e r a t i o n a l  e x p r e s s i o n  i n  

e q n . ( 3 8 )  i s  t h e  n a t u r a l  im p e d a n c e  o f  t h e  c o n d e n s e r  a n d  

c o i l  c i r c u i t .  The  c u r i o u s  e x p r e s s i o n  (R + pL ) i n  t h e  

n u m e r a t o r  i s  o f  i n t e r e s t ,  a n d  i t s  o r i g i n  may b e  show n by  

a n  a l t e r n a t i v e  m e th o d  o f  d e r i v i n g  t h e  f o r m u l a .  T h i s  

m e th o d  i s  g i v e n  b e lo w .

L e t  u s  assum e  f o r  t h e  moment t h a t  t h e  c u r r e n t  may b e  

u s e d  t o  r e p r e s e n t  t h e  i n d u c t a n c e  c u r r e n t  a s  w e l l  a s  t h e  

c o n d e n s e r  c u r r e n t ,  w h ic h  i s  t a n t a m o u n t  t o  p u t t i n g  i.c- i ^  .

At a l l  t i m e s  a f t e r  t  = 0 ,  t h i s  i s  e v i d e n t l y  v a l i d ,  s i n c e  t h e  

o n l y  r e t u r n  p a t h  t h e n  a v a i l a b l e  f o r  i.t i s  t h r o u g h  t h e  c o i l .

At t  = 0 ,  t h e  s u p p o s i t i o n  i s  i n v a l i d ,  f o r  i t  i m p l i e s  a  s u r g e  

o f  c u r r e n t  I I  i n  t h e  i n d u c t a n c e ,  w h ic h  c a n n o t  i n  f a c t  e x i s t .

The E .M .F .  i n  t h e  c o n d e n s e r  a n d  c o i l  c i r c u i t  i 3  g i v e n  

o f  c o u r s e  by  t h e  e x p r e s s i o n  p l K  an d  i t  i s  z e r o

f o r  a l l  " t " ,  s i n c e  t h e  c i r c u i t  i s  c l o s e d .  W ith  t h e  

a s s u m p t i o n  > t h i s  e x p r e s s i o n  b eco m es  j f L + R+jScJ**;

t h i s  l a t t e r  e x p r e s s i o n  may n o t  b e  e q u a t e d  t o  z e r o ,  h o w e v e r ,  

f o r  by  o p e r a t i n g  on i.c w i t h  t h e  o p e r a t o r  (R + p L ) ,  we a r e  

o p e r a t i n g  n o t  o n l y  on Xef b u t  on t h e  a d d i t i o n a l  s u r g e  I I ,  

( i n t r o d u c e d  by  t h e  i n v a l i d i t y  o f  t h e  a s s u m p t i o n  ±c - l z a t  t  - 0 ) ,  

a s  w e l l .  T hus  t h e  o p e r a t i o n a l  e x p r e s s i o n  fo rm e d  by  t a k i n g  

i.c= fg i s  e q u a l  t o  z e r o  p l u s  t h e  t e r m  i n t r o d u c e d  b y  t h i s

" s p u r i o u s "  s u r g e ,  w h ic h  t e r m  i s  (R + p L ) l l .  The f u l l

c u r r e n t  e q u a t i o n  i s  t h e r e f o r e

( pL + R + l / p C ) i fi = (R + pL ) l  1 — (3 9 )

o r  (p* LC +- PRC + l ) i .  = pC(R + p L ) l l  — (4 0 )

w h ic h  e q u a t i o n  i s  s e e n  t o  b e  i d e n t i c a l  w i t h  e q n . ( 3 8 ) .

T h i s  i r r e g u l a r i t y  due  t o  a  " s p u r i o u s "  d i s c o n t i n u i t y  

h a s  b e e n  i n v e s t i g a t e d  i n  some d e t a i l  b e c a u s e  a  s i m i l a r  

phenom enon  a r i s e s  i n  t h e  t r e a t m e n t  o f  a l t e r n a t o r '  s h o r t -  

c i r c u i t  by  o p e r a t i o n a l  m e th o d s ,  a s  w i l l  b e  shown ( P a r t  I I I ) .

The v a r i a b l e  i t i s  i d e n t i c a l  w i t h  t h e  c o i l  c u r r e n t  f o r  

a l l  t i m e s  a f t e r  t = 0 ,  and  may t h e r e f o r e  b e  e v a l u a t e d  i n  

p l a c e  o f  ie- The e v a l u a t i o n  may b e  done  by  t h e  u s u a l

m e th o d  -  i . e . ,  by  t h e  e x p a n s io n  t h e o r e m .



2» The C o m p le te  I g n i t i o n  C o i l  C a s e .

Once a g a i n  i t  i s  c o n s i d e r e d  t h a t  a  s t e a d y  c u r r e n t  - I 1 

i s  i m p r e s s e d  i n  t h e  s w i t c h  c i r c u i t .
II-•411—

 - <>c
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T hen  t h e  v o l t a g e  a c r o s s  t h e  

c o n d e n s e r  c i r c u i t  i s  i c /pC , ,
c,

and  t h e  v o l t a g e  a c r o s s  t h e

c o i l  i s  f i t  (Rfpl^)  — p M iJ .

F i g  1 6 . ( The - v e  s i g n  i s  t a k e n  f o r  t h e

v o l t a g e  du e  t o  i z s i n c e  t h e  +ve d i r e c t i o n  o f  i t  d u e  t o  t h e

s w i t c h  c u r r e n t  i s  o p p o s i t e  t o  t h a t  u s u a l l y  t a k e n ,  t h e

+ve d i r e c t i o n  o f  t h e  i n i t i a l  c u r r e n t . )

T h u s  t h e  c u r r e n t  I  o f ' t h e  s w i t c h  d i v i d e s  i n  t h e

r a t i o  o f  t h e  a d m i t t a n c e s ,  o r
■ fO Cf

I I  p C ,  -I- Iu, * ^

o r  \  ~ r c, * i-£ -1 p'L, - ,,mif f  H  - - ( 4 1 )

i . e . ,  pC.(EifpLi)ic + i e -  = pO,(R,+pI,-pM^)Il

o r  (p*L,o,tpo,H+l)i -  p ^ q M ^ l v m  = pq(R,+PL,)Il - - ( 4 S )

B u t  a s  l i - l e  , t h e n  _ic- 1 1 = - I t  •

T hus  we g e t

( p ‘ Lp, + pqBj +■ 1)1* + p 'c m i ,  = p q (R ( +  j s q ) n  — ( 4 5 )

C o n s i d e r  now t h e  v o l t a g e  i n d u c e d  i n  t h e  s e c o n d a r y  

w i n d i n g .

The +ve c u r r e n t  f l o w i n g  i n  t h e  p r i m a r y  c o i l  i s  ( I  -  i j  

s i n c e  t h e  c u r r e n t  1̂  f l o w s  a t  a l l  t i m e s  b e f o r e  a n d  a f t e r  

s w i t c h i n g .  T h u s  t h e  v o l t s  i n d u c e d  i n  t h e  s e c o n d a r y  i s  

pM (l -  i €) ,  o r  a s  i e= I l  -  i c t  v o l t s  i n d u c e d  i s  pM (I -  I I  + 

H en ce  f o r  t h e  s e c o n d a r y

(R*+ pL, + l / p q ) i s + pMij = -p M (I  -  1 1 )  = p M ll  " ( 4 4 )

s i n c e  p i  i s  z e r o  f o r  a l l  v a l u e s  o f t  .

Once a g a i n  t h e  e x t r a  t e r m s  h a v e  a p p e a r e d  on t h e  

r i g h t - h a n d  s i d e s  o f  t h e  e q u a t i o n s ,  d u e  t o  t h e  s p u r i o u s "  

v o l t a g e  s u r g e  i n t r o d u c e d  b y  t a k i n g  i e a s  t h e  c o i l  c u r r e n t .  

The t e r m s  a r e  ( R ^ p L ^ I l ,  a s  b e f o r e ,  a n d  p M l l ;  re m e m b e r in g

t h a t  i fc i s  t h e  sam e a s  i t w i t h  a  s u r g e  o f  c u r r e n t  I I  a t  t  = 0 ,  

t h e s e  t e r m s  a r e  w ha t we s h o u l d  e x p e c t .



C o l l e c t i n g  t h e s e  r e s u l t s ,  we h a v e

(L,qp t  H,qp + 1 ) i t + p"-MCit = pC,(H, +■ pL,)l 1 

& p*Mqi, + (L.qp* + nqp + D i , . -  p* mc,  1 1

T h u s  t h e  o p e r a t i o n a l  s o l u t i o n s  a r e  

PC,(R, + pL,) p*MO,

p‘ 11^ (L,qpa + Rfip + 1 )
i.=

a n d  1 »

(L,Cp% R,qp .  1 )  p*MO,

p*M0, ( I ^ ‘ + H&P + 1 )

(RQP* t  R,qp + 1) pq(R, + p l .)

p^MC* P^MC*

(L,qp*+ R,qp + l )  p *mo,

Pl MCa (L,qp‘ + Rqp * 1 )

11 —  (4 5 )

o r ,  s i m p l i f i e d  : -

I t —  ( 4 6 )

p j u ^ - u y  + ( r l ,  + * k ) p z + (RR, + £)/> + ( £ ) )  i i  

[ ( i j ^ - m V  + (RL, t  R L > J + (RR, + £  ♦ i ' V ’ t  ( |  + £)/» + ( £ ) ]

& i  =
p 2£  n

- ( 4 7 )

- ( 4 8 )
[ ( U . ^ -  l i y  f  (RL, + R f ,> J + (RR, + ?; + + (# ; +  £;)p  * ( £ ) ]

w h i c h  may b e  s o l v e d  b y  t h e  e x p a n s i o n  th e o re m *

T h e r e  i s  h e r e  a  d a n g e r  o f  o v e r l o o k i n g  t h e  v o l t a g e  

t e r m s  d u e  t o  t a k i n g  i t a s  t h e  w h o le  p r i m a r y  c u r r e n t .  I t  

m u s t  b e  re m em b ered  t h a t  i t h a s  a  s u r g e  a t  t  - 0 ,  w h e r e a s  t h e  

t r u e  c u r r e n t  i s  *1 a t  t  = 0 ,  an d  f o l l o w s  t h e  i c c u r v e  t h e r e a f t e r  

As h a s  b e e n  r e m a r k e d ,  t h e  p o i n t  a r i s e s  i n  t h e  t r e a t m e n t  o f  

r o t a t i n g  m a c h in e  . t r a n s i e n t s ,  a n d  m u s t  b e  k e p t  c a r e f u l l y  i n  

m in d  •

E* D e v e lo p m e n t  o f  V a r i o u s  F o r m u la e  N e c e s s a r y  f o r  t h e  Work o f  

P a r t  I I I .

1* On H e a v i s i d e ' s  " S h i f t i n g " .

I f  a  f u n c t i o n  o f  p  o p e r a t e s  on  a  f u n c t i o n  o f  t i m e  

w h ic h  i n c l u d e s  an  e x p o n e n t i a l ,  c e r t a i n  s i m p l i f i c a t i o n  may 

b e  m ad e , a s  f o l l o w s  : -



L et th e  e x p r e s s io n  be

j (p)  I * - ? ' }
w h e re  u  i s  an y  f u n c t i o n  o f  t ,  -  p o s s i b l y  a  s i n e  w a v e ,  o r  

t h e  u n i t  f u n c t i o n  1 ,  & c .

T h en  t h e  e x p r e s s i o n  may b e  w r i t t e n

£*r • j[(p+OC) [»]

T h i s  i s  c a l l e d  t h e  o p e r a t i o n  o f  " S h i f t i n g " ,  s i n c e  

t h e  e x p o n e n t i a l  i s  m oved o u t s i d e  t h e  o p e r a t o r .  T he 

e x p r e s s i o n  'j’fp+oQjuj may b e  e v a l u a t e d ,  a n d  t h e  t  f u n c t i o n
O f t

f o r m in g  t h e  s o l u t i o n  m u l t i p l i e d  b y  t h e  f u n c t i o n  t  •

The r e l a t i o n  may r e a d i l y  b e  p r o v e d  

S u p p o s e  o) *  p -

T hen  p  [ u  £*} -  i i l u t * 1} -  aoc £* + a 1* &

= £ - - ( 4 9 )

T hen  i f  4(p) - f *,

-  £{«■«*“ + "  i i
a <*r at do- oet 4H «r= 4L CX £ + CX £ dr -i- ot£ ■ dt 4- £ ■ cU;*-

-  £ * *  { p *  + 2<xp + <*.*] = E ^ l f + o c J  £**} - - ( 5 0 )

a n d  s i m i l a r l y  f o r  *p 3 & c .

T h u s  i f  ^

* £°'r / f +0‘] {*“'} — (5 1 )

T hus t h e  r e l a t i o n  h o l d s  f o r  any  f u n c t i o n  o f  2  w h ic h  

c a n  b e  e x p a n d e d  i n  a  p o w er  s e r i e s *  I t  a l s o  h o l d s  f o r  t h e  

r e c i p r o c a l  .

C o n s i d e r a b l e  u s e  w i l l  b e  made o f  t h i s  r e l a t i o n  i n  

P a r t  I I I .

2* On D e t e r m i n a n t s *  

a* G e n e r a l .

I n  t h e  c a s e  o f  n  c o u p l e d  c i r c u i t s ,  i t  h a s  b e e n  shown

t h a t  t h e  im p e d a n c e  o p e r a t o r  i s  a  d e t e r m i n a n t  o f  t h e  r f 1,o r d e r ,

i n  g e n e r a l  o f  t h e  2 ^  d e g r e e  i n  p .

I n  t h e  g e n e r a l  c a s e ,  t h i s  d e t e r m i n a n t  i s  n o t  a m e n a b le

t o  d i r e c t  s y m b o l i c  s o l u t i o n ;  t h e  n u m e r i c a l  v a l u e s  o f  t h e
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e l e m e n t s  m u s t  b e  s u b s t i t u t e d ,  a n d  t h e  r e s u l t  w o rk e d  o u t  

a r i t h m e t i c a l l y .

On o c c a s i o n ,  h o w e v e r ,  a  d e t e r m i n a n t  t u r n s  u p  w h ic h  

may r e a d i l y  b e  f a c t o r i s e d .  We s h a l l  g o  on t o  c o n s i d e r  

some s u c h  d e t e r m i n a n t s .

b .  A x i - s y r a m e t r i c  d e t e r m i n a n t s .

I n  a n y  p a s s i v e  n e t w o r k  -  i . e . ,  a  n e t w o r k  i n  w h ic h  

t h e r e  i s  n o  r e l a t i v e  m o t io n  b e tw e e n  t h e  v a r i o u s  p a r t s ,  -  

t h e  f o l l o w i n g  r e l a t i o n  h o l d s  : -  

E .M .F .  i n  c i r c u i t  3 due  t o  c u r r e n t  i  i n  c i r c u i t  r

=s E .M .F .  i n  c i r c u i t  r  du e  t o  c u r r e n t  i  i n  c i r c u i t  s .  

o r ,  i f  A^ i s  t h e  e l e m e n t  o f  t h e  r tArow  a n d  sr*column o f  

t h e  im p e d a n c e  d e t e r m i n a n t  : -

s o  t h a t  Rrs * /7sr. — (5 2 )

A d e t e r m i n a n t  h a v i n g  t h i s  r e l a t i o n  b e tw e e n  i t s  

e l e m e n t s  i s  c a l l e d  a x i - s y m m e t r i c ,  s i n c e  i t  i s  s y m m e t r i c a l  

a b o u t  i t s  m a j o r  a x i s .

S u c h  a  d e t e r m i n a n t  i s  n o t  o f  i t s e l f  v e r y  much 

s i m p l i f i e d ,  b u t  t h e  p r o p e r t y  o f  a x i - s y m m e t r y  c o m b in e d  

w i t h  o t h e r  s p e c i a l  fo rm s  may l e a d  t o  e a s y  f a c t o r i s a t i o n .

c .  C e n t r i - s y m m e t r i c  d e t e r m i n a n t s .

C e n t r i - s y m m e t r y  i s  t h e  p r o p e r t y  p o s s e s s e d  b y  a

d e t e r m i n a n t  w h ic h  i s  s y m m e t r i c a l  a b o u t  i t s  c e n t r e .  T h u s  

t h e  r e l a t i o n  h o l d s  b e tw e e n  i t s  e l e m e n t s ,  t h a t  : -

* i-r> )C n  * ‘ -  s )  ——( 5 3 )

w h e re  t h e  d e t e r m i n a n t  i s  o f  t h e  n tJo r d e r ,  h a v i n g  a,sa s  t h e  

e l e m e n t  o f  t h e  r ^ r o w  and  j3 -c o lu m n .

S u c h  a  d e t e r m i n a n t  may b e  e x p r e s s e d  a s  a  p r o d u c t  o f  

tw o s i m p l e r  d e t e r m i n a n t s ,  o f  o r d e r  fL2 L i f  n  i s  o d d ,  a n d  

e a c h  o f  o r d e r  f  i f  n  i s  e v e n .  (S ee  b i b l i o g r a p h y ;  .

A c i r c u i t  h a v in g  s u c h  an  im p e d a n c e  o p e r a t o r  w o u ld  

r e q u i r e  t o  h a v e  t h e  f o l l o w i n g  p h y s i c a l  c h a r a c t e r i s t i c s  

S e l f - i m p e d a n c e  o f  c i r c u i t  r  =: s e l f - i m p e d a n c e  o f  c i r c u i t  (n<-/-r)



39*

M u tu a l  im p e d a n c e  b e tw e e n  c i r c u i t  r  & c i r c u i t  (£  +  £[) 

m u t u a l  im p e d a n c e  b e tw e e n  c i r c u i t  ( n + l - r )  & c i r c u i t  ( n * l - r - s )  

A p p a r e n t l y ,  a  s y m m e t r i c a l  p o l y p h a s e  w in d in g  h a s  

t h i s  d e g r e e  o f  s y m m e try ,  s i n c e  a l l  c i r c u i t s  h a v e  t h e  sam e 

s e l f - i m p e d a n c e ,  a n d  a n y  tw o  c i r c u i t s  s e p a r a t e d  b y  t h e  same 

d i s t a n c e  h a v e  t h e  sam e m u t u a l  im p e d a n c e s *  I t  i s  o b v i o u s  

a l s o ,  t h a t  a  p o l y p h a s e  w in d in g  h a s  c o n s i d e r a b l y  m o re  

sy m m etry  t h a n  may b e  r e p r e s e n t e d  by  an  o r d i n a r y  c e n t r i -  

s y m m e t r i c  d e t e r m i n a n t .

d .  C y c l i c a l l y  s y m m e t r i c  d e t e r m i n a n t s *

I n  t h i s  c a s e ,  t h e  d e t e r m i n a n t  i s  o f  t h e  fo rm

a. a* a 3 a4 - -

an. a, a*. a 3 - - a*.,

a*-, a . a, a* - - a„.j

a a*-, a* a, - — a,-*

a* a, a4 a ,  - - a,

—  (5 4 )

T h a t  i 3 ,  e a c h  row  c o n t a i n s  t h e  e l e m e n t s  o f  t h e  

p r e c e d i n g  row , d i s p l a c e d  o n e  s p a c e  t o  t h e  r i g h t  i n  c y c l i c a l  

o r d e r .  S u c h  a  d e t e r m i n a n t  may b e  f a c t o r i s e d  w i t h  g r e a t  

e a s e ,  a s  f o l l o w s

L e t  «A, «A, & c* b e  t h e  n  p r i m i t i v e  r o o t s  o f  u n i t y .

L e t  P b e  a  d e t e r m i n a n t  s u c h  t h a t  : -

1 u)I u>3 -  -  1

/ K 1 i

P * 1 *̂5 ^  -  - x n - /

/ ‘A v <4! 1 1 o3nHw n

—  ( 5 5 )

L e t  t h e  e x p r e s s i o n

(a , +- a^>+ a3«a + a4u>3+ — — + anuT)

b e  d e n o t e d  by

I f  D a n d  P b e  m u l t i p l i e d  t o g e t h e r ,  t h e n  b y  t h e  

o r d i n a r y  r u l e s  f o r  t h e  m u l t i p l i c a t i o n  o f  d e t e r m i n a n t s

( o v e r )



DxP =

</>(*>) f(A)

Q, ffo)

— — j>M

— — ^4>(o

— — A,V̂ ») »  f f o )  * f ( * j  x f f a )  /  — x P — (56)

*»r^4) — —

re m e m b e r in g  t h a t  O11* / , a n d  t h a t  ro w s  an d  co lu m n s  o f  a  

d e t e r m i n a n t  may b e  i n t e r c h a n g e d *

T h u s  D = ITffrf fu>)J

o r  D I f f  «, *
u)̂ -  - +a„o~-'} — (57)

The d e t e r m i n a n t  i s  t h u s  s p l i t  u p  i n t o  n  f a c t o r s ,  

n o n e  o f  w h ic h  i s  o f  h i g h e r  d e g r e e  t h a n  t h e  s e c o n d  i n  p ;  

i t  c a n  e a s i l y  b e  r e d u c e d  t o  a  p r o d u c t  o f  l i n e a r  f u n c t i o n s  

o f  p .

S i n c e  t h e  r o o t s  o f  u n i t y  a r e  g i v e n  by

cJ = t w here k  - f , 2 ,  3  , - -  ( n -  f ) t

we may w r i t e  ,

d -  £ u  .
4 k tr j ^ i r  j 

a" £ /

— (58)r=/
Now s i n c e  t h e  d e t e r m i n a n t  m u s t  a l s o  b e  a x i - s y m m e t r i c  

f o r  a  p a s s i v e  n e t w o r k ,  i t  i s  a p p a r e n t  by  i n s p e c t i o n  t h a t

a  = a-n ,'2 > « -(a_ = a j > & c .  T h u s ,  by  i n s p e c t i o n ,  t h e  d e t e r m i n a n t

i s  a l s o  c e n t r i s y m m e t r i c .  T h i s  i s  t h e  t y p e  o f  f u n c t i o n  

w h ic h  t u r n s  up i n  t h e  c o n s i d e r a t i o n  o f  a  s y m m e t r i c a l  

p o l y p h a s e  w i n d i n g ,  a s  w i l l  b e  shown i n  P a r t  I I I .

I n  t h i s  c a s e ,JZiln-i)

_D = Jja l a, + a2[cos-^r- * js /n -^ ]

an d  a s  cos gfV ?iCg~ = °os (2kw * cos

and

+  ¥ dn I cos * V kr +j$m

zk i r

t h e n  i f  n  i s  o d d ,
k=l»-0

D  - T[,o {a , .  2a, Zkir 
COS ~TL +  + — (59)

an d  i f  n  i s  e v e n ,
k‘ln-i)

C05 + ---------   +• a .

+ xa^cos 7i

[ c o s - f r H r -  + j  sin

r ^ - j  — (60)

N o te  t h a t

* U . f “ .
n e i t h e r  o f  w h ic h  t e r r a s  c o n t a i n s  i m a g i n a r i e s *  

a s  s i n  i i ^ O ,  b o t h  e q u a t i o n s  may b e  e x p r e s s e d  s i m i l a r l y ,  v i z : -
k c fr -< )

X> = [j” { a‘ + a.z cos-^r- + as cos~^~ + —  + an coŝ 'W'J — (61)
1if.



e .  T h eo rem  on  t h e  m i n o r s  o f  a  c y c l i c  d e t e r m i n a n t  *

A s p e c i a l  fo r m  o f  t h i s  d e t e r m i n a n t  an d  i t s  m i n o r s  

t u r n s  up  i n  t h e  c o n s i d e r a t i o n  o f  a l t e r n a t o r  s h o r t - c i r c u i t *  

T h i s  fo rm  i n c l u d e s  t h e  d e t e r m i n a n t  shown b e lo w

/ CLt as
±i&

e,in CLX ~  “v.
*ift A.

s'Jsdl** 
t ‘ ' CL. CL — a'<

t h e

3 4

e l e m e n t s  o f  one

f

co lu m n  a r e

. .2F 
€. " , s*1* j

—  ( 6 2 )

a r e  s u b s t i t u t e d  i n  t h e i r  s t e a d .
y

T h i s  d e t e r m i n a n t  a lw a y s  o c c u r s  i n  t h e  fo r m  j y , w h ic h  

may b e  e v a l u a t e d  a s  b e lo w

I f  Mrs i s  t h e  p r i n c i p a l  m in o r  o f  t h e  r ^ r o w  an d  a** 

co lum n b e l o n g i n g  t o  t h e  d e t e r m i n a n t  D, t h e n

Y / . >  -  M .  *  +  + -  +  t  ,

T h u s  we may w r i t e  t h e  p r o d u c t

J a, + a* £ *■ -  * J *

a s  b e lo w

P r o d . = {*. * * £

= l a, + O-hE 4- £ * "

* + V, + a.

a n d  s o  o n ,

s i n c e £ * " .  & c .

.pi-Djur 7 (■ 1? .ft.

r vtzZ* is
+ a* * «„.,£

C o l l e c t i n g  t e r m s  h a v i n g  t h e  same e x p o n e n t i a l  c o e f f i c i e n t

P r o d .  = [ a ,  M, * +■ v ,  M i t  * - } + z  { aMMt 4 *«., A, * ~ }

+&ri * - - }  & c .

The f i r s t  t e r m  i n  b r a c k e t s  i s  t h e  d e t e r m i n a n t  D. The 

s e c o n d  t e r m  i n  b r a c k e t s  i s  t h e  same d e t e r m i n a n t ,  w i t h  t h e  

e l e m e n t s  o f  t h e  f i r s t  co lum n  moved one p l a c e  u p  i n  c y c l i c a l  

o r d e r ,  s o  t h a t  t h e  f i r s t  co lum n becom es i d e n t i c a l  w i t h  t h e  

n ~ .  B u t  any  d e t e r m i n a n t  w i t h  tw o  i d e n t i c a l  ro w s  o r  c o lu m n s  

h a s  z e r o  v a l u e .  Thus t h e  s e c o n d  b r a c k e t e d  t e r m  i s  z e r o .



F o r  t h e  t h i r d  t e r m ,  i t  i s  s e e n  t h a t  t h e  r e s u l t a n t  d e t e r m i n a n t  

i s  s i m i l a r  t o  D, w i t h  t h e  f i r s t  a n d  t h e  ( n - l ) t h  c o lu m n s  

i d e n t i c a l ,  a n d  s o  on f o r  a l l  t h e  o t h e r  t e r m s  a f t e r  t h e  f i r s t .

T h u s  a l l  t h e  t e r m s  v a n i s h  e x c e p t  t h e  f i r s t ,  an d  we 

may w r i t e
a? *-; i! ' 2(n-/)ff *)

a, + a„ e*' " *«*.,£ * ------- * ” J . Y(*) = D  ~  (6 3  )'

i . e . ,  s ------------------ ;w~ẑ r  J
^  (  *r *  ■ ■*■%.,£ + - - - - - - e n J

° r  ~ 1 ------------------  *^4--------------------* i — ( 64r)J) [ *■, + ax £ + e * + - - ~ £ 71 I

When t h e  d e t e r m i n a n t  D i s  a x i - s y m m e t r i c ,  i t  f o l l o w s  

t h a t  : -

JL =  ________________________ / —  (6 5 )D J a, -t ax cos n + as cos n +  + ~aK cos J

w h e t h e r  t h e  p o s i t i v e  o r  t h e  n e g a t i v e  s i g n  o f  t h e  

e x p o n e n t i a l s  i n  Yw i s  c o n s i d e r e d ;  i . e . ,
*

3 .  On t h e  S o l u t i o n  o f  E q u a t i o n s  o f  H i g h e r  P o w er  t h a n  

t h e  S e c o n d .

I t  g e n e r a l l y  h a p p e n s  t h a t  t h e  e q u a t i o n  Zfc>=0,  t h e  

s o l u t i o n  o f  w h ic h  i s  n e c e s s a r y  f o r  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  

e x p a n s i o n  th e o r e m ,  c a n n o t  b e  f a c t o r i s e d .  I n  t h e s e  

c i r c u m s t a n c e s ,  a  n u m e r i c a l  m e th o d  o f  e x t r a c t i n g  t h e  r o o t s  

i s  r e q u i r e d ;  s e v e r a l  s u c h  m e th o d s  a r e  a v a i l a b l e .

E . J . B e r g ,  i n  h i s  book  ’’H e a v i s i d e  O p e r a t i o n a l  C a l c u l u s ” 

r e f e r s  t o  a  m e th o d  o r i g i n a l l y  i n v e n t e d  by  G e r m in a l  D a n d e l i n ,  

( u s u a l l y  known a s  t h e  ” G r a e f f e ” m e t h o d ) .  T h i s  m e th o d  

c o n s i s t s  i n  c o n s t r u c t i n g  an  e q u a t i o n ,  t h e  r o o t s  o f  w h ic h  

a r e  a  h i g h  p o w er  -  s a y  t h e  n t h  -  o f  t h e  r o o t s  o f  t h e  

g i v e n  e q u a t i o n ,  an d  t h u s  a r e  w i d e l y  s e p a r a t e d .  S u c h  an 

e q u a t i o n  may b e  f a c t o r i s e d  b y  i n s p e c t i o n .  The r o o t s  o f  

t h e  o r i g i n a l  e q u a t i o n  a r e  t h e n  e v a l u a t e d  b y  t a k i n g  t h e  

n t h  r o o t s  o f  t h i s  s e c o n d  e q u a t i o n ’ s  r o o t s ,  t h e  c o r r e c t  

s i g n  b e i n g  f o u n d  by  t r i a l .

The f u l l  d e v e lo p m e n t ,  w i t h  p r o o f  an d  p r o c e d u r e  f o r

s p e c i a l  c a s e s  s u c h  a s  e q u a l  r o o t s  & c .  i s  g i v e n  i n  t h e  

a b o v e - m e n t i o n e d  b o o k .



"A Study o f  T r a n s ie n t  Phenomena in  E le c tr o -M a g n e t ic

M ach in ery , w ith  P a r t ic u la r  R e fe r e n c e  t o  th e  u s e  o f  th e

H e a v is id e  O p e r a tio n a l C a lc u lu s ."

P A R T  I I I

"T h e  H e a v i s i d e  C a l c u l u s  A p p l i e d  t o  t h e  C ase  o f  

R o t a t i n g  M a c h i n e r y . ”

P r e l i m i n a r y  : -

G e n e r a l  I n t r o d u c t i o n  t o  t h e  M e th o d .

1 .  D e f i n i t i o n s .

I n  t h e  e n s u i n g  d i s c u s s i o n ,  c e r t a i n  o f  t h e  c i r c u i t  

c o n s t a n t s  w i l l  t u r n  u p  c o n t i n u a l l y ,  a n d  i t  i s  t h e r e f o r e  

p r e f e r a b l e  t h a t  t h e s e  b e  d e n o t e d  b y  d e f i n i t e  s y m b o l s .

The f u n d a m e n t a l  s y m b o ls  a r e  a s  b e l o w .

T he s u f f i c e s  3 , r ,  an d  d ,  r e p r e s e n t  t h e  s t a t o r ,  r o t o r ,

a n d  d am p er  c i r c u i t s  r e s p e c t i v e l y ,  an  a d d i t i o n a l  n u m e r a l  

s u f f i x  d e n o t i n g  t h e  p a r t i c u l a r  p h a s e  u n d e r  c o n s i d e r a t i o n .

The s t a t o r  c i r c u i t  w i l l  b e  t h e  name g i v e n  t o  t h a t  c i r c u i t  

i n  w h ic h  t h e  a l t e r n a t i n g  c u r r e n t  f l o w s  d u r i n g  n o r m a l  

w o r k i n g ,  a n d  t h e  r o t o r  c i r c u i t  w i l l  b e  t h e  f i e l d  c i r c u i t *

The f a c t  t h a t  o c c a s i o n a l l y  t h e  f i e l d  i s  s t a t i o n a r y ,  an d  

t h e  A .C . w in d in g  r o t a t e s ,  m akes n o  d i f f e r e n c e  t o  t h e  

m a t h e m a t i c a l  d e v e lo p m e n t ,  s i n c e  o n l y  r e l a t i v e  v e l o c i t i e s  

i n f l u e n c e  t h e  i n d u c e d  E .M .F .

R, w i t h  a p p r o p r i a t e  s u f f i c e s ,  i s  t h e  r e s i s t a n c e  o f  a  P h a s e ,

L# i s  t h e  s e l f - i n d u c t a n c e  o f  a  P h a s e ,

L i s  t h e  e q u i v a l e n t  s e l f - i n d u c t a n c e  o f  a  P h a s e ,  t a k i n g

a c c o u n t  o f  t h e  m u tu a l  i n d u c t a n c e  b e tw e e n  i t  and  t h e  o t h e r

P h a s e s  b e l o n g i n g  t o  t h e  sam e c i r c u i t ,  r o t o r ,  d a m p e r ,  o r  

s t a t o r .  *L i s  , o f  c o u r s e ,  a  m ore o r  l e s s  c o m p lex  f u n c t i o n  

o f  t h e  c i r c u i t  c o n s t a n t s ,  an d  a  f o r m u l a  f o r  i t  w i l l  b e  

d e v e l o p e d  i n  d u e  c o u r s e .

Z(p) (sR  f  pL) i s  t h e  o p e r a t i o n a l  im p e d a n c e  o f  an  

" e q u i v a l e n t "  P h a s e ,  t h e  n a t u r e  o f  w h ic h  w i l l  b e  e x p l a i n e d ,  

an d  t h e  c i r c u m s t a n c e s , u n d e r  w h ic h  i t  e x i s t s ,  d e v e l o p e d .



As t h e  m u tu a l  i n d u c t a n c e s  b e tw e e n  t h e  s t a t o r  a n d  e i t h e r  

t h e  r o t o r  o r  t h e  d a m p e r  v a r y  w i t h  r o t o r  p o s i t i o n ,  t h e  

s y m b o ls  d e n o t i n g  s u c h  i n d u c t a n c e  m u s t  b e  t a k e n  a s  h o l d i n g  

f o r  3 ome s p e c i f i e d  p o s i t i o n  o f  t h e  r o t o r ;  i n  t h i s  c a s e ,  

t h e  p o s i t i o n  o f  maximum l i n k a g e  w i l l  b e  t a k e n .

H en ce  : -

C i s  t h e  m u tu a l  i n d u c t a n c e  b e tw e e n  a  s t a t o r  a n d  a  

r o t o r  P h a s e  i n  t h e  p o s i t i o n  o f  maximum l i n k a g e  b e tw e e n  

t h e  P h a s e s ,

Q i s  t h e  m u tu a l  i n d u c t a n c e  b e tw e e n  a  d a m p er  a n d  a

s t a t o r  P h a s e  i n  t h e  p o s i t i o n  o f  maximum l i n k a g e  b e tw e e n

t h e  P h a s e s ,

K i s  t h e  m u tu a l  i n d u c t a n c e  b e tw e e n  a  r o t o r  P h a s e

a n d  t h a t  dam per P h a s e  w h ic h  h a s  maximum l i n k a g e  w i t h  i t ;

i . e . ,  t h a t  d am p er  P h a s e  w h ic h  h a s  t h e  same a x i s  a s  t h e  

r o t o r  P h a s e .  I f  n o  s u c h  d am p er  P h a s e  e x i s t s ,  K i s  t h e  

m u t u a l  i n d u c t a n c e  w h ic h  w o u ld  e x i s t  b e tw e e n  s u c h  a  d a m p er  

P h a s e  an d  t h e  r o t o r  P h a s e .

T he  d e f i n i t i o n  o f  K i s  s l i g h t l y  d i f f e r e n t  t o  t h a t  o f  

C an d  Q , s i n c e  t h e r e  i s  n o  r e l a t i v e  m o t i o n  b e tw e e n  r o t o r  

a n d  d a m p e r ,  s o  t h a t  t h e  r e l a t i v e  p o s i t i o n s  o f  a  P h a s e  i n  

t h e  r o t o r  a n d  a  P h a s e  i n  t h e  d am p er  c a n n o t  b e  a l t e r e d .  

F u n d a m e n t a l l y ,  h o w e v e r ,  t h e  d e f i n i t i o n s  a r e  t h e  s a m e .

I t  s h o u l d  b e  n o t e d  t h a t  t h e  t h e o r y  i s  w o rk e d  o u t  i n  

g e n e r a l  f o r  a  dam p er w in d in g  c o n s i s t i n g  o f  n  s e p a r a t e  

p h a s e s  s y m m e t r i c a l l y  d i s p o s e d  ro u n d  t h e  r o t o r ,  a n d  

r o t a t i n g  w i t h  i t ,  c o u p le d  t o g e t h e r  o n ly  t h r o u g h  m u tu a l  

i n d u c t a n c e ,  a n d  n o t  t h r o u g h  r e s i s t a n c e .  T h a t  i s ,  t h e  

dam p er i s  c o n s i d e r e d  a s  a  s h o r t - c i r c u i t e d  s y m m e t r i c a l  

n - p h a s e  w i n d i n g ,  an d  n o t  a s  a  s q u i r r e l - c a g e  w i n d i n g .

The t h e o r y  may b e  e x t e n d e d  t o  c o v e r  t h e  c a g e  w i n d i n g ,  

a s  w i l l  b e  shown * ( P a r t  I I I ,  F . )

2 « A s s u m p t io n s .

V a r i o u s  a s s u m p t i o n s  h a v e  t o  b e  made t o  r e d u c e  t h e  

e q u a t i o n s  t o  w o r k a b le  s i z e .



I n  t h e  f i r s t  p l a c e ,  s u c h  n o n - l i n e a r  p h e n o m en a  a s  

s a t u r a t i o n  an d  h y s t e r e s i s  w i l l  b e  n e g l e c t e d .  T h i s  w i l l  n o t  

i n v a l i d a t e  t h e  s u b s e q u e n t  r e a s o n i n g ,  s i n c e  t h e  t r a n s i e n t s  

d e p e n d  l a r g e l y  on t h e  l e a k a g e  f i e l d s ,  w h i c h , b e i n g  i n  a i r ,  

a r e  l i n e a r  f u n c t i o n s  o f  t h e  c u r r e n t .

I t  w i l l  a l s o  b e  a s su m e d  t h a t  t h e  e n t i r e  i r o n  p a t h  

i s  l a m i n a t e d .  I t  i s  v i r t u a l l y  i m p o s s i b l e  t o  t a k e  a c c o u n t  

o f  s o l i d  p o l e s  when c a l c u l a t i n g  t h e  t r a n s i e n t s .

F u r t h e r , -  i t  w i l l  b e  a s s u m e d  t h a t  t h e  m u t u a l  i n d u c t a n c e  

b e tw e e n  tw o  p h a s e s  b e l o n g i n g  t o  tw o  o f  t h e  t h r e e  f u n d a m e n t a l  

c i r c u i t s  i s  a  s i n u s o i d a l  f u n c t i o n  o f  t h e  a n g l e  b e tw e e n  

th e m ;  -  i . e . ,  t h a t  t h e  f l u x  due  t o  any  p h a s e  i s  s i n u s o i d a l  

r e l a t i v e  t o  t h e  a i r - g a p .  T h i s  a s s u m p t i o n  i s  a  g o o d  

a p p r o x i m a t i o n  f o r  m odern  a l t e r n a t o r s ,  w i t h  d i s t r i b u t e d  

w i n d i n g s .

T hus  i f  t h e  m u tu a l  i n d u c t a n c e  b e tw e e n  a  c e r t a i n  

r o t o r  p h a s e  an d  a  c e r t a i n  s t a t o r  p h a s e  i s  o f  m ax . v a l u e  

G, t h e n  a f t e r  r o t a t i o n  t h r o u g h  9 e l e c t r i c a l  r a d i a n s ,  t h e  

m u tu a l  i n d u c t a n c e  i s  G c o s  9 f

S i m i l a r l y ,  i f  t h e  m u tu a l  i n d u c t a n c e  b e tw e e n  a  r o t o r  

p h a s e  an d  t h e  dam p er p h a s e  w i t h  w h ic h  i t  h a s  m ax. l i n k a g e  

i s  K, t h e n  t h e  m u tu a l  i n d u c t a n c e  b e tw e e n  t h a t  r o t o r  p h a s e  

a n d  t h e  dam p er p h a s e  d i s p l a c e d  by  a n g l e  9 i s  K c o s  9  .
I t  i s  a ssu m ed  t h r o u g h o u t  t h a t  t h e  s w i t c h i n g  c o n d i t i o n s ,  

w h e t h e r  s h o r t - c i r c u i t i n g  o r  s w i t c h i n g - i n ,  t h e  l o a d  

c o n d i t i o n s ,  an d  t h e  i n t e r n a l  s t r u c t u r e  o f  t h e  m a c h in e  

a r e  s y m m e t r i c a l .

3 .  The G e n e r a l  M e th o d s .

Two f u n d a m e n t a l  m e th o d s  w i l l  b e  em p lo y e d  i n  t h e  

w o r k i n g .  The f i r s t  o f  t h e s e  -  t h e  m e th o d  o f  " R e f l e c t i o n s "  ■ 

i s  m a in ly  u s e f u l  i n  t h a t  i t  i l l u s t r a t e s  t h e  p r i n c i p l e s  

e m p lo y e d  i n  b o t h  s y s t e m s ,  w h i l e  b e i n g  m ore  e a s i l y  g r a s p e d  

t h a n  t h e  s e c o n d ,  t o  w h ic h  i t  l e a d s  a s  a  n a t u r a l  c o r o l l a r y .

Of i t s e l f ,  i t  i s  o f  b u t  l i m i t e d  a p p l i c a b i l i t y ,  b e i n g  

p r a c t i c a b l e  o n ly  i n  t h e  s i m p l e s t  c a s e  o f  a l l ,  v i z . ,  t h a t  

o f  a  m a c h in e  w i t h  n o  d a m p er  w i n d i n g .



a .  The m e th o d  o f  R e f l e c t i o n s .

T h i s  m e th o d  c o n s i s t s  i n  r e g a r d i n g  t h e  phenom enon  a s  

b e i n g  due  t o  r e p e a t e d  r e f l e c t i o n s  o f  c u r r e n t  f r o m  o n e  

s y s t e m  t o  a n o t h e r .  The c u r r e n t  i n  t h e  s t a t o r  d u e  t o  t h e  

f i e l d  c u r r e n t  a t  s h o r t - c i r c u i t  i s  e v a l u a t e d ;  t h e n  i s  

d i s c o v e r e d  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d  c u r r e n t  d u e  t o  t h i s  s t a t o r  

c u r r e n t ;  t h e n  t h e  s e c o n d a r y  s t a t o r  c u r r e n t ,  t h e n  t h e  

t e r t i a r y  f i e l d  c u r r e n t ,  a n d  s o  o n .  The r e s u l t i n g  s e r i e s  

o f  t e r m s  f o r  r o t o r  a n d  s t a t o r  c u r r e n t s  i s  summed u p  t o  

g i v e  t h e  t o t a l  s w i t c h i n g  c u r r e n t s .

b .  The m e th o d  o f  E q u i v a l e n t  C i r c u i t s .

I n  t h i 3  m e th o d ,  a l l  t h e  p h a s e s  o f  o n e  w in d in g  a r e  

i n i t i a l l y  co m b in e d  i n t o  o n e  e q u i v a l e n t  w i n d i n g ,  w h ic h  i s  

t h d n  d i v i d e d  i n t o  tw o m u t u a l l y  i n d e p e n d a n t  p a r t s .  T h e s e  

p a r t s  h a v e  i m a g i n a r y  c h a r a c t e r i s t i c s  an d  c u r r e n t s ,  -  t h e  

w o rd  " I m a g in a r y "  b e i n g  u s e d  b o t h  i n  i t s  l i t e r a l  an d  i t s  

m a t h e m a t i c a l  s e n s e ,  -  b u t  t h e  p a r t s  may b e  r e g a r d e d  a s  

p e r f e c t l y  r e a l  f o r  t h e  p u r p o s e  o f  i n s e r t i o n  i n t o  an  

" E q u i v a l e n t  D e te r m in a n t "  w h ic h  g i v e s  t h e  s o l u t i o n .

T h i s  m e th o d  i s  p e r f e c t l y  g e n e r a l ,  b e i n g  a p p l i c a b l e  

t o  c a s e s  w i t h  a  l a r g e  n u m b er  o f  i n d e p e n d a n t  s y s t e m s ,  

t h o u g h  t h e  a r i t h m e t i c a l  s i d e  o f  t h e  w o rk in g  s o o n  b eco m es  

r a t h e r  l a b o r i o u s .

A. The S i m p l e s t  C ase  o f  A l t e r n a t o r  S h o r t - c i r c u i t .

S i n g l e  p h a s e  r o t o r ,  p o l y p h a s e  s t a t o r ,  n o  d a m p e r .

D .C . e x c i t a t i o n .

C o n s i d e r  tw o  s t a t i c  c i r c u i t s ,  c o u p l e d  i n d u c t i v e l y  

t o g e t h e r .  T hen  i f  t h e  f l u x  p r o d u c e d  i n  c i r c u i t  2 by  a  

c u r r e n t  i. i n  c i r c u i t  1 i s  ^  , i t  i s  a p p a r e n t  t h a t  t h e  E .M .P .  

i n  c i r c u i t  2 d u e  t o  a  c h a n g e  o f  c u r r e n t  i n  c i r c u i t  1 i s  

g i v e n  b y  t h e  r e l a t i o n  : -

E. n F.
cL & . / - cIm  q  xij*

= T d t  io = T f  &  t o e = M d t  - - ( 1 )

w h e re  f  i s  t h e  n u m b er  o f  t u r n s  i n  t h e  s e c o n d a r y  w i n d i n g ,
</>' i s  t h e  f l u x  i n  2 d u e  t o  u n i t  c u r r e n t  i n  1

(a s su m e d  c o n s t a n t )  
a n d  M, c a l l e d  t h e  m u tu a l  i n d u c t a n c e ,  i s  T j ^ l O '8.



I f ,  h o w e v e r ,  t h e  f l u x  i n  c i r c u i t  2 i s  n o t  d i r e c t l y  

p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  c u r r e n t  i n  c i r c u i t  1 ,  e q u a t i o n  ( 1 )  

c a n n o t  i n  g e n e r a l  b e  s i m p l i f i e d  a s  a b o v e .

S u p p o s e  t h i s  f l u x  i s  a  f u n c t i o n  b o t h  o f  c u r r e n t  i n  

c i r c u i t  1 and  p o s i t i o n  o f  c i r c u i t  1 r e l a t i v e  t o  c i r c u i t  2 ,  

a s  i s  t h e  c a s e  when t h e  r o t o r  a n d  s t a t o r  w i n d i n g s  o f  a n  

a l t e r n a t o r  a r e  c o n s i d e r e d *  S u p p o s e ,  m o r e o v e r ,  t h i s  f l u x  

i s  g i v e n  b y  t h e  e q u a t i o n

F l u x  i n  2 due  t o  i  i n  1 = i  c o s  u )t , w h e re  ^  i s  c o n s t a n t ,

a  r e l a t i o n  w h ic h  may b e  r e a s o n a b l y  b e  s u p p o s e d  t o  h o l d

f o r  a  m o d e m  a l t e r n a t o r .

T h en  t h e  n u m e r i c a l  v a l u e  o f  t h e  E.M .F* i n  t h e  s e c o n d

c i r c u i t  du e  t o  t h e  c h a n g e  o f  c u r r e n t  i n  t h e  f i r s t  i s
-r- ^  -T- // dfccosootl # xE .M .F .  « T d t  10 = T ^ /o dt - - ( 2 )

<f)' i s  h e r e  t h e  maximum f l u x  w h ic h  c an  l i n k  t h e  s e c o n d
i /  -g

c i r c u i t  d u e  t o  u n i t  c u r r e n t  i n  t h e  f i r s t ,  s o  t h a t  T p  10 *C

w i l l  b e  t h e  maximum p o s s i b l e  m u tu a l  i n d u c t a n c e  b e tw e e n

t h e  c i r c u i t s ,  -  i . e . ,  t h e  m u tu a l  i n d u c t a n c e  w h e n u i t - O ,

o r  when t h e  a x e s  o f  t h e  c o i l s  a r e  p a r a l l e l .

T h u s  we may w r i t e

E .M .F . |  = C d* — ( 3 )

w h e re  C i s  t h e  maximum m u tu a l  i n d u c t a n c e  b e tw e e n  t h e  c i r c u i t  
an d  i 7(e i  co s  «3t) w i l l  b e  c a l l e d  t h e  c u r r e n t  i n  c i r c u i t  1 

r e l a t i v e  t o  c i r c u i t  2 .

T h i s  r e l a t i o n  w i l l  a lw a y s  b e  u s e d  i n  g o i n g  f ro m

r o t o r  t o  s t a t o r  a n d  v i c e - v e r s a .

1 * The M ethod  o f  R e f l e c t i o n s .

As was e x p l a i n e d  i n  t h e  i n t r o d u c t i o n  t o  P a r t  I I I ,

t h i s  m e th o d  c o n s i s t s  i n  summing t h e  v a r i o u s  c u r r e n t  c u r r e n t

t e r m s  c a u s e d  by  s u c c e s s i v e  " R e f l e c t i o n s ” o f  c u r r e n t  b e tw e e n

s t a t o r  an d  r o t o r .

I f  s u c h  a  m e th o d  be  a t t e m p t e d  b y  s t r a i g h t f o r w a r d

m a t h e m a t i c s ,  t h e  v a r i o u s  t e r m s  o f  t h e  s e r i e s  h a v e  n o

o b v io u s  r e l a t i o n s h i p ,  t h e  on© t o  t h e  o t h e r ,  a n d  t h e  sum

o f  t h e  s e r i e s  i s  t h e r e f o r e  i m p o s s i b l e  t o  come b y .  By

o p e r a t i o n a l  m e th o d s ,  h o w e v e r  t h o  j. -i,  •, no vox-, Lne s e r i e s  t a k e s  an  e a s i l y



w o r k a b l e  m a t h e m a t i c a l  f o r m ,  a s  we s h a l l  now p r o c e e d  t o  

sh o w .

S u p p o s e  t h e  s h o r t - c i r c u i t  t a k e s
Phase 2.

p l a c e  a t  t h e  i n s t a n t  when t h e  

r o t o r  c o i l  a x i s  h a s  p a s s e d  t h e  

a x i s  o f  a  s t a t o r  p h a s e  -  c a l l e d  

p h a s e  1 -  and  i s  i n c l i n e d  t o  i t  

a t  an  a n g l e  0 o e l e c t r i c a l  r a d i a n s .

The a n g u l a r  s p e e d  o f  t h e  r o t o r ,

F ig  1 7 « u) e l e c .  r a d s . / s e c ,  w i l l  be

a s su m e d  c o n s t a n t  f o r  t h e  d u r a t i o n  o f  t h e  t r a n s i e n t .

T h en  p h a s e  2 w i l l  b e  i n  t h e  p o s i t i o n  show n, r e l a t i v e  t o  

t h e  r o t o r ,  an d  s i m i l a r l y  f o r  p h a s e  3 & c .  ( F i g  1 7 )

Now i f  t h e  r u l e  g o v e r n i n g  t h e  t e r m s  i n  t h e  s e r i e s  o f  

" R e f l e c t e d "  c u r r e n t s  i n  r o t o r  a n d  s t a t o r  i s  s i m p l e ,  i t  

s h o u l d  b e  a s c e r t a i n a b l e  by  t a k i n g  any  t e r m  i n  t h e  s e r i e s  

an d  f i n d i n g  t h e  n e x t .

We s h a l l  c o n s i d e r  t h e r e f o r e  one  o f  t h e  t e r m s  i n  t h e  

s e r i e s  f o r  t h e  r o t o r  c u r r e n t ,  w h ic h  t a k e s  t h e  fo rm  F(?) 1 ,

F(P) b e i n g  a  f u n c t i o n  o f  p .  T h i s  a s s u m p t io n  o f  d i s c o n t i n u o u s  

c u r r e n t  w i l l  b e  j u s t i f i e d  l a t e r .

T he E .M .F .  i n d u c e d  i n  t h e  s t a t o r  p h a s e s  b y  t h i s  t e r m  

may b e  e v a l u a t e d  a s  shown i n  e q u a t i o n ( 3 ) ,  b y  t a k i n g  t h e  

r a t e  o f  c h a n g e  o f  t h i s  c u r r e n t  r e l a t i v e  t o  e a c h  p h a s e ,  

a n d  m u l t i p l y i n g  b y  t h e  maximum m u tu a l  i n d u c t a n c e ,  w h ic h  

i s  a  c o n s t a n t .

The c u r r e n t  r e l a t i v e  t o  e a c h  p h a s e  may b e  o b t a i n e d  

by o p e r a t i n g  on F ( » l w i t h  t h e  c o s i n e  o f  t h e  a n g l e  b e tw e e n  

t h e  r o t o r  a x i s  an d  t h e  p h a s e  a x i s .  T h u s ,  a t  an y  t i m e  t  

a f t e r  t h e  s h o r t - c i r c u i t  t h e  a n g l e  b e tw e e n  p h a s e  1 an d  t h e  

r o t o r  i 3  (u>t +  0O)> 80 t h a t  : -

R o t o r  c u r r e n t  r e l a t i v e  t o  p h a s e  1 ® c o s  (tat +■ ©0 ) F(p) 1 —  (4 )  

E x p r e s s i n g  t h e  c o s i n e  a s  a  sum o f  e x p o n e n t i a l s ,

R o t o r  c u r r e n t  r e l .  t o  p h . l  =  ^  j  + gj(at+'o)j ^  ^ __

R o t o r  c u r r e n t  r e l .  t o  p h . 2 = I  i - - ( 5 b )

a n d  so  on f o r  p h a s e  3 & c .



T h en  t h e  r a t e  o f  c h a n g e  o f  t h e  r o t o r  c u r r e n t  r e l a t i v e  

t o  t h e  s t a t o r  p h a s e s  i s  g i v e n  b y

R e l .  t o  p h a s e  1 * F(& 1 — ( 6 a )

E e l .  t o  p h a s e - 2  = ±  F(P)1  — ( 6 b )

a n d  s o  on*

Prom t h e s e  e q u a t i o n s ,  i t  f o l l o w s  t h a t ,  i f  0 i s  t h e  

maximum m u t u a l  i n d u c t a n c e  b e tw e e n  t h e  r o t o r  a n d  a  s t a t o r  

p h a s e  : -

E .M .F .  i n d u e e d  i n  p h .  1 = — £ c p J F(V) t  —  ( 7 a )

E*M .F. i n d u c e d  i n  p h .  2 ~ -  £ C p  ( 7 b )

an d  s o  on f o r  p h a s e  3 ,  & c .

C o n s i d e r i n g  t h e  p o l y p h a s e  s t a t o r  s y s t e m ,  i t  i s  a p p a r e n t  

t h a t  we a r e  c o n c e r n e d  w i t h  n  s i m i l a r  c i r c u i t s ,  t h e  v a r i o u s

E .M .F .* s  b e i n g  e q u a l l y  s p a c e d  i n  t i m e - p h a s e .

O b v i o u s l y ,  t h e  m u tu a l  i n d u c t a n c e  b e tw e e n  a n y  tw o 

p h a s e s  i s  d e p e n d a n t  o n ly  on  t h e  d i s t a n c e  a p a r t  i n  s p a c e -  

a n g l e  o f  t h e  p h a s e s ,  and  i s  i n d e p e n d a n t  o f  t h e i r  a b s o l u t e  

p o s i t i o n  on t h e  s t a t o r .  T h a t  i s ,  t h e  m u t u a l  i n d u c t a n c e  

b e tw e e n  p h a s e s  a a n d  j ± r  i s  q u i t e  i n d e p e n d a n t  o f  a ,  an d  

i s  f i x e d  f o r  an y  g i v e n  r .  To i l l u s t r a t e  t h i s ,  a  t a b l e  

o f  m u tu a l  i n d u c t a n c e s  i s  d raw n  u p  b e lo w ,  P i g  1 8 .

P h  1 P h  2 P h  3 P h  4 P h  n

P h  1 M, h 2 m3 ---

P h  2 Mn„ M, M*. ‘ ---

P h  3 M_* M„.( M, --- M ..s

P h  4 M.-s M .■n—f

- - — — — — ---

P h  n M, M4 ---

P i g  1 8 .
i

T h u s ,  t h e  m u tu a l  i n d u c t a n c e  b e tw e e n  p h a s e s  1 an d  2 

i s  M, ( i f  we move c o u n t e r - c l o c k w i s e ) ,  b e tw e e n  p h a s e s  1 an d  

3 i s  M2 , a n d  s o  o n .  To move f ro m  p h a s e  2 t o  p h a s e  1 

r e q u i r e s  t h e  p a s s a g e  o f  (n  —  1 )  p h a s e s ,  s o  t h e  m u tu a l  

i n d u c t a n c e  i s  i t  i s  o b v i o u s  t h a t  M ^ m̂ ,  a s  m u tu a l



i n d u c t a n c e  m u s t  b e  t h e  sam e i n  b o t h  d i r e c t i o n s  f o r  a  

p a s s i v e  n e t w o r k ,  s o  t h a t  M,* M„, an d  s o  on*

D e n o t in g  t h e  m u tu a l  i n d u c t a n c e  b e tw e e n  a  p h a s e  a n d  

a n o t h e r  p h a s e  d i s p l a c e d  r  p h a s e s  c o u n t e r - c l o c k w i s e  f r o m  

i t  b y  M,,, we may w r i t e  t h e  o p e r a t i o n a l  e q u a t i o n s  o f  t h e  

n  c i r c u i t s  a s  b e lo w

(1*3+ Pl4)i«, + PM. i** +  —  —  +  PH..,i,„ = - i c P ftF) I

p M ,iS( +- ( Hs  ̂pL^) 131+ --------  +- p^Ui.n * “i C p j ^ ^ - f  *
- ( 8 )

pM, i„  * pM ,! , ,  *

w h e re  a s  e x p l a i n e d  a b o v e .

I n  e v a l u a t i n g  t h e  o p e r a t i o n a l  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  

c u r r e n t ,  c a r e  m u s t  b e  t a k e n  t o  s e e  t h a t  t h e  f u n c t i o n s  o f  

£  on t h e  r i g h t - h a n d  s i d e  t u r n  u p  i n  t h e  c o r r e c t  p o s i t i o n s .  

T h i s  p o i n t  may b e  i l l u s t r a t e d  by  t h e  c o n s i d e r a t i o n  o f  a  

s i m p l e  c i r c u i t ,  h a v i n g  a  f u n c t i o n  o f  Jb i n  t h e  a p p l i e d

f o r c e  o p e r a t o r .  L e t  s u c h  a  c i r c u i t  h a v e  t h e  o p e r a t i o n a l

e q u a t i o n  : -

Z(p) -  i ' l  — ( 9 )

T hen  t h e  e q u a t i o n  f o r  t h e  c u r r e n t  i s  g i v e n  b y  : -

I  « ^ f ^ l }  — (1 0 )

s i n c e  t h e  O p e r a t o r  l / Z w  o p e r a t e s  on t h e  w h o le  f u n c t i o n  

( £ ^ 1 ) .  I t  w o u ld  n o t  b e  c o r r e c t  t o  w r i t e  t, * £**{%£)!} , 

s i n c e  b y  a p p l y i n g  H e a v i s i d e ’ s  " S h i f t i n g "  t o  e q u a t i o n  (1 0 )  

we s e e  t h a t  : -

i  * a " * [ t c ^ )  x \  — ( i i )

w h ic h  i s  o b v i o u s l y  d i f f e r e n t  f ro m  i  = £

T h i s  p o i n t  i s  i m p o r t a n t ,  f o r  t h e  o p e r a t i o n a l  s o l u t i o n  

o f  e q u a t i o n s  ( 8 )  h a s  t h e  e x p r e s s i o n s  i n v o l v i n g  t  o c c u r r i n g  

a s  one  co lum n o f  a  d e t e r m i n a n t ,  -  an d  a  d e t e r m i n a n t  t a k e s  

n o  a c c o u n t  o f  t h e  o r d e r  o f  t h e  f a c t o r s  o f  a n y  s i n g l e  te rm *  

o n c e  t h e  s i g n  o f  t h e  t e r m  h a s  b e e n  f i x e d .

B e a r i n g  t h i s  i n  m in d ,  we may w r i t e  t h e  s o l u t i o n  f o r

t h e  c u r r e n t  i n  p h a s e  1 a s  b e lo w  : -

( o v e r )



r n  - -  Pn ,  
Z'c pM _ _

K ------ rH„
■x: rn ------

r M, r i . r*3 - -  K

F o ) i ~ ( 1 2 )

w h ere  Z5; = (Rs+ p l i ) .

A p p ly in g  t h e  o r d i n a r y  r u l e s  f o r  t h e  a d d i t i o n  o f  

d e t e r m i n a n t s ,  we may w r i t e

H r— 4Cz^p

£j(u>r̂  f>n, pMt —  pti., 
# * * * ) %  f ( ( _ _ A

Ue0-^ )  ,
« pH,fHL- - Z s

K  r*1' pH, ~ ~ f ’i, 
K pH —

pH, pH, pH, - -  %s

-F(p)l~zCp

60)
£ pH, pHt --pH,.,
xsfoMs") /  M ^
£ ^  -~ r+ i

-j'forf4-%9
6 frfj - -  £3

K pH, pHt - -  K-,

f t , *1 pH, - -  rt-z

P*. pMi ~ -  %

E a c h  n u m e r a t o r  h a s  a  common f a c t o r  w h ic h  may be  

re m o v e d .  T h i s  f a c t o r  i s  a  f u n c t i o n  o f  t  , an d  t h e  q u e s t i o n  

o f  i t s  p o s i t i o n i n g  a f t e r  r e m o v a l  a t  o n c e  a r i s e s .  From 

e q u a t i o n  (1 0 )  , we s e e  t h a t  t h e  im p e d a n c e  o p e r a t o r  m u s t  

b e  r e g a r d e d  a s  o p e r a t i n g  on t h e  t  f u n c t i o n ,  ( a n d  a n y t h i n g  

t h a t  g o e s  w i t h  i t ,  s u c h  a s  F ^ ) ,  s o  t h a t  t h e  common f a c t o r s  

m u s t  be  p l a c e d  a f t e r  t h e  d e t e r m i n a n t s .  T h u s  we g e t  s -

I pM, pnt --pH, .

%r-iCp£l

r  z!. pH, - - p f u

•M
t   %.

% PH. pH, - -pH,.,

pH" % pH - - pH..,

fH, K fHt ~-  %’

/ pH, pH, - - pH*.,

% pH, - - fH"

•2Mf
t * pH, PH>~ -  *,

*5 pH, Pn.i ~ ~ fMn;
pK, v. pH _ -  pH..t

fH, pH, PHS ~ -  *,

•£'4 , 1 - - ( 1 4 )

w h e re  t h e  e x p r e s s i o n s  £i9°, i l$*, n o t  b e in g  f u n c t i o n s  o f  t ,

may b e  p l a c e d  a n y w h e r e .



5 2 .

E a c h  t e r m  o f  e q u a t i o n  (1 4 )  i s  o f  t h e  fo r m  d e s c r i b e d  

i n  P a r t  I I ,  E 2 ; t h a t  i s ,  t h e  d e n o m i n a t o r  i s  a  c y c l i c a l l y

s y m m e t r i c a l  d e t e r m i n a n t ,  a n d  t h e  n u m e r a t o r  i s  s i m i l a r ,
Jtj4f

w i t h  o n e  co lu m n  re m o v e d ,  a n d  t h e  f a c t o r s  / ,  £ * , £  ^

& c .  s u b s t i t u t e d .  A p p ly in g  t h e  r u l e s  o b t a i n e d  f o r  s u c h  

c a s e s ,  we o b t a i n  t h e  e q u a t i o n

\  *-iCr>Z^\z’t +£WpM, 15  ̂

C o n s i d e r  t h e  d e n o m i n a t o r s  o f  t h e s e  t e r m s s -  

v '  m M ±/te:E7Z s +■ £  f Mt + 5  f Vx + - - + e  f>nn.,

T hey  may b e  w r i t t e n

-  P {C,  + e“\  ,  t iL̂ lH„ j

01* + f  * tffaesW ±jm%] * Mt jcos$r - - t- t1nl ĉeŝ n̂~ ±j‘si/i^yr~]J

Now, f o r  t h e  p o l y p h a s e  c i r c u i t ,  i t  h a s  b e e n  e x p l a i n e d

t h a t  Mj.« T h u s ,  a s  s in (* ^ rL) * — s i n ( ^ ^ -), a l l  t h e

i m a g i n a r y  t e r m s  v a n i s h ,  an d  t h e  a b o v e  e x p r e s s i o n  r e d u c e s  t o : -

Rf t f ^ L ' s + r1t co$• ? ?  + Mx C0 s^ r  +- -  -  + Mmml co&-(*m?1L J
NOTE

I f  n  i s  e v e n ,  t h e r e  i s  a  s i n e  t e r m  w h ic h  h a s  n o  

c o r r e s p o n d i n g  t e r m  o f  o p p o s i t e  s i g n .  T h i s  i s  t h e  

t e r m  j  s i n ( i  ^ )  . H o w ev er ,  a s  s i n f r f ' ) -  s i n ( r ) = 0 ,  

t h i s  t e r m  v a n i s h e s ,  a n d  t h e  r u l e  i s  u n a l t e r e d .

I f  we w r i t e  : -

Ls * e q u i v .  s e l f - i n d .  o f  a  p h a s e  -  Us + ri,cpS% + r%cos% + - + ^ * ^ ’- ( 1 6  ) 

a n d

Z#foo=equiv. im p e d a n c e  o f  a  p h a s e  = ( Rs + pLA ) - ( 1 7 )

t h e n  t h e  c u r r e n t  i n  p h a s e  1 may b e  w r i t t e n
£ j£> iu>t I * ^ -Jfcjr

<s, -  - z C p  gjr) £ Fffyi ~ ~ z C p  %sff)) t  F(P) 1

-  i '  J  — (1 8 )

F o r  t h e  c u r r e n t  i n  p h a s e  2 ,  t h e  sam e e x p r e s s i o n  h o l d s ,
*}(QrV)

e x c e p t  t h a t  B i s  r e p l a c e d  by  £ . T h i s  may b e  s e e n  by

p u t t i n g  t h e  f i r s t  o f  e q u a t i o n s  (8 )  t o  t h e  l a s t  p o s i t i o n ,  

a n d  m oving  t h e  f i r s t  c o lu m n ,  ( i n v o l v i n g  o p e r a t i o n s  on i , , ) ,  

t o  t h e  l a s t  c o lu m n .  The e q u a t i o n s  t h e n  becom e

( o v e r )
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[e. + p K K  + rn%, <- -

* (*><■?,14 H j +  —  +  P 'l - . s .  +■ p W , . ,  i ,  = -sCpfe'^'* ' X c ^ >r* i

■>■ -  - +(*s+riQ i,„ f rrt,is, * * i'^us' . ' '

p n ,  t „  4- f t i . s ,  *  -  -  + p f i 1i. , i , ' 4 ( * , 4 f i - t h ,  * - i C p [ t i k ,,l>' ' 3̂ 4 t , ( M , *, ' 3i!r) ] f y ) i

T h e s e  e q u a t i o n s  a r e  o b v i o u s l y  i d e n t i c a l  w i t h  e q n s  (8 )  

a s  f a r  a s  t h e  o p e r a t i o n a l  e x p r e s s i o n  g o e s ,  e x c e p t  t h a t  

f o r  90 i n  e q n s  ( 8 ) ,  we h a v e  h e r e  ( f t - ' f f ) *  The o p e r a t i o n a l  

s o l u t i o n  f o r  t h e  v a r i a b l e  o f  t h e  f i r s t  co lum n  -  v i z .  i ,* -  

w i l l  t h e r e f o r e  b e  i d e n t i c a l  w i t h  t h a t  p r e v i o u s l y  o b t a i n e d  

f o r  i ft , e x c e p t  t h a t  { %- ? [ )  m u s t  b e  s u b s t i t u t e d  f o r  0. .

We h a v e  , t h e r e f o r e

s ,  - - i - f e r  f ^ F w i  *  *i 4 f K FW l j

V  - 4 i * * ? * * * ] ■
—  ( 20)

C o n s i d e r  now t h e  E .M .F .  i n d u c e d  i n  t h e  r o t o r  w in d in g  

b y  e a c h  o f  t h e s e  c u r r e n t s .  The c u r r e n t s  r e l a t i v e  t o  t h e  

r o t o r  a r e  o b t a i n e d  b y  o p e r a t i n g  on t h e  t r u e  c u r r e n t s  w i t h  

t h e  c o s i n e  o f  t h e  a n g l e  b e tw e e n  t h e  r o t o r  w in d in g  a n d  t h e  

p a r t i c u l a r  p h a s e  u n d e r  c o n s i d e r a t i o n .  T hus  we g e t  

_i„ r e l .  t o  r o t o r  * fa d  + i*6*s1**Fwl]

A p p ly in g  H e a v i s i d e * s  " S h i f t i n g ” -  ( P a r t  I I ,  E l )  -  t h e  

e x p o n e n t i a l  o p e r a t o r s  on t h e  r i g h t  may b e  m oved t o  t h e  

l e f t ,  p a s t  t h e  t e r m  - J ( C p / Z 5w), and  u n i t e d  w i t h  t h e  

e x p o n e n t i a l s  on t h e  l e f t .  I n  f u l l ,  t h e  s t e p s  a r e

i , , r e l .  t o  r o t o r

Fk,i + '

“  ' « !  + +| ^ M  - ( 2 1 a )

s i m i l a r l y ,  i „ r e l .  t o  r o t o r
-  ' a * .  v , . [C(rt»y + _Cip-j»nv , ]  . .

4 (p) i  * *•9 fp) î jVp.is)) %sfp-ju) 1 *(p)iJ  —  ( 2 1 b )

a n d  s o  on f o r  i fJ, i , 4, & c .  , w h e re  Zy(p±,jcD) * R9* (p ±

H en ce  t h e  t o t a l  s t a t o r  c u r r e n t  r e l a t i v e  t o  t h e  r o t o r ,  

g i v e n  b y  t h e  sum o f  s u c h  e q u a t i o n s  a s  ( 2 1 a ) ,  ( 2 1 b ) ,  i s



r ^ 1. / \ J. f t i 1 n A2 _ i „ .  ( r e l .  t o  r o t  o r  >-* ft ' * e l
rr ' ,rt 41j> ^ .)  „_ J £

* * { '  + > *  1 * J

+ ' v /  *

E a c h  o f  t h e  f i r s t  tw o  l i n e s  o f  e q n .  (2 2 )  o b v i o u s l y

sums t o  z e r o .  A c c o r d i n g l y ,  we may w r i t e

; T i s, ( r e l .  t o  r o t o r )  — k * - % * £ r M ±

* - i n C  * fr H  Sfr-W.] f i , j_ _ _ ( S 3 )

T hus  t h e  E .M .F .  i n d u c e d  i n  t h e  r o t o r  i s  : -

E . H . F .  =  + 7  »  C p  *‘rn ?  . * ^  ]  fl» 1 — (PA)
I  A i f f + j u )  A s ()b - j ^ )  J

a n d  t h e  r o t o r  c u r r e n t  t e r m  f o l l o w i n g  F i n  t h e  s e r i e s  i s  : -

j  -■> -*- 4  .« -£ ,f-  I &/W-0 + (P'iu>)%s/r>*iu'i I n j  / p c  \K '  +  4 ^  ’X U  I /̂W*) i  ^ * - - 1 . 25)

t h e r e  b e i n g  o n ly  o n e  p h a s e  on t h e  r o t o r .  I n  e q n . ( 2 5 ) ,  t h e

im p e d a n c e  f u n c t i o n s  a r e  : -  

ZjfO = R,. +* p lv  , 

a n d  Z^j,*) = R5 +  (P ±  ja jL *  •

E q u a t i o n  (2 5 )  may b e  s i m p l i f i e d  by c o n s i d e r i n g  t h e  

r a t i o  • f (f+s»> Vr-J»> * .£ zg*SL]
# L %$(p+s*J) %s(*P~i**)

T3 o+ -in ~ (r'P*iu)[&t * /f'i*1}*-*! + -O- f̂ S * - <p. I3̂ *
+ fp*i>Aikij i QC + ~Wp^C7 ^  ■£, //0 +

T h e r e f o r e  : -

* .  * + * l  -  ( « » )

F u n d a m e n ta l  t o  t h e  d e v e lo p m e n t  o f  t h i s  r e l a t i o n  was 

t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  t h e  i n i t i a l  t e r m  o f  r o t o r  c u r r e n t  was 

F(f) i 9 We s h a l l  now i n v e s t i g a t e  t h i s  a s s u m p t i o n ,  an d  s e e  

w h a t  c o n d i t i o n s  a r e  i m p l i e d  by  i t s  a d o p t i o n .

When we s a y  t h a t  a  v o l t a g e  E i  i s  a p p l i e d  t o  a  c i r c u i t ,  

we mean t h a t  a  c i r c u i t ,  o r i g i n a l l y  s h o r t - c i r c u i t e d  on 

i t s e l f ,  h a s  a  v o l t a g e  E s u d d e n l y  i m p r e s s e d  i n  i t  a t  t h e  

t i m e  t  = 0 .  I n  a c t u a l  p r a c t i c e ,  h o w e v e r ,  t h e  m e c h a n i c a l  

a r r a n g e m e n t s  a r e  r a t h e r  d i f f e r e n t .  G e n e r a l l y  t h e  

phenom enon  i s  b r o u g h t  a b o u t ,  n o t  by  t h e  s u d d e n  i n s e r t i o n  

o f  v o l t a g e  i n  t h e  s h o r t - c i r c u i t e d  n e t w o r k ,  b u t  by  t h e  

s u d d e n  s h o r t - c i r c u i t i n g  o f  a  n e tw o r k  w h ic h  c o n t a i n s  a  

v o l t a g e  E , t h i s  v o l t a g e  b e i n g  i n o p e r a t i v e  u n t i l  t h e  n e t w o r k  

c l o s e d .  F i g s  19 & 20 show t h e  d i f f e r e n t  a r r a n g e m e n t s .
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a .  B e f o r e  t  = 0 .  t u  A f t e r  t  = 0 .

F i g  19

Show ing s w i t c h i n g  a s  a s su m e d  i n  m a t h e m a t i c a l  d e v e l o p m e n t .

a .  B e f o r e  t, -  0 .  b_. A f t e r  t, = 0 •

F ig  20

S how ing s w i t c h i n g  a s  i t  u s u a l l y  t a k e s  p l a c e .

I n  t h i s  c a s e ,  t h e  r e s u l t i n g  c u r r e n t  i n  t h e  c i r c u i t  

i s  i d e n t i c a l  f o r  b o t h  a r r a n g e m e n t s ,  s o  t h a t  n o  e r r o r  i s  

i n t r o d u c e d  b y  c o n s i d e r i n g  a  v o l t a g e  E l .

I n  t h e  c a s e  o f  t h e  r o t a t i n g  m a c h in e ,  h o w e v e r ,  t h e r e  

may b e  an  e r r o r  d u e  t o  a  s i m i l a r  a s s u m p t i o n ,  w h ic h  may b e  

s e e n  a s  b e lo w .

By f i n d i n g  t h e  s t a t o r  c u r r e n t  d u e  t o  a  c u r r e n t  E jo l  

i n  t h e  r o t o r ,  we h a v e  a c t u a l l y  a ssu m ed  t h e  s t a t o r  t o  b e  

s h o r t - c i r c u i t e d  p e r m a n e n t l y  on  i t s e l f ,  a n d  t h e  c u r r e n t  

t o  b e  s u d d e n l y ,  by some e x t r a n e o u s  s o u r c e ,  i m p r e s s e d  i n t o  

t h e  r o t o r  c i r c u i t .  T h i s  a s s u m p t io n  i s  t r u e  f o r  a l l  t h e  

r o t o r  c u r r e n t  t e r m s  e x c e p t  t h e  f i r s t ,  s i n c e  t h e  s t a t o r  

m u s t  b e  s h o r t - c i r c u i t e d  b e f o r e  t h e  s e c o n d ,  t h i r d  & c .  

t e r m s  o f  r o t o r  c u r r e n t  c a n  come i n t o  e x i s t e n c e .  The 

f i r s t  t e r m  o f  r o t o r  c u r r e n t  i s  h o w e v e r  an  e x c e p t i o n  t o  

t h e  g e n e r a l  r u l e .

F o r  c o n s i d e r  t h e  i m p l i c a t i o n  o f  t h e  s t a t e m e n t  t h a t  

t h e  i n i t i a l  r o t o r  c u r r e n t  i s  I f i 9 w h e re  3* i s  t h e  n o r m a l  

s t e a d y  f i e l d  c u r r e n t .  I t  w o u ld  b e ,  t h a t  u p  t o  t i m e  t * 0 ,  

t h e  s t a t o r  a n d  r o t o r  w e re  b o t h  s h o r t - c i r c u i t e d ,  an d  c a r r i e d  

n o  c u r r e n t s ,  b u t  t h a t  a t  t. = 0 ,  t h e  r o t o r  c u r r e n t  

i n s t a n t a n e o u s l y  a ssu m ed  t h e  v a l u e  \  ,  t h i s  p r o d u c i n g  an 

i n f i n i t e  s u r g e  o f  v o l t a g e  i n  t h e  s t a t o r  w i n d i n g s .  Ho
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s u c h  s u r g e  a c t u a l l y  t a k e s  p l a c e ,  f o r  t h e  t r u e  s t a t e  o f  

a f f a i r s  i s  t h a t  I f  e x i s t s  i n  t h e  r o t o r  b o t h  b e f o r e  and  

a f t e r  t  = 0 .  An e x a c t  e q u i v a l e n t  t o  t h e  p h enom enon  c o u l d  

b e  o b t a i n e d  b y  s a y i n g  t h a t  t h e  r o t o r  c u r r e n t  was I f , t h e  

s t a t o r  p e r m a n e n t l y  s h o r t - c i r c u i t e d ,  an d  t h e  r o t o r  v e l o c i t y  

i m p u l s i v e ,  -  e q u a l  t o  u>l, s o  t h a t  i t s  d i s p l a c e m e n t  w o u ld  

b e  ( to l t  +  0o) a t  t i m e  t .  S u c h  a  s t a t e m e n t ,  h o w e v e r ,  i s  

o f  l i t t l e  u s e ,  f o r  we c a n n o t  d e a l  w i t h  t h e  f u n c t i o n  

t u r n i n g  up i n  t h e  i n d e x  o f  an  e x p o n e n t i a l .

The b e s t  way t o  g e t  t h e  t r u e  s t a t e  o f  a f f a i r s  i s  t o

c o n s i d e r  t h e  f i e l d  c u r r e n t  a s  \ l f and  t h e n  t o  make

a l l o w a n c e  f o r  t h e  s u r g e  o f  v o l t a g e  a t  t  » 0 i m p l i e d  i n  t h e

s t a t e m e n t .  F o r  t h e  v a l u e s  o f  t > 0  , t h e  a s s u m p t i o n  o f  

If l  a s  t h e  f i r s t  t e r m  o f  t h e  f i e l d  c u r r e n t  s e r i e s  i s  

o b v i o u s l y  t r u e .  A s i m i l a r  phenom enon  o c c u r r e d  i n  t h e  

o p e r a t i o n a l  t r e a t m e n t  o f  t h e  i n t e r r u p t i o n  o f  a  n e t w o r k ,  

w h ic h  was shown i n  P a r t  I I ,  D l .  H e re  t h e  c o n d e n s e r  

c u r r e n t  was e q u a l  t o  t h e  w h o le  c u r r e n t ,  e x c e p t  t h a t  i t  

was i m p u l s i v e  a t  t  = 0 ,  a n d  a c c o u n t  h a d  t o  b e  t a k e n  o f  t h a t  

i m p u l s e  when w r i t i n g  t h e  e q u a t i o n s .

The f i r s t  t e r m  o f  r o t o r  c u r r e n t  may t h u s  b e  s a i d  t o  

b e  I f i  • H ence

i ^ r e l .  t o  s t a t o r  p h .  1 * — ( 2 7 )

E .M .F .  a p p a r e n t l y  i n d u c e d  i n  s t a t o r  p h .  1

E .M .F .  = — ( 2 8 )

T h i s  E .M .F .  h o w e v e r  i n v o l v e s  a  s u r g e  o f  v o l t a g e  an d  

c u r r e n t  a t  t  -  0 ,  a s  e x p l a i n e d  a b o v e ,  w h ic h  h a s  n o  

e x i s t e n c e  i n  f a c t .

T h i s  s u r g e  o f  c u r r e n t  i s  g i v e n  b y  I^i  i n  t h e  r o t o r .  

T h i s ,  r e l a t i v e  t o  s t a t o r  p h .  1 , i s  a s  t  * 0

f o r  t h e  d u r a t i o n  o f  t h e  s u r g e .  T hus  t h e  E .M .F .  i n d u c e d

i n  t h e  s t a t o r  b y  t h e  s u r g e  i s  g i v e n  by  : -

E .M .F .  -  — ( 2 9 )

The t r u e  E .M .F .  i n d u c e d  i n  s t a t o r  p h .  1 i s  t h a t  g i v e n  

by  e q n . (2 8 )  d i m i n i s h e d  by  t h a t  g i v e n  by  e q n . ( 2 9 ) .

H e n c e ,  t r u e  E .M .F .  i n  s t a t o r  p h .  1 i s  : -

( o v e r )



T r u e  E .M .F .  ir.i p h .  1 - - i C ?  ~ — (3 0 )

XhUB, 1 „ .  -  i  ^  [ £ ^ n  -  t A ♦£**'« -L'iP‘ Jrf l  — ( 3 1 )

w h e re  Z i s  d e r i v e d  f r o m  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  s t a t o r  

w i n d i n g s  b y  t h e  d e t e r m i n a n t a l  m e th o d s  a l r e a d y  d i s c u s s e d ,  

a n d  i s ,  o f  c o u r s e ,  g i v e n  b y  e q u a t i o n  ( 1 7 ) .

By e x p a n d in g  i  a s  an  o p e r a t i o n a l  e x p r e s s i o n ,  e q n .  (3 1 )  

may b e  w r i t t e n
1 r 1 f ? r1̂  hi " “ z ^P z,(t* I n *  * ~ & + f*i» t * -

s - i  - CP f  ci$>—(Lf̂ _ + p P‘
z Zs(to I L n* + 1

1 . d*f> + i»■ h i —  ( 3 2 )

S i m i l a r  e x p r e s s i o n s  h o l d  f o r i i  f i tJ, & c .

F o r  j.,, r e l a t i v e  t o  t h e  r o t o r ,  t h e  c o s i n e  o p e r a t o r  may 

b e  a p p l i e d  d i r e c t l y  t o  t h i s  e x p r e s s i o n ,  s i n c e  t h e r e  i s  

now n o  s p u r i o u s  s u r g e  t o  t a k e  a c c o u n t  o f .  T hus  

ij, r e l . t o  r o t o r  — (3 3 )

By " S h i f t i n g "  t h e  l e f t - h a n d  e x p o n e n t i a l s  t o  t h e  r i g h t  : 

i , r e l .  t o  r o t o r  * i { ' i  ■%&$}{

^  + ! -  - ( 3 4 )

As b e f o r e ,  when t h e  t o t a l  e f f e c t  o f  a l l  t h e  

s t a t o r  c u r r e n t s  i s  t a k e n ,  t e r m s  i n v o l v i n g  9, v a n i s h .  T h u s : -  

T o t a l  s t a t o r  c u r r e n t  r e l .  t o  r o t o r

= -  ¥  - ( 3 5 )

S i m p l i f y i n g  t h i s  e x p r e s s i o n  a s  f o r  e q u a t i o n  ( 3 2 ) : -
x ' z n

r e l . t o  r o t o r  *  [ ' - /& ] * , i  *

-■ - * r { z j k  * - ( 3 6 )

H e n c e ,  c u r r e n t  i n d u c e d  i n  r o t o r

i r  = + — ( 3 7 )
~AU%f/fn*S rf- J t~> J T i

Zi/p-iui) %s

* 4 i  ‘i f o *  I — ( 3 8 )

F o r  a l l  o t h e r  r o t o r  c u r r e n t  t e r m s  a f t e r  t h i s ,  (w h ic h  

i s  t h e  s e c o n d  o f  t h e  s e r i e s ) ,  t h e  r o t o r  c u r r e n t  i s  t r u l y  

i m p u l s i v e  a t  t = 0 ,  f o r  a l l  t e r m s  c o n t a i n  t h e  u n i t  f u n c t i o n .  

Thus  t h e  a s s u m p t io n  ) i  i s  v a l i d  f o r  a l l  r e m a i n i n g

t  erm s .

We h a v e  t h e r e f o r e  d e r i v e d  t h e  c o m p le t e  s e r i e s  o f  t e r m s

f o r  t h e  r o t o r  s w i t c h i n g  c u r r e n t .  I n  o r d e r  t o  s e e  t h e

o r I



s e r i e s  and  t h e  c o n n e c t i o n  b e tw e e n  i t s  v a r i o u s  t e r m s  m ore

c l e a r l y ,  i t  i s  p u t  o u t  i n  d e t a i l  b e lo w

R o t o r  C u r r e n t  S e r i e s •

1 s t  Term_ — If
_  n  Cap to2/., f I I T /]

2nd  Term  — z  z t iv> |  Zfr) J

« t  ^ j z ^ v h i

( o b t a i n e d  b y  o p e r a t i n g  on 2nd  t e r m  w i t h  t h e  o p e r a t o r  o f  e q n (S S l )

4 t h  Term  = A

( O b t a i n e d  by  o p e r a t i n g  on 3 r d  t e r m . )  

an d  s o  o n .

I f  t h e  f i r s t  t e r m ,  I f , b e  f o r  t h e  moment n e g l e c t e d ,  

i t  i s  a p p a r e n t  t h a t  t h e  s e r i e s  f o r  t h e  r o t o r  c u r r e n t  i s  a  

g e o m e t r i c  p r o g r e s s i o n ,  h a v i n g  i t s  f i r s t  t e r m  e q u a l  t o

- a n d  i t s  common r a t i 0  ®<iu a l  t o  * ■ 

E x p a n d in g  t h e  common r a t i o ,  we s e e  t h a t  i t  may b e  

w r i t t e n
_ a=. CV t _v Bs.___  -   ( r %+>4L)^ — — / rzQ\

R a t i o .  z (RrtfL ^  Ls{{pl-t<J)Ls +2fts+ (K +PLr)ls '

O b v io u s ly  t h e  s e c o n d  f a c t o r  i s  l e s s  t h a n  u n i t y .
jCL

C o n s i d e r i n g  t h e  f i r s t ,  we s e e  t h a t  i t  i s  l e s s  t h a n  iTC?.

Mow Ls h a s  b e e n  g i v e n  a s

Ls - Ls' +> M( c o s  i f  M* c o s  -  -  -  -  — (1 6 )

F o r  an  a p p r o x i m a t e l y  s i n u s o i d a l  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  

f l u x  due  t o  a  p h a s e

Mf = L3 cos ?  ,  M4* l's cos 4F , & c .

H e n c e ,  Ls = L ' l '  cos* W +  L3 c o s 4 iF -  -  -

== Lg | l  +  4 ( 1  + c o s 4 T ) +  4 ( 1  +• c o s  I f ) +  -  -  -  J  

o r  Ls *=?l ; — (4 0 )

Thus , X 7 7  =: L,Ll <  I — (4 1 )

(N o te  t h a t  t h e  r a t i o  l / L '  f o r  3 - p h a s e  w o rk in g  i s  4  , a s  

was e s t a b l i s h e d  i n  P a r t  I ,  E l . )

T hus  t h e  common r a t i o  i s  l e s s  t h a n  u n i t y ^  T h i s  

m ig h t  h a v e  b e e n  s a i d  a t  o n c e ,  s i n c e  f o r  t h e  r o t o r  c u r r e n t  

t o  b e  f i n i t e ,  h i g h e r  t e r m s  i n  t h e  s e r i e s  m u s t  t e n d  t o  

v a n i s h .

* A p p e n d ix  C.



I f  a a . P .  i s  g i v e n  by :

a  -f- a r  a r*  + a r 5 +■ -  -  -  4- a r

t h e n  t h e  sum t o  n  t e r m s  i s  g i v e n  by  ; -

S„ =  a ( l  — r ~ ) / ( l  -  r )  

o r ,  i f  r  i s  l e s s  t h a n  u n i t y ,  an d  n  —* 0 0

—  (4 2 )

Sn = a /  (1 — r ) — a r '/ (1  — r ) =  a / ( l — r ) —  ( 4 3 )

T h u s ,  slimming t h e  r o t o r  t e r m s  t o  i n f i n i t y ,  we may 

w r i t e  f o r  t h e  t o t a l  r o t o r  c u r r e n t  : -

C'pu'L [ ■____/____ Jl T A

—r / ”  C*p f  /PR* +■ 1
1 ^  3,/w I fo  + rh)  +

t o  w h ic h  m us t b e  a d d e d  t h e  f i r s t  t e r m ,  t h e  n o r m a l  f i e l d

c u r r e n t ,  1̂ . •

S i m p l i f y i n g  t h e  ab o v e  e x p r e s s i o n  : -

I t  i s  o f  i n t e r e s t  t h a t  t h e  e q u a t i o n  Zw - 0 i s  i n

f a c t  t h e  a u x i l i a r y  e q u a t i o n  f o r  t h e  r o t o r  c u r r e n t  a s

d e v e lo p e d  by  S h im id z u  an d  I t o ,  ( P a r t  I ,  e q n .  3 6 , )  w i t h  

t h e  n u m b er  o f  p h a s e s  made n  i n s t e a d  o f  3 .  The sy m b o l b 

u s e d  i n  P a r t  1 i s  e q u i v a l e n t  t o  t h e  sy m b o l L, a s  u s e d  

a b o v e ,  b u t  f o r  a  3 - p h a s e  c a s e ;  i . e . ,  b was d e f i n e d  a s  

b ' — ^o' , w h e re  b '  was s e l f - i n d u c t a n c e  o f  a  p h a s e ,  a n d  c 'w a s  

m u tu a l  i n d u c t a n c e  b e tw e e n  tw o  p h a s e s .  Ls f o r  a  3 - p h a s e  

c a s e  w o u ld  b e  g i v e n  by  : -

L5 = Ls Hh M, c o s  +  Mz c o s  m = L3 -b M*—̂

= Lj -  M, , a s  f o r  3 - p h a s e  c a s e .

S i n c e  t h e  e q u a t i o n  Zw = 0 g i v e s  t h e  n a t u r a l  f r e q u e n c i e s  

o f  t h e  t r a n s i e n t ,  t h i s  r e l a t i o n s h i p  i s  w h a t  we s h o u l d  

e x p e c t .  T h i s  d e v e lo p m e n t ,  h o w e v e r ,  g i v e s  a  f u l l  

o p e r a t i o n a l  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  c u r r e n t ,  w h ic h  may b e  

e v a l u a t e d  by  t h e  H e a v i s i d e  E x p a n s io n  T h e o re m . T h i s  w i l l  

b e  do n e  l a t e r .  F o r  t h e  m om ent, t h e  ab o v e  m e th o d  w i l l  b e  

r e c o n s i d e r e d ,  a n d  s i m p l i f i e d .

K iw I + J%lJ - f  c > [ pr, + (r>'+

■n. ,

f  CL1o^L i l , i —  (4 5 )



I t  seem s  a t  f i r s t  s i g h t ,  t h a t  t h e  m e th o d  i s  a n y t h i n g  

b u t  s i m p l e ,  an d  c e r t a i n l y  n o  im p ro v e m e n t  on t h e  d i r e c t  

m a t h e m a t i c a l  m e th o d .  T h i s  i s ,  h o w e v e r ,  on a c c o u n t  o f  

t h e  f a c t  t h a t  e v e r y  s t e p  was a n a l y s e d  c o m p l e t e l y  a s  i t

was m ade; p a r t i c u l a r l y  w e re  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  n

s i m u l t a n e o u s  e q u a t i o n s  f o r  t h e  s t a t o r  c u r r e n t ,  a n d  t h e  

i r r e g u l a r i t y  o f  t h e  f i r s t  r e f l e c t e d  t e r m  o f  r o t o r  c u r r e n t  

c o n s i d e r e d  i n  d e t a i l .  I f  we b e a r  t h e s e  tw o  p e c u l i a r i t i e s  

i n  m ind  f ro m  t h e  s t a r t ,  n o t  o n l y  w i l l  t h e  m e th o d  b e

r e v e a l e d  a s  v e r y  s i m p l e ,  b u t  a l s o  t h e  c o n n e c t i o n  b e tw e e n

i t  an d  t h e  n e x t  m e th o d  w i l l  be  a p p a r e n t .

P r o c e e d i n g  on t h i s  p r i n c i p l e ,  t h e  e s t a b l i s h m e n t  o f  

t h e  o p e r a t i o n a l  s o l u t i o n  f o r  t h e  r o t o r  c u r r e n t  may b e  

a c c o m p l i s h e d  a s  b e lo w

F i r s t  t e r m  o f  i,. *  h i

R e l .  t o  p h . l ,  t h i s  i s  2  +■ £i('PCl'&o)} I t i

-  i f f ' V b  — (4 7 )

E .M .F .  i n d u c e d  i n  p h . l  - ~ i  — (4 8 )

(W here t h e  l a s t  tw o  t e r m s  t a k e  a c c o u n t  o f  t h e  i m p l i e d  s u r g e . )  

T h u s ,  E .M .F .  i n  p h . l  *  Cp{lA[&S'

= - i C P + £'‘* ? £ = - ]I J  — ( 4 9 )

H e n c e ,  i „  -  -  i j f t r f e ' V f t -  + P - r f r ]  I t l  - ( 3 8 )

(w h e re  Zs/p>is g i v e n  by  e q u a t i o n  ( 1 7 ) . )

i , , r e l .  t o  r o t o r  = i  ^  f  ̂  — (3 0 )

T a k in g  t h e  t o t a l  s t a t o r  c u r r e n t  r e l a t i v e  t o  t h e  r o t o r ,  

an d  re m e m b e r in g  t h a t  when a l l  t h e  p h a s e s  a r e  summed, t e r m s  

i n v o l v i n g  v a n i s h ,  an d  t h e  o t h e r s  a r e  i n c r e a s e d  n - f o l d  

^ V r e l .  t o  r o t o r  = i

o r ,  by  s h i f t i n g  

| X . r e l .  t o  r o t o r ^ ^ 1,1

— ** ̂  J -* J 47 , j CO 1 f  ,
Z jru .,]1*1 - - ( 3 6 )

H e n c e ,  E .M .F .  i n  r o t o r  = i  — ( 5 1 )

H e n o e ,  2nd  t e r m  o f  r o t o r  c u r r e n t  * f  ^



o x «

F o r  a l l  s u b s e q u e n t  t e r m s  o f  r o t o r  c u r r e n t

R o t o r  c u r r e n t  — Fr»o d

i „ r e l .  t o  p h . l  = i  { c" '"4’ F«« i

” i  { t iKF ( r . n l & r l + i i*’Z r * M r fz - l}  — ( 5 2 )

H e n o e , i„  * z j^  P/i-i-v £ - - ( 6 5 )

r e l . t o  r o t o r  = : i  j t - 3- f a  f£AP/r.M r f r i  * yffcrl}

H e n o e ,  | j - . r r e l .  t o  r o t o r  * 5  <-}

+ " (5 4 )

H e n o e ,  i r = + f  j £ t { ■ ^ Z) * } F„> i

* + * - £ % ,  *•* * - - < s e>

T h u s ,  t h e  sum o f  t h e  H .P .  f o r  t h e  r o t o r  c u r r e n t  i s  

g i v e n  b y  : -

jL f  c ■__________  « . ' ( 4 g )
{  %  (rO - f  Zr (p) —  ?  ^  P  f  &ip * (p*tu>t) Ls J

w h ic h  e q u a t i o n  was shown t o  s i m p l i f y  t o  e q u a t i o n  ( 4 0 ) .

The d e v e lo p m e n t  may v ie w e d  i n  t o t o  when c o n d e n s e d  

i n t o  t h i s  b r i e f  com pass*  The a d v a n t a g e  o f  t h i s  nB i r d f s  

e y e  v ie w ” w i l l  becom e a p p a r e n t  when t h e  n e x t  m e th o d  o f  

s o l v i n g  t h e  p r o b le m  i s  c o n s i d e r e d .

A s i m i l a r  s e r i e s  f o r  t h e  s t a t o r  c u r r e n t  c o u l d  b e  

d e v e l o p e d .  H o w ev e r ,  t h e  n e x t  m e th o d  i s  s h o r t e r  b o t h  a s  

r e g a r d s  r o t o r  a n d  s t a t o r  c u r r e n t s ,  s o  t h e  d e v e lo p m e n t  o f  

o f  t h e  s t a t o r  c u r r e n t  e x p r e s s i o n  w i l l  b e  l e f t  u n t i l  t h a t  

m e th o d  i s  c o n s i d e r e d .

C o n s i d e r  now t h e  o p e r a t i o n a l  e x p r e s s i o n  a l r e a d y
i

d e v e l o p e d  f o r  i r , g i v e n  b y  e q u a t i o n  ( 4 6 ) .  T h i s  e q u a t i o n  

i s  r e p r o d u c e d  b e lo w
4  .  ___________________________________ _______________  f   _ _  ,  .

” + #>*/ «i (L*L»- I C') * + f>ju\(ltlr-P') +Lp*t+2Wn\ * W  *

I f  LtLrL~L} C' ~ 9 a s  was t a k e n  b y  S h im id z u  an d  I t o ,

s o  t h a t  f , a n d  i f  ^ ‘- 5 ,  a n d  r„ - r  , 

t h e n  t h e  e q u a t i o n  becom es
i -<r

,  _   —  . J * / ,  p  j _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _
J»! «• r ‘ { S + H ? ]  * s ] + r ^  — ( 5 5 )



I f  Zrp) i s  t h e  d e n o m i n a t o r  o f  t h e  e x p r e s s i o n  i n  

e q u a t i o n  ( 5 5 ) ,  l e t  t h e  a u x i l i a r y  e q u a t i o n ,  Za»= 0 , h a v e  

t h e  t h r e e  r o o t s ,  ot ,/*> ■'■/■*, • T h i s  a s s u m p t i o n  o f  a

p a i r  o f  i m a g i n a r y  r o o t s  i s  g e n e r a l l y  v a l i d  when s h o r t -  

c i r c u i t  p h en o m en a  a r e  b e i n g  c o n s i d e r e d  -  i . e . ,  when r  

a n d  s  a r e  s m a l l ,  -  a s  shown by  S h i m i d z u .  (T h e o r y  o f  

D i s t o r t i o n l e s s  A l t e r n a t o r s ,  s e e  B i b l i o g r a p h y . )  I f  a l l  

t h e  r o o t s  a r e  r e a l ,  t h e  s o l u t i o n  o f  e q u a t i o n  (5 5 )  i s  

h o w e v e r  q u i t e  s t r a i g h t f o r w a r d .

E q u a t i o n  (5 5 )  may b e  w r i t t e n

4. -  * " ( f 5 6 )

A p p ly in g  t h e  e x p a n s i o n  th e o r e m

& .  - 0 - ( 5 7 )

yf«) r«f. -L̂ ~ c** (tza)

h  -(A+i*)* / p-q  \

an d  t h e  s u b s t i t u t i o n  o f  t h e  t h i r d  r o o t  o b v i o u s l y  g i v e s  

t h e  co m p lem en t o f  e q n .  ( 5 9 ) .

T he t e r m  o f  r o t o r  c u r r e n t  i n  e q n .  (5 9 )  may b e  w r i t t e n

j  s -  i - * ‘ .aLJCt-f * 4|  -f)*- J ^

O '  S  -  -  ^  i i '  " ( 6 0 )

w h e re  ^ = t  an_/ .

C om bin ing  t h i s  t e r m  w i t h  i t s  co m p lem en t

i„ = ^  — (6 1 )

T hus  t h e  f u l l  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  r o t o r  c u r r e n t  i s  i -

<  = j ^ T ^ r  £*' ~  t ' I  —  ( 6 2 )

t o  w h ic h ,  o f  c o u r s e ,  m u s t  b e  a d d e d  t h e  c o n s t a n t  t e r m  o f  

c u r r e n t ,  I f •

I f  r  a n d  s  i n  e q n .  ( 5 5 )  a r e  s m a l l  c o m p a re d  w i t h  iD, 

an d  <r' i s  n o t  t o o  s m a l l ,  t h e n  t h e  r o o t s  o f  t h e  a u x i l i a r y  

e q u a t i o n  may b e  w r i t t e n



F o r  p r o o f  o f  t h e s e  s t a t e m e n t s ,  s e e  " T h e o r y  o f  

D i s t o r t i o n l e s s  A l t e r n a t o r s " ,  r e f e r r e d  t o  a b o v e .

T h u s  a 2 an d  y^m ay  b e  n e g l e c t e d  when c o m p ared  w i t h  <*>* 

an d  ^ = t  an 'M7i!4  0 .

H e n c e ,  e q u a t i o n  (6 2 )  r e d u c e s  t o

a s  a  f i r s t  a p p r o x i m a t i o n .

T h i s  e q u a t i o n  i s  i d e n t i c a l  w i t h  t h a t  o b t a i n e d  b y  

'S h im id z u  an d  I t o  by  d i r e c t  m a t h e m a t i c a l  m e th o d s ,  -  P a r t  1 ,  

e q n .  ( 3 8 ) .  The sy m b o l t  i n  t h e i r  e q u a t i o n ,  i t  s h o u l d  be  

re m e m b e re d ,  r e p r e s e n t s  t i m e  a f t e r  t h e  r o t o r  h a s  p a s s e d  

z e r o  p o s i t i o n ,  t h e  s h o r t - c i r c u i t  t a k i n g  p l a c e  a t  t « t 0 •

T h u s  t h e  _t o f  t h e  e q u a t i o n  g i v e n  a b o v e  -  (6 4 )  -  i s  r e a l l y  

e q u i v a l e n t  t o  ( t  — t a ) i n  t h e  e q u a t i o n  o f  S h im id z u  an d  I t o .

T he  e s t a b l i s h m e n t  o f  t h e  a r b i t r a r y  c o n s t a n t s  i s  v e r y  

s i m p l e  by t h e  a b o v e  m e th o d ,  -  i t  i s  n o t  e v e n  n e c e s s a r y  

t o  e v a l u a t e  t h e  s t a t o r  c u r r e n t s .  The f i r s t  a p p r o x i m a t i o n  

g i v e n  b y  e q n . (6 4 )  i s  s u f f i c i e n t l y  a c c u r a t e  f o r  a l l  p r a c t i c a l  

p u r p o s e s ,  s i n c e  a b s o l u t e  a c c u r a c y  i s  i n  any  c a s e  i m p o s s i b l e  

ow ing  t o  t h e  i n i t i a l  a s s u m p t i o n s ,  w h ic h  n e g l e c t  s a t u r a t i o n  

an d  s o  o n .

T he  s t a t o r  c u r r e n t s  h a v e  n o t  b e e n  e v a l u a t e d ,  s i n e e  

t h e  n e x t  m e th o d  o f  a t t a c k  t o  b e  d e s c r i b e d  p r o v i d e s  a  much 

e a s i e r  way o f  e s t a b l i s h i n g  t h e i r  m a g n i tu d e s  t h a n  e x p a n d in g  

i n  a  s e r i e s .  T he m e th o d  o f  r e f l e c t i o n s ,  a s  h a s  b e e n  

s t a t e d ,  h a s  i t s  m a in  u s e  i n  t h e  f a c t  t h a t  i t  l e a d s  on t o  

t h i s  n e x t  m e th o d ,  w h ic h  w i l l  now b e  c o n s i d e r e d .

2 .  M ethod  o f  E q u i v a l e n t  C i r c u i t s .

I t  was shown b y  t h e  m e th o d  o f  r e f l e c t i o n s  t h a t  a  

c u r r e n t  o f  t h e  fo rm  F^l i n  t h e  r o t o r  p r o d u c e s  a  c u r r e n t  i n  

t h e  s t a t o r ,  p h a s e  1 ,  g i v e n  by t h e  e q u a t i o n  : -

Z4f* b e i n g  a  f u n c t i o n  o f  £  t a k i n g  a c c o u n t  o f  t h e  v a r i o u s  

m u tu a l  im p e d a n c e s  b e tw e e n  t h e  s t a t o r  p h a s e s .

—  (6 4 )



F u r t h e r ,  t h i s  s t a t o r  c u r r e n t  when c o m b in e d  w i t h  t h e  

c u r r e n t s  i n  t h e  o t h e r  s t a t o r  p h a s e s  p r o d u c e s  a  c u r r e n t  i n  

t h e  r o t o r  g i v e n  by

v  -  + *  i £ r  . - ( a s )

w h e re  i s  g i v e n  by (Rr +  pi*. ) •

T h e s e  e q u a t i o n s  h o l d  w h a t e v e r  t h e  v a l u e  o f  F(p)l 9 

p r o v i d e d  o n l y  t h a t  t h e  e x p r e s s i o n  t r u l y  d e n o t e s  an  

o p e r a t i o n  on t h e  u n i t  f u n c t i o n ,  4 . The e q u a t i o n s  t h u s  

h o l d  f o r  a l l  t e r m s  o f  t h e  r o t o r  c u r r e n t  s e r i e s  e x c e p t  t h e  

f i r s t ,  w h ic h  i s  t h e  n o r m a l  f i e l d  c u r r e n t ,  I* •

I f  t h e  w h o le  r o t o r  t r a n s i e n t  c u r r e n t  i s  d e f i n e d  by  

F/f,)i, t h e n  F ^ 4  i s  t h e  sum o f  a l l  t h e  r o t o r  c u r r e n t  t e r m s  

b u t  t h e  f i r s t ,  an d  t h e  sam e r e l a t i o n s  m u s t  h o ld *

T h u s  t h e  w h o le  s t a t o r  c u r r e n t , - e x c e p t  f o r  t h e  f i r s t  

t e r m , d u e  t o  I*. , -  w o u ld  b e  g i v e n  b y  t h e  r e l a t i o n  i n  e q n * (5 2 )*

S u p p o s e  t h e  o p e r a t i o n  o f  o b t a i n i n g  t h e  s t a t o r  c u r r e n t  

f ro m  t h e  r o t o r  c u r r e n t  c o u l d  b e  e x p r e s s e d  b y  a  s i n g l e  

o p e r a t o r ,  s a y  (frm , a n d  t h a t  o f  o b t a i n i n g  t h e  r o t o r  c u r r e n t  

f r o m  t h e  s t a t o r  c u r r e n t  by  a n o t h e r  s i n g l e  o p e r a t o r ,  s a y  f a .  

T h i s  o p e r a t o r  f a  w o u ld  h o l d  f o r  a l l  t h e  s t a t o r  c u r r e n t  

t e r m s ,  s i n c e  a l l  a r e  i m p u l s i v e  a t  t  = 0 ,  and  we c o u l d  

w r i t e  tw o  s i m u l t a n e o u s  o p e r a t i o n a l  e q u a t i o n s  f o r  t h e  ©e 

w h o le  a r r a n g e m e n t

i  * f a  s. ( S t a t o r  c u r r e n t  p h a s e  1 d u e  t o  I f )
**(68)

S. ^ f a  iai ■

i., b e i n g  u n d e r s t o o d  t o  i n d i c a t e  o n l y  t h e  t r a n s i e n t  p a r t  o f  

t h e  r o t o r  c u r r e n t  *

T h e s e  e q u a t i o n s  c o u l d  t h e n  b e  s o l v e d  b y  o r d i n a r y  

a l g e b r a i c  m e th o d s*  The c r u x  o f  t h e  m a t t e r  l i e s  i n  t h e  

n a t u r e  o f  t h e  o p e r a t o r s  fa  an d  f a  , w h ic h  we s h a l l  now 

p r o c e e d  t o  i n v e s t i g a t e .

The o p e r a t o r  fa  i s  o b v io u s  b y  i n s p e c t i o n .  I t  i s  

a p p a r e n t l y  g i v e n  b y

- ( 6 7 )

f o r  t h i s  o p e r a t o r ,  a p p l i e d  t o  t h e  r o t o r  c u r r e n t ,  g i v e s  an



e x p r e s s i o n  f o r  t h e  s t a t o r  c u r r e n t  e q u a l  t o  t h a t  g i v e n  i n  

e q u a t i o n  ( 5 2 ) .

The o p e r a t o r  i s  n o t  b y  an y  m ean s  s o  o b v i o u s .  I t  

i s  an  o p e r a t o r  w h ic h ,  a p p l i e d  t o  an  e x p r e s s i o n  s u c h  a s  t h e  

r i g h t - h a n d  s i d e  o f  e q u a t i o n  ( 5 2 )  w i l l  g i v e  an  e x p r e s s i o n  

s u c h  a s  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e  o f  e q u a t i o n  ( 6 5 ) .  The 

d i f f i c u l t y  i s  t h a t  t h i s  " R e f l e c t i o n "  i s  r e a l l y  t h e  

c o m b in e d  e f f e c t  o f  t h r e e  -  o r  n  -  p h a s e s ,  t h i s  c o m b in in g  

c a u s i n g  a l l  t e r m s  i n v o l v i n g  # t o  d i s a p p e a r .  W i th  a n y  

s i n g l e  o p e r a t o r ,  t e r m s  s u c h  a s  t  ' t u r n  u p ;  t h e r e  i s  

n o t  a t  f i r s t  g l a n c e  an y  way t o  g e t  r i d  o f  th e m  i f  we t r y  

t o  t r e a t  t h e  s t a t o r  w in d in g  a s  an  e q u i v a l e n t  s i n g l e  

p h a s e .

A c t u a l l y ,  h o w e v e r ,  t h e  d e s i r e d  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  

r o t o r  c u r r e n t  may b e  o b t a i n e d  b y  o p e r a t i n g  on t h e  tw o  

h a l v e s  o f  t h e  s t a t o r  c u r r e n t  e x p r e s s i o n  w i t h  tw o  d i f f e r e n t  

op e r  a t  o r s  • e  . g . ,

S t  a t  o r  c u r r e n t  ~ |  1 * ■l] — (5 2 )

O p e r a t e  on t h e  f i r s t  h a l f  o f  t h i s  e x p r e s s i o n  w i t h  

t h e  o p e r a t o r  , an d  on t h e  s e c o n d  h a l f  w i t h  t h e

o p e r a t o r  • Then  we g e t  : -

V * ■ *  &  ffc-i] —  (6 8 )

o r ,  by  " S h i f t i n g " ,

w h ic h ,  b e i n g  i d e n t i c a l  w i t h  e q u a t i o n  ( 6 5 ) ,  i s  t h e  d e s i r e d  

e x p r e s s i o n .

T h i s  i n d i c a t e s  t h a t  t h e  d e s i r e d  t r a n s f o r m a t i o n s  may 

b e  m ad e , n o t  by  r e g a r d i n g  t h e  w h o le  s t a t o r  s y s t e m  a s  a  

s i n g l e  c i r c u i t ,  b u t  b y  f i r s t  r e d u c i n g  t o  t h i s  s i n g l e  

c i r c u i t ,  a n d  t h e n  s p l i t t i n g  i t  u p  i n t o  tw o  p a r t s ,  t h e  

c u r r e n t  i n  e a c h  p a r t  b e i n g  g i v e n  by  t h e  tw o  h a l v e s  o f  

t h e  e x p r e s s i o n  i n  e q u a t i o n  ( 5 2 ) ;  t h e s e  c u r r e n t s  a r e  

a c t u a l l y  i m a g i n a r y ,  s i n c e  t h e  o p e r a t o r s  f o r  o b t a i n i n g  

th e m  f ro m  t h e  r o t o r  c u r r e n t  a r e  i m a g i n a r y ,  b u t  t h e i r  sum



i s  r e a l ,  an d  i s  t h e  t r u e  s t a t o r  c u r r e n t ,  p h a s e  1* F u r t h e r ,  

e q u a t i o n  (5 2 )  g i v e s  t h e  f u l l  s t a t o r  c u r r e n t  t e r m ,  an d  y e t  

o n l y  i n v o l v e s  t e r m s  p r o d u c e d  i n  t h e  tw o  h y p o t h e t i c a l  s t a t o r  

c i r c u i t s  b y  t h e  r o t o r  c u r r e n t .  T h u s  i t  a p p e a r s  t h a t  t h e  

tw o  s t a t o r  c i r c u i t s  m u s t  b e  r e g a r d e d  a s  m u t u a l l y  i n d e p e n d a n t ,  

s i n c e  t h e  c u r r e n t  t e r m s  o f  e a c h  c o n t a i n  n o  t e r m s  p r o d u c e d  

by  t h e  o t h e r  -  t h a t  i s ,  t h e i r  m u tu a l  im p e d a n c e  i s  z e r o .

T he d i a g r a m ,  F i g  21 , show s tw o  c o m p l e t e  r e f l e c t i o n s  o f  

r o t o r  c u r r e n t ,  an d  s e r v e s  t o  i l l u s t r a t e  t h e  a b o v e  r e a s o n i n g .

N o te  t h a t  t h e  tw o  t e r m s  o f  r o t o r  c u r r e n t  r e s u l t i n g  

f r o m  t h e  tw o  s t a t o r  c u r r e n t s  a r e  c o n d e n s e d  i n t o  one  t e r m .

T h i s  i s  n e c e s s a r y ,  f o r  a l t h o u g h  t h e  s t a t o r  c i r c u i t s ,  a  a n d  b ,  

do n o t  i n f l u e n c e  e a c h  o t h e r  d i r e c t l y ,  n e v e r t h e l e s s  t h e  

t e r m  o f  r o t o r  c u r r e n t  due  t o  on e  s t a t o r  c i r c u i t  a f f e c t s  

t h e  o t h e r  s t a t o r  c i r c u i t  -  i . e . ,  t h e y  a f f e c t  e a c h  o t h e r  

i n d i r e c t l y .  T h i s  may b e  s e e n  f ro m  t h e  d i a g r a m ,  F ig  2 1 .

I f  t h e  tw o  r o t o r  c u r r e n t  t e r m s  w e re  n o t  c o m b in e d ,  b u t  

w e re  t a b u l a t e d  u n d e r  t h e  s t a t o r  c i r c u i t  t e r m s  w h ic h

c a u s e d  th e m ,  we w o u ld ,  f o r  i n s t a n c e ,  l o s e  t h e  t e r m  d u e  t o
%

t h e  r o t o r  c u r r e n t  V* £ (fi) F(P? 1 ( i t s e l f  r e s u l t i n g  f ro m  

c i r c u i t  b )  i n  t h e  s t a t o r  c i r c u i t  a ,  t h i s  t e r m  b e i n g  

~ . T h u s  t h e  s t a t o r  c u r r e n t  t e r m s  m u s t  

b e  k e p t  s e p a r a t e  w i t h  t h e i r  i m a g i n a r y  c i r c u i t s ,  b u t  t h e  

r o t o r  t e r m s  a t  e a c h  s t a g e  m u s t  b e  summed u p  t o  g i v e  a  

s i n g l e  e x p r e s s i o n .

I n  c o n n e c t i o n  w i t h  t h i s  n o t e ,  i t  i s  w o r t h  m e n t i o n i n g  

a t  t h i s  s t a g e  t h a t  when t h e  r o t o r  c i r c u i t  i s  i t 3 e l f  

p o l y p h a s e ,  t h e n  t h e  r o t o r  t e r m s  m u s t  be  k e p t  s e p a r a t e .

I n  t h i s  c a s e ,  t h e  r o t o r  s y s t e m  i s  a l s o  r e g a r d e d  a s  tw o  

e q u i v a l e n t  i m a g i n a r y  c i r c u i t s ,  a n d  we o b t a i n  t h e  c o n d i t i o n  

t h a t  r o t o r  a  an d  s t a t o r  a  a r e  c o u p l e d ,  an d  r o t o r  b  a n d  

s t a t o r  b  a r e  c o u p l e d ,  b u t  r o t o r  a  a n d  s t a t o r  a  a r e  q u i t e  

i n d e p e n d a n t  o f  r o t o r  b an d  s t a t o r  b .  I n  f a c t ,  a l l  

s y m m e t r i c a l  p o l y p h a s e  s y s te m s  may b e  s p l i t  u p  i n t o  tw o  

i m a g i n a r y  p a r t s  a s  a b o v e .  The q u e s t i o n  w i l l  b e  t r e a t e d  

*n  d e t a i l  l a t e r .
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We h a v e  now r e d u c e d  t h e  s h o r t - c i r c u i t  c a s e  t o  an  

e q u i v a l e n t  c a s e  i n v o l v i n g  t h r e e  s t a t i c  c o u p l e d  c i r c u i t s ,  

c i r c u i t s  w h ic h  d i f f e r ,  i t  i s  t r u e ,  f ro m  any  n o r m a l  s t a t i c  

c i r c u i t s ,  b u t  w h ic h  a r e  a m e n a b le  t o  o r d i n a r y  m a t h e m a t i c a l  

t r e a t m e n t .  We h a v e  t h e  f o l l o w i n g  s t a t e m e n t s  j -

T o t a l  c u r r e n t  i n d u c e d  i n  s t a t o r  a  b y  r o t o r  c u r r e n t

( t e r m  du e  t o  I ,  ) — (6 9 )

T o t a l  c u r r e n t  i n d u c e d  i n  s t a t o r  b  b y  r o t o r  c u r r e n t  

= s * ( t e r m  due  t o  I f ) — (7 0 )

( t h e s e  tw o  c i r c u i t s  b e i n g  m u t u a l l y  i n d e p e n d a n t . )

T o t a l  c u r r e n t  i n d u c e d  i n  r o t o r  b y  s t a t o r  a  c u r r e n t
■n Cp cri(,*t+0o) . frf’t \

~ *  Zjio t  *sa. — (7 1 )

T o t a l  c u r r e n t  i n d u c e d  i n  r o t o r  b y  s t a t o r  b c u r r e n t

« ' -  * - f e - <.* — (72)

T he sum o f  t h e s e  l a s t  tw o  t e r m s  i s ,  o f  c o u r s e ,  , 

t h e  t o t a l  r o t o r  t r a n s i e n t  c u r r e n t .

I t  h a s  b e e n  shown -  e q u a t i o n  (3 2 )  -  t h a t  t h e  f i r s t

t e r m  o f  s t a t o r  c u r r e n t  i s

- _ _ j. . c 1° -̂ Y. ( c‘ %>— — 4  . /»$> _zif___ /j j __ f ̂ P ^
S i  "  z  Z s / p )  L & f '  i 10 L  P + t *  \ £ & )

O b v i o u s l y ,  t h e  f i r s t  o f  t h e s e  t e r m s  i s  t h a t  p r o d u c e d  

i n  s t a t o r  a ,  a n d  t h e  s e c o n d  t h a t  p r o d u c e d  i n  s t a t o r  b .

T h u s ,  e q u a t i o n s  (6 9 )  -  (7 2 )  may b e  w r i t t e n

*'54

Sb

_ i  - £ jl J f r + W  . _ t_ S jl.  j  i  /1712 \2 ZtfP) t  -S  r - i *  *x — (7 3 )
. i  S .P,, —1'3> - i V ... r .

2 C* eri('dt+0o) „ ^  .

= “ 2 f <1* ““ J  Zrfp> £ Sb - - ( 7 5 )

T he u s u a l  way o f  w r i t i n g  t h e  e q u a t i o n s  f o r  a  g r o u p  

o f  c o u p l e d  c i r c u i t s  i s  t o  k e e p  t h e  c u r r e n t  an d  im p e d a n c e  

o p e r a t o r s  on t h e  l e f t ,  e a c h  c u r r e n t  w i t h  i t s  own c o lu m n ,  

an d  t h e  a p p l i e d  v o l t a g e s  on t h e  r i g h t .  The ab o v e  

e q u a t i o n s  may b e  r e a r r a n g e d  I n  t h i s  m a n n e r ,  t o  g i v e  

% . , p ,  =  0  — (76.)

i c Pe*“\  * % ,,, ^  — (7 7 )

’ o -f- Zs/f> <s(, * />ijJ 4  — (7 8 )



P u t  i n  t h i s  w ay , i t  i s  o b v io u s  w h a t  t h e  e q u a t i o n s  

r e p r e s e n t .  E q n . ( 7 6 )  h a s  on i t s  l e f t - h a n d  s i d e  t h e  sum 

o f  a l l  t h e  i n d u c e d  v o l t a g e s  i n  t h e  r o t o r  c i r c u i t ,  t h e  

r i g h t - h a n d  s i d e  (= -ze ro )  b e i n g  t h e  t o t a l  a p p l i e d  v o l t a g e .  

T h i s  i s  z e r o ,  a n d  n o t  I^R , b e c a u s e  t h e  f i r s t  t e r m  o f  

r o t o r  c u r r e n t ,  I f ; i s  n o t  i n c l u d e d  i n  i t f i ( o f .  e q n . ( 3 5 ) ,  

P a r t  I .  ) E q n .  (7 7 )  h a s  i t s  l e f t - h a n d  s i d e  e q u a l  t o  

t h e  t o t a l  i n d u c e d  v o l t a g e s  i n  s t a t o r  c i r c u i t  a ,  w h i l e  i t s  

r i g h t - h a n d  s i d e  i s  t h e  t o t a l  v o l t a g e  i n  t h i s  c i r c u i t  due  

t o  t h e  r o t o r  c u r r e n t  : ( c f .  e q n s .  ( 3 4 ) ,  P a r t  I . )

E q n .  ( 7 8 )  i s  s i m i l a r ,  b u t  f o r  s t a t o r  c i r c u i t  b • The 

p h en o m en o n  i s ,  i n  f a c t ,  r e g a r d e d  a s  s t a r t i n g  w i t h  t h e  

s u d d e n  a p p l i c a t i o n  o f  d i s c o n t i n u o u s  v o l t a g e  f ro m  an 

o u t s i d e  s o u r c e  t o  t h e  s t a t o r ,  w h ic h  i s  e x a c t l y  e q u i v a l e n t  

t o  t h e  t r u e  s t a t e  o f  a f f a i r s ,  p r o v i d e d  we rem em b er t o  ad d  

1^ t o  t h e  f i e l d  c u r r e n t  s o  o b t a i n e d .  T h i s  c h a n g e  o f  

s t a r t i n g  p o i n t  i s  o f  c o u r s e  n e c e s s i t a t e d  by  t h e  i r r e g u l a r  

i n d u c t i o n  c o n d i t i o n s  h o l d i n g  f o r  t h e  f i r s t  s t a t o r  c u r r e n t  

t e r m ,  w h ic h  h a v e  a l r e a d y  b e e n  d i s c u s s e d .  C o n d i t i o n s  

t h e r e a f t e r  a r e  u n i f o r m ,  a n d  t h e s e  e q u a t i o n s  h o l d .

T he  e q u a t i o n s  a b o v e  d i f f e r  f ro m  t h o s e  o b t a i n e d  w i t h  

o r d i n a r y  s t a t i c  a n a l y s i s  i n  v a r i o u s  w a y s .  I n  t h e  f i r s t  

p l a c e ,  t h e  m u tu a l  im p e d a n c e s  b e tw e e n  t h e  r o t o r  c i r c u i t  

a n d  e i t h e r  o f  t h e  tw o  s t a t o r  e q u i v a l e n t  p h a s e s  a r e  n o t  

t h e  sam e i n  b o t h  d i r e c t i o n s ;  t h i s  i s  p a r t l y  on a c c o u n t  

o f  t h e  r o t a t i o n  o f  t h e  m a c h in e ,  t h e  s i g n  o f  t h e  e x p o n e n t i a l  

b e i n g  r e v e r s e d ,  an d  p a r t l y  on a c c o u n t  o f  t h e  f a c t  t h a t  t h e  

tw o  s t a t o r  c i r c u i t s  a r e  e q u i v a l e n t  t o  t h e  n  s t a t o r  p h a s e s ,  

s o  t h a t  t h e i r  e f f e c t  i s  i n c r e a s e d  n - f o l d .  F u r t h e r ,  t h e  

v a r i o u s  o p e r a t i o n a l  e x p r e s s i o n s  on t h e  l e f t - h a n d  s i d e  

c o n t a i n  f u n c t i o n s  o f  t- w h ic h  c a n n o t  b e  rem o v ed  w i t h o u t  

a l t e r i n g  t h e  d e p e n d a n t  v a r i a b l e s ,  i,. , i sa, a n d  i 5fc.

S in c e  t h e  p o s i t i o n  o f  t h e s e  f u n c t i o n s  i n  t h e  r e s u l t i n g  

e x p r e s s i o n  f o r  any  o f  t h e  c u r r e n t s  i s  i m p o r t a n t ,  o r d i n a r y  

d e t e r m i n a n t a l  m e th o d s  may n o t  be  u s e d ,  and  t h e  e q u a t i o n s  

m u s t  b e  s o l to e d  by . o t h e r  , m e th o d s .  F o r  i n s t a n c e ,  l e t



u s  c o n s i d e r  t h e  s i m p l e  c a s e  o f  tw o  s i m u l t a n e o u s  e q u a t i o n s ,  

f i r s t  t h e  n o r m a l  f o r m ,  an d  t h e n  o f  t h e  f o r m  o f  e q n s .

( 7 6 )  -  ( 7 8 ) :  i . e . ,  i n v o l v i n g  " m ix e d ” o p e r a t o r s .  The 

n o r m a l  fo r m  w o u ld  b e

+  b, y r  o,
—  (7 9 )

a xx  + bz y -  c z 

The d e t e r m i n a n t a l  s o l u t i o n  o f  t h e s e  e q u a t i o n s  w o u ld  

b e  o b t a i n e d  by  r e a s o n i n g  a s  b e lo w

M u l t i p l y i n g  t h e  1 s t  l i n e  by  bz , an d  t h e  2nd  by  bf 

( a ,  bx +  a Ab, )x  +  (b, ba — bx b, )y ^ (c , bz -  cz b, )

o, bz — cx b,
c, b,
c, b„

o r  x  = —------------------   = — ;------- ;—  — (8 0 )
a, bz -  a t b (

a s  (b , \  — bz b f ) * 0

a, bf 
a a bzl

I f ,  h o w e v e r ,  t h e  e q u a t i o n s  a r e  o f  t h e  s e c o n d  fo rm ,  

t h i s  m e th o d  o f  a t t a c k  b r e a k s  down. The e q u a t i o n s  w o u ld  

b e  o f  t h e  fo rm

*. +■ ir.M % -  %,(r) i  
a -i-r , J ~ < 8 1 >* *■ y 9 1-M *

A p p ly in g  t h e  m e th o d  o u t l i n e d  above

[ f jr )  h tio -  tip) M biro t 1*'} *• * I  tip.7 i t p ) ^ ~  t/p) ^ t ip )}  y * [tipi ^ m ] i  (8  S )

H e r e  t h e  c o e f f i c i e n t  o f  y d o e s  n o t  v a n i s h ,  f o r  t h o u g h

i t s  tw o  h a l v e s  c o n t a i n  t h e  same f a c t o r s ,  t h e s e  f a c t o r s

a r e  n o t  i n  t h e  same o r d e r ;  i f  s h i f t i n g  b e  e m p lo y e d ,  t h e

e q u a t i o n  becom es

[tito  i w  ~ t,lp> f a - w ] *  + [ t/f> tip) m I tfrrf,lr> ~ tip) pf»J i

an d  x  c a n n o t  t h e r e f o r e  b e  e x p r e s s e d  a s  a  s im p le  r a t i o  o f  

d e t e r m i n a n t s ,  a s  i n  e q u a t i o n  ( 8 0 ) .  The c o r r e c t  s o l u t i o n  

f o r  x may be o b t a i n e d  by f i r s t  d i v i d i n g  t h e  s e c o n d  o f  t h e  

two o r i g i n a l  e q u a t i o n s  by fjpy, and t h e n  o p e r a t i n g  on e a c h  

t e r m  i n  i t  w i t h  t h e  o p e r a t o r  j v i z .  -

S e c o n d  e q u a t i o n  becom es
&(1°1 'i** ^  A
* lr i ' *  '  ?  ■ • ‘  x,„

an d  t h e n  t<M ? * th * 1''* KM

S u b t r a c t i n g  f ro m  f i r s t

ktf±£L ] - f x , . ,  -  + —32— I A



T h i s  l a s t  e q u a t i o n  may b e  r e a r r a n g e d  t o  g i v e  t h e  

c o r r e c t  s o l u t i o n ,  v i z .  -

(f9 -  i  «*») ♦1'fx (f>-i *>). <p< (P> —  (i°'i (p)A (f'i " 0

I t  i s  t h u s  a p p a r e n t  t h a t  i f  t h e  e q u a t i o n s  c o n t a i n

" m ix e d ” o p e r a t o r s ,  d e t e r m i n a n t a l  s o l u t i o n  i 3  i n v a l i d ,
( o t h e r )
a n d / a l g e b r a i c  m e th o d s  o f  e l i m i n a t i n g  u n w a n te d  v a r i a b l e s  

m u s t  b e  e m p lo y e d .  The m e th o d  o f  E q u i v a l e n t  C i r c u i t s  

a lw a y s  r e s u l t s  i n  a  s e t  o f  s u c h  e q u a t i o n s ,  a s  (7 6 )  -  ( 7 8 )  

a b o v e .

B e a r i n g  t h e s e  p o i n t s  i n  m in d ,  we may p r o c e e d  t o  

e v a l u a t e  t h e  c u r r e n t s  i n  t h e  c a s e  u n d e r  c o n s i d e r a t i o n .

a .  T he  r o t o r  c u r r e n t .

E q n s .  (7 7 )  an d  (7 8 )  may b e  r e w r i t t e n

i  —  c &  i A _  r  i  _  J. S fL  p i b r + M .  - - ( 8 4 )

; -  . ± .Cp *’i& j  y, _ X- . Cf c-ifar+fJ • - - ( 8 5 )

S u b s t i t u t i n g  t h e s e  v a l u e s  i n  e q n .  ( 7 6 ) ,  we h a v e

y  ;  x  i l e .  t  4 - i S d L  \ . £ r  J f c ^ L j J Z e .  C l9‘ -ju> r A - 1  £& **$: 1 -/7 — ( « «  }
Zrtnt* f  p z ifJ  TT*1*1 z% ^  rJ z p 2Zstol  U K )

A p p ly in g  " S h i f t i n g "  t h r o u g h o u t ,  a n d  c o l l e c t i n g  t e r m s

i n v o l v i n g  jLr

(Y  -  '£ c \~ £ ± k £ .  -  H r 1 ■»**̂  —  7k r 1 f * iU> i a  *  T 4  +■ — r 1* .  —J*1* P T 4  =* f )
r M * f  r  * **& *• f  M-*'' +cpz,/rt-» r  r-»  f

a a  J  - ______________ ^ | M H  *  T  J

1 - e *’ r  1  f

o r  -i = ------------------------------------------  j_  — (8 7 )

w h ic h  e q u a t i o n ,  b e in g  i d e n t i c a l  w i t h  t h a t  o b t a i n e d  b e f o r e ,  

( e q n .  4 5 ) ,  g i v e s  t h e  c o r r e c t  s o l u t i o n  f o r  i T .

Once a g a i n ,  t h e  m e th o d  a p p e a r s  l o n g ,  b u t  i n  r e a l i t y  

i 3 v e r y  s i m p l e .  When t h e  f u n d a m e n t a l s  a r e  g r a s p e d ,  a n d  

t h e  mode o f  r e a s o n i n g  u n d e r s t o o d ,  t h e  p r o b le m  may b e  

commenced w i t h  t h e  w r i t i n g  o f  e q n s .  (7 6 )  -  ( 7 8 ) ,  t h e  o n l y  

r e a s o n i n g  t h e r e a f t e r  b e i n g  shown i n  t h e  a b o v e  s i m p l e  

s o l u t i o n  o f  t h e s e  e q u a t i o n s .  The f i n a l  o p e r a t i o n a l  

e x p r e s s i o n  f o r  t h e  c u r r e n t  i s  s o l v e d  by  t h e  e x p a n s i o n  

th e o r e m ,  a s  b e f o r e .



7 1 .

b . The a t  a t  or c u r r e n t .

T he t r a n s i e n t  c u r r e n t  i n  t h e  s t a t o r  may b e  c a l c u l a t e d  

v e r y  s i m p l y  b y  t h e  s u b s t i t u t i o n  o f  i ^ i n  t h e  f u n d a m e n t a l  

e q u a t i o n s ,  (7 7 )  an d  ( 7 8 ) .  The p r o c e d u r e  i s  a s  f o l l o w s

I t  i s  a p p a r e n t  t h a t  jLs«. an d  l sb a r e  c o n j u g a t e  c o m p le x  

q u a n t i t i e s .  I t  i s  t h e r e f o r e  o n ly  n e c e s s a r y  t o  e v a l u a t e  

on e  o f  th e m ,  s a y  i,.,, a n d  t h e n  d o u b le  i t s  r e a l  p a r t  t o  g e t  

t h e i r  sum , t h e  t r u e  p h a s e  1 s t a t o r  c u r r e n t .

T h u s  we may w r i t e
I C to fitfo ju» T J _ I Cp rifat+Z) • . . . «

7 ^ I d  -  n £ r>l  — ( 8 4 )

S u b s t i t u t i n g  t h e  o p e r a t i o n a l  s o l u t i o n  o f  i r a l r e a d y  

f o u n d ,  e q n .  ( 5 5 ) ,  ,
• ___//■> c i % pju3 i- j ^ i. c p r g~' * _ 7 ̂  .

'S* -  2  Cc (F.iw)ZsfF) ^  Z-Ztir'f' {?* ^[s*^]p2 +[•»*■***&+-%]? — ( 8 8 )

o r ,  b y  " S h i f t i n g "

C  {{*.♦rLl i *-^3*& ♦ W rrt*  . 5 - ^ . 2 - ( 8 9 )

T h i s  o p e r a t i o n a l  e x p r e s s i o n  may o b v i o u s l y  b e  c o n s i d e r e d  

i n  tw o  p a r t s .

i . F i r s t  p a r t .

F o r  t h i s  p a r t ,  t h e  e q u a t i o n  i s  

-i* . = '  t U 'e‘^k ( , . % I f l  — ( 9 0 )

a n d  t h i s  e q u a t i o n  o b v i o u s l y  g i v e s  t h e  c u r r e n t  i n  t h e  s t a t o r  

d u e  t o  t h e  f i r s t  t e r r a  o f  r o t o r  c u r r e n t ,  t h e  n o r m a l  f i e l d  

c u r r e n t ,  I ,  .

By t h e  e x p a n s i o n  th e o r e m

Ji£L ,  o
Z(o) u

I t k l ,
2 L>

_ „ r /____ L , y . wk
" " c r* b w h e re  j* » tan  -sf

F u l l  s t a t o r  c u r r e n t  d u e  t o  t h i s  r o o t ,  o b t a i n e d  b y  d o u b l i n g  

a n d  t a k i n g  r e a l  p a r t s

i sj = — ) i  a s  Rs i s  s m a l l  r e l .  t o  «JLS ,

o r  i  * + ^  *** i  "*“ (9 1 )Sl * Ls
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Y(m  -  l n cid A.c r - t hZ  Lj * ju> ♦

■s x Clj.ic i -ifa-fi)
{^ 7 ^ 7  Zi

F u l l  s t a t o r  c u r r e n t  due  t o  t h i s  r o o t  : -
* CJ *■”*

i s, *  * sin(ot + 0'~3 )j_ a s  a b o v e ,  

o r  i si h cos(u)t+&)£ - - ( 9 2 )

T h u s  t h e  f u l l  s t a t o r  c u r r e n t ,  p h a s e  1 ,  d u e  t o  t h e  

f i r s t  e x p r e s s i o n  i n  e q n .  (8 9 )  , an d  t h u s  d u e  t o  t h e  

n o r m a l  f i e l d  c u r r e n t ,  I # , i s  g i v e n  by  : -

K  ~ ~ Cls* j" cos(u>t + &B) — e cos J  i- - - ( 9 3 )

i i . S e c o n d  p a r t .

F o r  t h i s  p a r t ,  t h e  e q u a t i o n  i s

•   l s' ri&o__________ a' If I*"I**) Vy>n««>) t q + \
2 V Zs(pŷ (p-î >)i + [s * ■ * ■  [<ol* s-fjf

As t h e  a u x i l i a r y  e q u a t i o n  f o r  i*. ( c f . e q n .  55 ) h a s  

t h e  r o o t s  <*, a n d  >«-/•>?, t h e  ab o v e  e q u a t i o n  may b e

w r i t t e n  : -

J  _  I r  1 “/  _  _  (  O K  \

^ Ls [ P* *][(p-s*3) ~*][(P'S•>)-(/*r> tyjfr-i*) "6“'J **)]

A f u l l  s y m b o l i c  s o l u t i o n  o f  t h i s  e q u a t i o n  w o u ld  b e  

u n w i e l d l y ,  t h o u g h  t h e  s o l u t i o n  f o r  a  n u m e r i c a l  c a s e  may 

r e a d i l y  b e  o b t a i n e d .  The v a l u e s  o f  * ,  /* ,  an d  g i v e n

b e f o r e  -  e q n s .  ( 6 3 )  -  w i l l  b e  t a k e n  a s  g i v i n g  a  s u f f i c i e n t l y  

g o o d  a p p r o x i m a t i o n ,  i . e . ,

a = " «r<
—  (6 3 )

W ith  t h e s e  v a l u e s ,  e q n .  (9 3 )  r e d u c e s  t o

i  -  _ i  Cto'!* f i*o !-<’ --------  -----  A  (96 )

A p p ly in g  t h e  e x p a n s i o n  th e o r e m

A (o')

Y/.c) i cuĵ A. f z**̂ /  ,  ̂ ii
~ ~~ z tf'/ i MJ [- * v‘J

__ ; C to)*Jf- c i /-<*. ... 7*'
~ Z  Lt e> [&**) £&♦/*■) *-7iu,JL 5V‘j

( o v e r )



Vr-s) _  i c u>'-Z* > - V  i  /
Henc© -s#ko ~ 2 . l3 ^ ■*“> "^FT

a s  u> i s  l a r g e  c o m p a re d  w i t h  s ,  a ,  o r
. ^ ~ 3) -  I Cuflp /-tf1 ei& / c'i,r_ _ _ S _ _ _< « -S ts'c-i) ~  z  Z-s <r' c J»‘ C s|-^£'J

y  I  C l t  ci&o

W T

% L

F u l l  s t a t o r  c u r r e n t  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h i s  r o o t  : -

**, =  cos 9a i  — ( 9 7 )

w h ic h  t h e r e f o r e  c a n c e l s  o u t  w i t h  t h a t  g i v e n  i n  e q n .  ( 9 1 ) .

y^;iu» _  _ x  q  £  /~<f'/ It «■>* ________ fat + ,ju>)__________

=: 4>£i* -L c~& -J-' 2  4 Lf tf c

F u l l  s t a t o r  c u r r e n t  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h i s  r o o t  : -

i 9( = -  ^  -1—  £.** cosfat + 0g) i  — (9 8 )

tz. - 1 r ci°o / - f ' JLiL ____ ____________
£«•>»»«:> 2  <r' [&*'"■') +j wj £*i->/

* i  /- c i j w ' 1 o . ,  cJ*  ̂ q i x / j  i s  / ĉ *'*— 2 C C- (j" ^ -C*OC 2io fc ii?* ?i#

— * Cl,, /-f' 1 fTi71-i&o
~ Z ij 2 £ C

F u l l  s t a t o r  c u r r e n t  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h i s  r o o t  : -

■cs> « + ~lffr cos(2a>r+ 0e) i. - —(99  )

V/A\ ~  _  i  y~cig«» ' - g ' j x  (O1—---- ——^ --- -- ------- -
3 <r' lj L***QLf*-4 -jWF2I«J

r  - r i  /• c /*»_£=£' J* U  J± £  %  * f_______ L * ’ » _L c=. ZCt ^  ( 2 —  )S f  il^ Y s » S *»*

F u l l  s t a t o r  c u r r e n t  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h i s  r o o t  i -

<  ^  a i  9° i  - - ( 1 0 0 )
5/ WJ

The w h o le  s t a t o r  p h a s e  1 c u r r e n t  i s  g i v e n  b y  t h e  sum 

o f  t h e  c u r r e n t s  i n  e q n s .  9 1 ,  9 2 ,  9 7 ,  9 8 ,  9 9 ,  an d  1 0 0 .

E q n s .  91  a n d  97 c a n c e l  o u t ,  so  t h a t  t h e  t o t a l  s t a t o r  

s h o r t - c i r c u i t  c u r r e n t  i s  g i v e n  by  : -

\  ~ ~~ co$(or+0a) * C * -  ~77r t*  cosfat *&a) ~ t Mcosff^i —  (1 0 1 )

t h e  c u r r e n t s  i n  p h a s e s  2 ,  3 & c . ,  b e i n g  o b t a i n e d  b y  

s u b s t i t u t i n g  t h e  v a l u e s  ($> —̂ c)> & 0# f o r  0g i n  t h e

a b o v e  e q u a t i o n .

T h i s  e q u a t i o n  i s  i d e n t i c a l  w i t h  t h a t  o b t a i n e d  b y  

S h im id z u  a n d  I t o  -  (E q n .  3 7 a ,  P a r t  l )  -  b e a r i n g  i n  m in d



f  •

t h a t  t h e  v a r i a b l e  t  i n  t h e i r  e q u a t i o n  r e p r e s e n t s  t i m e  

a f t e r  t h e  r o t o r  c o i l  h a s  p a s s e d  z e r o  p o s i t i o n ,  and  n o t  

a f t e r  s h o r t - c i r c u i t ,  t h u s  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  v a r i a b l e

a b o v e ,  a n d  s o  o n .

T h i s  m e th o d  i s  v e r y  s i m p l e ,  f o r  n o t h i n g  b u t  o r d i n a r y  

a l g e b r a i c  p r o c e s s e s  h a s  b e e n  u s e d  t h r o u g h o u t .  F u r t h e r ,  

a s  h a s  b e e n  e x p l a i n e d ,  o n c e  t h e  p r i n c i p l e s  o f  t h e  m e th o d  

a r e  g r a s p e d ,  i t  may b e  c o n s i d e r a b l y  s h o r t e n e d .  I t  i s  o f  

i n t e r e s t  t h a t  s i m p l i f i c a t i o n  o f  a n a l y s i s  i s  o b t a i n e d ,  n o t  

b y  r e d u c i n g  t o  t h e  s m a l l e s t  n u m b er  o f  e q u i v a l e n t  c i r c u i t s ,  

b u t  b y  r e d u c i n g  t o  t h i s  s m a l l e s t  n u m b er  f i r s t  -  ( tw o ,  i n  

t h e  c a s e  c o n s i d e r e d  a b o v e )  -  and  t h e n  s u b s t i t u t i n g  tw o 

i n d e p e n d a n t  an d  i m a g i n a r y  c i r c u i t s  f o r  e a c h  s y s te m  o f  

d i s t r i b u t e d  w i n d i n g s .  The w ord ’’I m a g i n a r y ” i s  p a r t i c u l a r l y  

a p t  i n  t h i s  c o n n e c t i o n ,  f o r  t h e  tw o c i r c u i t s  a r e  i m a g i n a r y  

i n  t h e  o r d i n a r y  s e n s e  o f  t h e  w o rd ,  i n  t h a t  t h e y  h a v e  n o  

r e a l  e x i s t e n c e ,  an d  i m a g i n a r y  i n  t h e  m a t h e m a t i c a l  s e n s e  

o f  t h e  w o rd ,  i n  t h a t  t h e  c u r r e n t s  f l o w i n g  i n  e a c h  a r e  

c o m p le x  f u n c t i o n s .

The m e th o d  may b e  e x t e n d e d  i n d e f i n i t e l y ,  f o r  any  

n u m b er  o f  c i r c u i t s  -  dam p er w in d in g s  <& c .  -  t h e  d i f f i c u l t i e s  

l y i n g  o n l y  i n  t h e  a r i t h m e t i c ,  and  n o t  i n  t h e  s o l u t i o n s  o f  

t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s ,  p e r  s e .  B e f o r e  sh o w in g  t h e s e  

e x t e n s i o n s ,  h o w e v e r ,  t h e  r e s u l t s  shown ab o v e  w i l l  b e  

w orked  o u t  f o r  a  p r a c t i c a l  a l t e r n a t o r .

3 .  N u m e r i c a l  A p p l i c a t i o n  o f  R e s u l t s  t o  a  S p e c i f i c  C a s e .

a .  Maximum v a l u e s  an d  w o r s t  c o n d i t i o n s .

T he r e s u l t s  o f  P a r t  I I I ,  AS, show t h a t  t h e  f u l l  

e q u a t i o n s  f o r  r o t o r  a n d  s t a t o r  c u r r e n t s  a t  t i m e  t̂ a f t e r  

s h o r t - c i r c u i t  a r e  i -

( t  -f-JO i n  e q n .  ( 1 0 1 ) .  H e n c e ,  ( t  — t 0) i n  e q n .  3 7 a ,  p a r t  1 ,  

c o r r e s p o n d s  w i t h  t. a b o v e ,  an d  ( 2 o t  - ^ t j  i n  t h e  same

e q u a t i o n  c o r r e s p o n d s  w i t h



7 5 .
/

w h e re  <f i s  g i v e n  by  : -

^  / _ LiU -  f  C*

I t  i s  of* i n t e r e s t  t h a t  t h e  r o t o r  c u r r e n t  ^ t r a n s i e n t  

i s  q u i t e  i n d e p e n d a n t  o f  t h e  p o i n t  a t  w h ic h  s h o r t - c i r c u i t  

t a k e s  p l a c e ,  s i n c e  i t  c o n t a i n s  n o  f u n c t i o n  o f  0O •

To c a l c u l a t e  t h e  maximum v a l u e s  o f  t h e  s h o r t - c i r c u i t  

c u r r e n t s  t o  a  f i r s t  a p p r o x i m a t i o n ,  i t  w i l l  b e  a ssu m e d  

t h a t  * % /*■ = 0 , s o  t h a t  t h e  e q u a t i o n s  becom e : -

i ,  * I, { <*eJ —  {,102)

a n d  i tt = ~ I* [cos(u>t*&0) + ■dT^m coi(i3t+90) — '-0r cosfrvt +e0) - - 1Trr cos0o"\

~ «' {cos (ot + 9o) --Tr-cosfZvt + Z) cos 0, j ----(1 0 3 )

w h e re  I k= [c/L4] \  i s  t h e  maximum s t e a d y  s h o r t - c i r c u i t  c u r r e n t .

I t  i s  o b v i o u s  b y  i n s p e c t i o n  t h a t  t h e  m ax . v a l u e  o f  i r

o c c u r s  when cOt-7T f o r  a l l  0o , an d  i n  m a g n i tu d e  i s

g i v e n  by

i r — (1 0 4 )rCmo.%) v T ' '

T he s t a t o r  c u r r e n t ,  i s, , i s  a  f u n c t i o n  o f  tw o  

v a r i a b l e s ,  t  a n d  0* . To f i n d  i t s  maximum p o s s i b l e  

v a l u e ,  i t  m u s t  b e  t r e a t e d  a s  s u c h ,  s o  t h a t  i t s  tw o  

p a r t i a l  d e r i v a t i v e s  w i t h  r e s p e c t  t o  t  and  #  m u s t s e p a r a t e l y  

v a n i s h .  i . e . ,

= - I k -fr 90) +■ -̂ jr- sin(2u»t +0e) + sih s 0 - - ( 1 0 5  )

iu. = -Tk-^- [ -  sih(vt + e.) +(!-«' )  s>h(2»t + %)] = o — (1 0 6 )

H e n c e ,  b y  s u b t r a c t i o n  : -

-  S/h (u>tr+ 0e) + ('+<£') sth9t - 0

QJ» S/h (u>tr-b9,) s (/+*') S>h 0o —— ( 107 )

S u b s t i t u t i n g  e q n . ( 1 0 7 )  i n  e q n . ( 1 0 5 ) ,  -  

(/ + *') S'»P0 -  ^

P u t t i n g  £ ( 1  -^<f")=N,  an d  -£(1 -  *”) * M, t h i s  b e c o m e s s -  

N * s i n  0e -  M*| s i n 2 ( ^ t  <%) c o s  £ -  cos2(u>t +Q>) s i n $ J  * 0 

o r  N - s i n # , - M - j i i i s i n ^ c o s ^ c o s ^ t *de) — (1 -8N X s in * 0 „ ) ain&oj *0

Prom  t h e s e  e q u a t i o n s ,  i t  f o l l o w s  t h a t  e i t h e r  s i n £ * 0 , o r : -  

N -  M*j4Ni/{l -  (SNsinft)*} (1 -  s i n * £ ) — 1 +■ 8N as i n ^ 0 J * 0

o r  1 —  8M N ''s in '# , *  414N ^ / d  —4N1s i n 14 ) ( 1 - s i n * ^ )

a s  (M+ N) = i ( l  -  «-') + $ ;(!  +r ' )  9 ! •



T h i s  l a s t  e q u a t i o n  r e d u c e s  t o

/ — 16 tltf*' Sitt*0o +- 64tf2f /4 siif4$it = /6 fIN* j f / - Cl + 4l/1) Sl/I*#, + 4N* sin* 0eJ 

o r  Sihz 9a [/6M2/Y* ~ = / 6 / * V ‘ - /

i  C l h 2 / )  -  -  (4Mlf*-l)(4rtff-t) s  _  fariV+iXJrtiS-t)
1 , e *> sm I 4*y~i\ /Zw 'UmV -,)«

4MN+-
K>rtN*

I . e . ,  s m 0 , . -

= — (1 0 8 )

E q n . ( 1 0 8 )  g i v e s ,  h o w e v e r ,  b y  s u b s t i t u t i o n  i n  e q n .  ( 1 0 7 ) : .  

s in  ( io t  + &0)  s z ' /

w h ic h  i s  i m p o s s i b l e .

T h u s  t h e  o n l y  p o s s i b l e  s o l u t i o n  i s  t h a t  g i v e n  by 

s i n  0„»O, w h ic h  g i v e s  s in (< a t  4- &a) = 0 a l s o *  by e q n . ( 1 0 7 ) .

T h e s e  tw o e q u a t i o n s  g i v e  o f  c o u r s e  s e v e r a l  v a l u e s  

f o r  90 an d  <o t  , some o f  w h ic h  a r e  r e d u n d a n t ) i t  i s  

h o w e v e r  a p p a r e n t  b y  i n s p e c t i o n  o f  t h e  g r a p h s  and  

c o n s i d e r a t i o n  o f  t h e  phenom enon t h a t  t h e  t r u e  maximum 

v a l u e s ,  a s  o p p o s e d  t o  t h e  t u r n i n g  v a l u e s ,  a r e  g i v e n  by  

s u c h  s o l u t i o n s  a s  :~

Ba - Of ITt ZTT, - - rli  f a t  a 7T , 3TF, - -  (2ff-0Tf>

w h i c h  s o l u t i o n s  we s h a l l  p r o c e e d  t o  c o n s i d e r .

W i th  t h e s e  v a l u e s  f o r  and  cot , we h a v e

l si *  -  Tk 7 * /  Jcos {rT+ ( iv -ov]  — cos {(zti+z)TT i - r f ]  — Hf~ cos f m ) J

“ - 1. i -  { (-or" -  ^

* M) r Tk j,  — (1 0 9 )

The w o r s t  c o n d i t i o n s  t h u s  o c c u r  a t  $0* o,TTi —rii% & c . ,  

a n d  cot = Tf , t h e  t o t a l  maximum v a l u e s  o f  t h e  c u r r e n t s  

b e i n g  t h e n  : -

i r - Tt t  rt  — (1 1 0 )

T ' h  — (1 0 9 )

b .  E v a l u a t i o n  o f  t h e  c i r c u i t  c o n s t a n t s .

No d i f f i c u l t y  a t t a c h e s  t o  t h e  e v a l u a t i o n  o f  t h e

r e s i s t a n c e  c o n s t a n t s ,  Rs and  R , , i t  b e in g  rem e m b ered  t h a t  

Rs i s  p h a s e , and  n o t  t e r m i n a l - t o - t e r m i n a l  r e s i s t a n c e .

L„ may b e  m e a s u re d  by  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  a l t e r n a t i n g  

v o l t s  t o  t h e  f i e l d  w i n d i n g ,  t h e  s t a t o r  b e in g  o p e n - c i r c u i t e d .



T he m u t u a l  i n d u c t a n c e  0 may b e  d e d u c e d  f ro m  t h e  

o p e n —c i r c u i t  c h a r a c t e r i s t i c  o f  t h e  m a c h in e ,  f o r  on o p e n -  

c i r c u i t ,  t h e  m ax . v o l t a g e  p e r  p h a s e  i s  g i v e n  b y

•e = c  l f u>

T h u s ,  i f  E i s  t h e  e f f e c t i v e ,  o r  r o o t - m e a n - s q u a r e  

v o l t a g e  p e r  p h a s e  a t  f i e l d  c u r r e n t  I + : -

C- = — (1 1 1 )

T he  i n d u c t a n c e  L s i s  o f  i n t e r e s t .  I t  was g i v e n  by 

t h e  f o r m u l a  : -

L3 l—s *■ M, COS ~n +■ COS ~vC +-   — — ( 16 )

I n  s p i t e  o f  i t s  co m p le x  m a t h e m a t i c a l  f o r m ,  h o w e v e r ,  

i t  i s  s i m p l e  t o  e v a l u a t e ,  f o r  i t  i s  t h e  i n d u c t a n c e  

c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  s o - c a l l e d  " S y n c h ro n o u s  Im p ed an ce"  

o f  t h e  m a c h i n e .  F o r  i f  we w r i t e  t h e  e q u a t i o n s  f o r  t h e  

s t a t o r  p h a s e s  f o r  t h e  s t e a d y  s h o r t - c i r c u i t  s t a t e ,  u s i n g  

t h e  " j "  n o t a t i o n ,  i . e . ,

(Rs i- ) I S, + joM, I „  + = E
.2tr

(Rs + ^ l ; ) i s.  + -  -  + - E £ w

jcoM, I SI + + (R,-* jwL' ) I „  * E e ‘

-  we s e e  t h a t ,  by t h e  r u l e s  f o r  c y c l i c a l l y

s y m m e t r i c a l  d e t e r m i n a n t s  a l r e a d y  d e v e l o p e d ,  I SI i s  g i v e n  b y : -
  £  3 _

l tl = [(R3 <OL;) ■* }*t1̂ ccs *T V- — j
    6^ -  r

= { Ry +■ j **> t L* * M‘ eCt % * “S & * ~ ~ ^ J
g

R ( + i » Li

T h u s  Ls may b e  o b t a i n e d  f ro m  t h e  o p e n -  a n d  s h o r t - c i r c u i t  

c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  m a c h in e .

o .  N u m e r i c a l  e x a m p le .

F o r  c o n v e n i e n c e ,  a  h y p o t h e t i c a ! ^ 4 . 1 t e m a t o r  h a s  b e e n  

t a k e n  i n  t h e  f o l l o w i n g  e x a m p le ,  t h e  o b j e c t  o f  w h ic h  i s  t o  

show t h e  e f f e c t  o f  v a r y i n g  t h e  c o u p l i n g  b e tw e e n  r o t o r  and 

s t a t o r .

I n  t h e  tw o  c a s e s  c o n s i d e r e d ,  t h e  c i r c u i t  c o n s t a n t s  

o t h e r  t h a n  t h e  m u tu a l  i n d u c t a n c e  a r e  i d e n t i c a l .  The



a b s o l u t e  v a l u e s  o f  t h e  c o n s t a n t s  a r e  u n i m p o r t a n t ,  t h e  

q u a n t i t i e s  r ,  s ,  an d  er', ( i . e . ,  ^  ^  _  J n C / 'L ^ j )

b e i n g  s u f f i c i e n t  t o  e s t a b l i s h  t h e  s h a p e s  o f  t h e  c u r v e s  by 

t h e m s e l v e s .

T he  v a l u e s  t a k e n  a r e

i ,  ' r  = 5 ; s  - 1 0  ; « '*  • 1 ; u> = 2 v f  = 3 1 4 .

i i .  r  * 5 ; s = 1 0  ; «r'= • 3 ; cO = 2 ir f  ±> 3 1 4 .

T he  v a l u e s  i. g i v e  by  t h e  a p p r o x i m a t i o n s  o f  e q n s .  (6 3 )  

t h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n s  f o r  i^  and  i„  ; to t  (* 9 ) i s  

t a k e n  a s  a  m ore  c o n v e n i e n t  v a r i a b l e  t h a n  t  , an d  0O i s  

t a k e n  a s  z e r o ,  t o  o b t a i n  t h e  w o r s t  c o n d i t i o n s

S. => + fJ, j  l * * 9 — L * " 6  cos & J l  - - ( 1 1 2 )

i4/ * - r K [cose +  tj £*"6 cos 9 -  4-5 £ & 6 cosZff - S ‘S £ ™ * ] ±  — ( 1 1 3 )

w h e re  ( *(0/1^1,. ) i s  t h e  s t e a d y  s t a t o r  s h o r t - c i r c u i t  

c u r r e n t  •  ( m a t )

T he  v a l u e s  i d  g i v e ,  u n d e r  t h e  same c o n d i t i o n s

^  « 7, + z-33 i f I  e ~ ^ 9  -  C ^ 9 cos 9 } t  — ( 1 1 4 )

5 I cos & * 2-33 S ^ 9 cos* -  / I t ?  £ ^ * 0 * 2 0  -2-/6? £ ^ j l  ( 1 1 5 )

T h e s e  c u r v e s  a r e  i l l u s t r a t e d  i n  t h e  d i a g r a m s ,  F i g s  22 

a n d  2 3 .  T he m axim a a r e  n o t  a s  g r e a t  a s  w o u ld  a p p e a r  f ro m

e q n s .  (1 0 9 )  a n d  (1 1 0 )  on a c c o u n t  o f  t h e  dam ping  e f f e c t  o f

r e s i s t a n c e ,  w h ic h  was n e g l e c t e d  i n  t h e s e  l a s t  e q u a t i o n s .

I t  i s  o f  i n t e r e s t  t o  n o t e  t h e  e f f e c t  o f  i n c r e a s i n g  

t h e  n u m b e r  o f  s t a t o r  p h a s e s ,  w i t h o u t  d i s t u r b i n g  t h e  

sy m m e try  o f  t h e  a r r a n g e m e n t ,  o r  a l t e r i n g  t h e  o t h e r  c i r c u i t  

c o n s t a n t s .  F o r  a p p r o x i m a t e l y  s i n u s o i d a l  d i s t r i b u t i o n  o f  

f l u x ,  L5 i s  a p p r o x i m a t e l y  e q u a l  t o  -^nl/s -  e q n . ( 4 0 )  -  s o  

t h a t  t h e  r a t i o  £ n 0 /h J k  ~ 0/^lJU. i s  u n c h a n g e d  b y  t h e  i n c r e a s e }  

t h u s  <r' i s  n o t  a f f e c t e d .  The o n l y  tw o  s y m b o ls  o f  e q n .  (1 0 1 )  

n u m e r i c a l l y  a f f e c t e d  by t h e  c h a n g e  o f  n  a r e  i n  f a c t  Ls ( i n  

t h e  t e r m  [c /L jl t , o r  Ik ) ,  and  t h e  e x p o n e n t i a l  i n d e x  

c o e f f i c i e n t , / -  • I f  we n e g l e c t  t h e  s m a l l  d i f f e r e n c e  d u e  

t o  t h e  c h a n g e  i n  ^  -  w h ic h  i s  o n ly  an  i n c r e a s e  o f  d u r a t i o n ,
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w i t h  a  c o r r e s p o n d i n g  s l i g h t  i n c r e a s e  o f  m a g n i tu d e  o f  t h e  

a f f e c t e d  t e r m  a t  a  g i v e n  t im e  t  -  t h e n  i t  a p p e a r s  t h a t  

t h e  r a t i o

m ax . s w i t c h i n g  c u r r e n t  

m ax . s t e a d y  s . c .  c u r r e n t  

i s  c o n s t a n t ,  b o t h  n u m e r a t o r  and  d e n o m in a to r  b e i n g  i n v e r s e l y  

p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  n u m b e r  o f  p h a s e s . -

I n  t h e  e x a m p le  t a k e n ,  n  was n o t  s p e c i f i e d .  I n  any  

a c t u a l  c a s e  i t  m u s t  o f  c o u r s e  b e  known i n  o r d e r  t o  

c a l c u l a t e  t h e  r a t i o  -  C, Ls and  L,. h a v in g  b e e n
i'

f o u n d  b y  d i r e c t  e x p e r i m e n t .

The s h a p e s  o f  t h e  c u r v e s  a r e  i n t e r e s t i n g .  W ith  

lo w  l e a k a g e  b e tw e e n  s t a t o r  an d  r o t o r ,  t h e  i n i t i a l  a m p l i t u d e s  

o f  t h e  t r a n s i e n t s  a r e  g r e a t ,  b u t  t h e  d u r a t i o n  o f  t h e  

d i s t u r b a n c e  i s  s h o r t .  W i th  h i g h  l e a k a g e ,  t h e  i n i t i a l  

a m p l i t u d e s  a r e  s m a l l ,  b u t  t h e  d i s t u r b a n c e  c o n t i n u e s  o v e r  

q u i t e  a  c o n s i d e r a b l e  p e r i o d .



B. The S im p le  C ase  U n d e r  D i f f e r e n t  I n i t i a l  C o n d i t i o n s .

I t  may b e  t h a t  t h e  s h o r t - c i r c u i t i n g  o f  t h e  m a c h in e  

t a k e s  p l a c e  u n d e r  d i f f e r e n t  c o n d i t i o n s  f ro m  t h o s e  t r e a t e d  

i n  P a r t  I I I ,  A* S u p p o s e ,  f o r  i n s t a n c e ,  t h e  s t a t o r  c i r c u i t  

i s  i n i t i a l l y  s h o r t - c i r c u i t e d  on i t s e l f ,  b u t  t h a t  n o  f i e l d  

c u r r e n t  f l o w s ,  a n d  t h a t  a t  t  = 0 , t h e  f u l l  v o l t a g e  i s  

s u d d e n l y  s w i t c h e d  i n t o  t h e  f i e l d  c i r c u i t *  What fo rm s  

do  t h e  r o t o r  a n d  s t a t o r  c u r r e n t  w aves t a k e  u p ?

1« By " R e f l e c t i o n s " .

I t  i s  a p p a r e n t  t h a t  t h e  f i r s t  t e r m  o f  r o t o r  c u r r e n t  

w h e re  E i i s  t h e  f i e l d  v o l t a g e *  S i n c e  t h i s  i s  o f  

t h e  fo r m  F ^ l  , t h e  s e c o n d  t e r m  o f  r o t o r  c u r r e n t  i s  

o b t a i n a b l e  b y  o p e r a t i n g  on i t  w i t h  t h e  o p e r a t o r  

a s  was e s t a b l i s h e d  i n  A ,l>  an d  s o  on f o r  a l l  t h e  o t h e r  

t e r m s .  I n  f a c t ,  t h e  w h o le  r o t o r  s e r i e s  i s  a  G . P . ,  t h e  

f i r s t  t e r m  b e i n g  ^  1 , and  t h e  common r a t i o  f  

H e r e i n  l i e s  t h e  d i f f e r e n c e  b e tw e e n  t h i s  c a s e  an d  t h e  c a s e  

a l r e a d y  d i s c u s s e d  i n  A*l* I n  t h a t  c a s e ,  t h e  r o t o r  s e r i e s  

f r o m  t h e  s e c o n d  t e r m  o n w ard s  was a  G . P . ,  b u t  t h e  r e l a t i o n  

b e tw e e n  t h e  f i r s t  a n d  s e c o n d  t e r m s  was i r r e g u l a r ,  an d  h a d  

t o  b e  s p e c i a l l y  e s t a b l i s h e d ,  s i n c e  t h e  f i r s t  t e r m  was n o t  

d i s c o n t i n u o u s  a t  t  = 0 .

A p p ly in g  t h e  r u l e  f o r  t h e  G-.P. summed t o  i n f i n i t y  : -

2 .  By " E q u i v a l e n t  C i r c u i t s "  *

I n  t h e  a rg u m e n t  o f  P a r t  I I I ,  A2, i t  was shown t h a t

s i n c e  t h e  f i r s t  " R e f l e c t i o n "  was i r r e g u l a r ,  i t  was n e c e s s a r y

t o  r e g a r d  t h e  s h o r t - c i r c u i t  phenom ena  a s  com m encing one

" R e f l e c t i o n "  l a t e r  t h a n  was s t r i c t l y  t h e  c a s e ,  — i . e . ,  a s

com m encing w i t h  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  d i s c o n t i n u o u s  v o l t a g e

t o  t h e  s t a t o r ,  -  t h e  i n i t i a l  f i e l d  c u r r e n t  t e r m  b e in g  

a d d e d  a t  t h e  en d  t o  g e t  t h e  f u l l  e q u a t i o n s .  S i n c e  a l l

t h e  r e f l e c t i o n s  a r e  now r e g u l a r ,  t h e r e  i s  n o  l o n g e r  any

T
- - ( 1 1 6 )

o r Z*(r) Zs/T+i'') ~ f  CV {**!• * r 'L* * «r *  f .?■
- ( 1 1 7 )



n e e d  t o  p e r f o r m  t h i s  11 S h i f t 11 o f  t h e  a p p l i e d  f o r c e ,  s o  

t h e  e q u a t i o n s  may b e  w r i t t e n  s t r a i g h t  aw ay, w i t h  t h e  

d i s c o n t i n u o u s  a p p l i e d  f o r c e  E i  i n  t h e  r o t o r  e q u a t i o n ,  t o  

w h ic h  i t  t r u l y  b e l o n g s .  i . e . ,  -

XL" ir + + J iib - E l  — ( 1 1 8 a )

i  cP i i(u,U0a> + xttjl) + 0 . 0 — (1 1 8 b )

* Cr b + o + z tW *fA * o — ( 1 1 8 c )

S u b s t i t u t i n g  t h e  v a l u e s  o f  i J(l an d  i sb f ro m  ( b )  an d  ( c )  

i n  ( a ) ,  a n d  p e r f o r m i n g  t h e  o p e r a t i o n  o f  " S h i f t i n g "

/ y    _2_ r 2 ft*"* -  — f 1 p-i10 J i - ca
[Zrtp) 4 P 4 f  ft'rM /  r

______  £ ffa  + r Li)z + u 'tS  1 1 _____
— £  c xf> £  I?, p  -t- f> x L} +

o r  v  = — (1 1 7 )

C o n t i n u i n g  t h e  s o l u t i o n  f o r  i r an d  i s , we may w r i t e ,  

f o l l o w i n g  e q n s . (4 6 )  and  ( 5 6 ) ,  -

; - ___________,________ £■ Cfa* +- I'd.________________  - - ( 119)
* + #»*{«, w ]  + f  \o>tLi(lslr-'$C') + + v 7

o r  j  - _____*11(s+1)* + «>*} ^ - -  ( ISO )

w h e re  E /E ^ f i n a l  s t e a d y  f i e l d  c u r r e n t ,  and  s  , r  , & c . ,

a r e  a s  u s e d  i n  e q n .  ( 5 5 ) .

By t h e  a p p r o x i m a t i o n s  o f  e q n s . ( 6 3 ) ,  e q n . (1 2 0 )  may

b e  w r i t t e n

i  = . h  f  I fl* (i' / u% T-  j  = 4 ^ -  i  — (1 2 1 )V  ( r  -  ° o ) -  r/i *i»rt{ f>-c*- 1 Z/f>>

By t h e  e x p a n s i o n  th e o r e m

YM - £ ftS-fn'li'i— « — - 2
%t») i?('er * »'L'er r

(E q n .1 1 9  b e in g  u s e d  f o r  t h i s  t e r m ,  r a t h e r  t h a n  e q n . 121*)

Yu\ _ Jt ?’ *■ *** * {s'**')]
4-Z‘M ~ <*■ i + *>'}

^ - i f a s  - f /  k * ,  and  « ,  / ,  an d  s  a r e  s m a l l  r e l .  t o  u>

, _  It *• I*'* Vs * s* 2
^ [(>-«) + j j i *«>/

i. J. £  /. /" * *L

= 0 a s  a b o v e .

T he s o l u t i o n  f o r  t h e  r o o t  (/*-/*>), b e in g  t h e  com plem en t 

o f  t h i s  l a s t ,  i s  a l s o  z e r o .



b2.

T h u s  t h e  c o m p le t e  s o l u t i o n  f o r  i , .  i s

= 1 * 1  - I f  1 * 1  + 0 + 0  = I f [ i - s * ' ] i  — ( 1 2 2 )

T h i s  w o u ld  seem  t o  i n d i c a t e  t h a t  t h e  o r i g i n a l  

e q u a t i o n  -  (1 2 1 )  -  c o u l d  b e  e x p r e s s e d  m ore  s i m p l y .  I f  

ji a n d  £  a r e  s m a l l  r e l a t i v e  t o  u>, t h e n  t h e  e x p r e s s i o n s  

-  Zju.p + £>w ))“ { f*  +, 2 sp + (&* + u)2)J c a n c e l  o u t ,  and

e q n . ( 1 2 1 )  b eco m es

' - & & - 1  - ( 1 2 3 )

w h i c h  i s  Imown t o  s o l v e  t o  

*, -  I ,  [ / -  e.“ ] 1 

U s in g  t h i s  . s i m p l i f i e d  e q n .  (1 2 3 )  f o r  ^ir t o  g e t  1 5|, t h e n  

b y  s u b s t i t u t i o n  i n  e q n . ( 1 1 8 b )

_  _  X Cf> C l"3> (-<*) h  r, J
sa. ~ 2 Zt(f» I T T ^ y  2.

o r  -  - i  1 = ^ 1  — (1 2 4 )

By e x p a n s i o n  th e o r e m

^  -  O

-J frz j) . g- - i  -C L ^ r iO . (-« )(-$ }

/flu>) L  _ l _CIt_ ti*.(jJjZYju) - Z £ [s+HL-«J
I Cl̂  rl&® " 2 is £ ■

T o t a l  i s, c o r r e s p o n d i n g  t o  t h i s  t e r m  i s

-t =  77̂  Cos (u )t+ #(>) d.

Yr«*i*) -  - ±  SIl. g i f t  r
yiio)ZJ{d*jw) ^  i s [s+«+j»J l * J

i- X XTfc c>t
(ot+j.,

7 2.

T o t a l  i S( c o r r e s p o n d i n g  t o  t h i s  t e r m  i s
c i >  .« /■  ,  y^  X,

H e n c e ,  t o t a l  s t a t o r  c u r r e n t  p h a s e  1 i s  }-

j  - o -# o  -  “ Ster+Oo) 4. + • &  e * r cosfatrte0) l

=  — f r [ / ~  i " * 1]  cps (<j>t + b0)  d  - - ( 1 2 5 )

T hus  t h e  f u l l  e q u a t i o n s  f o r  i „ a n d  i „ a r e

. r - " " ( 1 2 2 )

an d  i„ - -I . b -  * ' ' ]  ‘“ l****-) 1 — (1 2 5 )



5 .  N u m e r i c a l  E x a m p le .

F o r  c o n v e n i e n c e ,  t h e  same a l t e r n a t o r s  w i l l  b e  

c o n s i d e r e d  a s  w e re  t r e a t e d  i n  A .3 .

I t  i s  a p p a r e n t  t h a t ,  s i n c e  n e i t h e r  t h e  f i e l d  c u r r e n t  

n o r  t h e  s t a t o r  c u r r e n t  r i s e s  a b o v e  i t s  n o rm a l  s t e a d y  v a l u e  

d u r i n g  s w i t c h i n g  ( v i d e  e q n s . (1 2 2 )  and  (1 2 5 )  ) ,  n o  q u e s t i o n  

o f  " W o rs t  c o n d i t i o n s "  o r  "Maxima" a r i s e s .  Any v a l u e  o f  

9a may t h e r e f o r e  b e  t a k e n  when p l o t t i n g  t h e  c u r v e s .  The 

v a l u e  90=Q w i l l  b e  t a k e n .

The f u l l  e q u a t i o n s  f o r  r o t o r  an d  s t a t o r  c u r r e n t s  

t h e n  becom e

F o r  t h e  v a l u e s  o f  s ,  r  & c .  a s  i n  A . 3 . c . i .

4. .  r , [ ,  -  i  — (126)

'  ' l l < -  £ * ' }  ‘°> 8 i  - - ( 1 8 7 )

F o r  t h e  v a l u e s  o f  a ,  r  & c .  a s  i n  A . 3 . c . i i .

'  /, { /- t ' ^ * }  1 — (1 2 8 )
.333

I i  — (1 2 9 )

T h e s e  c u r v e s  a r e  i l l u s t r a t e d  i n  F i g s  (2 4 )  an d  (2 5 )#

The r e d  c u r v e  i n  t h e s e  f i g u r e s  r e p r e s e n t s  t h e  n o r m a l  

g r o w t h  o f  f i e l d  c u r r e n t  -  i . e . ,  w i t h  t h e  s t a t o r  o p e n -  

c i r c u i t e d  -  t h i s  c u r v e  b e i n g  g i v e n  b y  t h e  f o r m u l a

o r  l r - * t l ' ~  £'™0l  4 — ( I 3 0 )

i n  t h i s  c a s e ,  f o r  b o t h  v a l u e s  o f  <r' •

No a b n o rm a l  c u r r e n t s  o c c u r  u n d e r  t h e s e  c o n d i t i o n s  o f  

s w i t c h i n g ,  an d  t h e  c u r v e s  a r e  n o t  o f  v e r y  g r e a t  i n t e r e s t  

i n  t h e m s e l v e s .  The m a in  i n t e r e s t  i n  t h e  c a s e  l i e s  i n  t h e  

d e v e lo p m e n t  o f  t h e  e q u a t i o n s ,  f o r  t h e  f a c t  t h a t  t h e  f i r s t  

t e r m  o f  r o t o r  c u r r e n t  i s  t r u l y  a  f u n c t i o n  o f  1 c h a n g e s  t h e  

f i n a l  c u r r e n t  e q u a t i o n s  f o r  b o t h  s t a t o r  and  r o t o r  c o m p l e t e l y .  

T h a t  i s ,  t h e  e x a m p le  p r o v i d e s  t h e  a n sw e r  t o  t h e  q u e s t i o n  

w h ic h  n a t u r a l l y  a r i s e s  f ro m  t h e  t r e a t m e n t  o f  n o r m a l  s h o r t -

c i r c u i t  b y  o p e r a t i o n a l  m e th o d s ,  n a m e ly ,  how i s  i t  t h a t  t h e
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f i r s t  r e f l e c t i o n  i s  i r r e g u l a r ,  a n d  u n d e r  w h a t  p h y s i c a l  

c o n d i t i o n s  d o e s  t h a t  i r r e g u l a r i t y  d i s a p p e a r ?  The e x a m p le  

t h u s  m a k es  t h e  i n v e s t i g a t i o n  o f  t h e  s i m p l e  p o l y p h a s e  

m a c h i n e ,  w i t h  s i n g l e  f i e l d  c i r c u i t  a n d  n o  d a m p e r ,  c o m p l e t e .

0 .  S h o r t - c i r c u i t  o f  M ac h in e  w i t h  P o l y p h a s e  R o t o r .

So f a r  t h e  e q u a t i o n s  o b t a i n e d  f o r  s w i t c h i n g  c u r r e n t  

h a v e  a g r e e d  i d e n t i c a l l y  w i t h  t h o s e  g i v e n  b y  S h im id z u  a n d  

I t o ;  ( P a r t  I ,  E . l . )  We h a v e  now t o  i n v e s t i g a t e  a  m a c h in e  

o f  r a t h e r  d i f f e r e n t  c o n s t r u c t i o n ,  -  v i z . ,  p o l y p h a s e  r o t o r ,  

p o l y p h a s e  s t a t o r ,  n o  d a m p e r ,  -  w h ic h ,  a s  w i l l  b e  sh o w n , 

y i e l d s  t h e  e q u a t i o n s  a s  d e v e l o p e d  b y  R u d e n b e r g ;  ( P a r t  I ,  E . 2 . )

T h i s  c o n s t r u c t i o n  i s  n o t  u s u a l  i n  a l t e r n a t o r s .  The 

a r r a n g e m e n t  i s ,  h o w e v e r ,  t y p i c a l  o f  S y n c h ro n o u s  I n d u c t i o n  

m o t o r s ,  s o  we w i l l  r e g a r d  t h e  s h o r t - c i r c u i t  a s  o c c u r r i n g  

a t  t h e  t e r m i n a l s  o f  s u c h  a  m a c h in e ,  w h i l e  r u n n i n g  a s  a  

s y n c h r o n o u s  m o t o r .

S u c h  m a c h i n e s  a r e  u s u a l l y  wound w i t h  a  3 - p h a s e  r o t o r  

s y s t e m .  S t a n d a r d  p r a c t i c e  i n  t h i s  c o u n t r y  i s  t o  a r r a n g e  

t h a t ,  w h i l e  t h e  m a c h in e  i s  r u n n i n g  a s  a  s y n c h r o n o u s  m o t o r ,  

o n e  p h a s e  t a k e s  a  G u r r e n t  I f , w h i l e  t h e  o t h e r  tw o  p h a s e s  

t a k e  e a c h .  T h i s  i s  i l l u s t r a t e d  i n  t h e  d i a g r a m ,  P ig  ( 2 6 ) .

T h i s  a r r a n g e m e n t  w i l l  t h e r e f o r e  

b e  t a k e n  a s  s p e c i f y i n g  t h e  

i n i t i a l  c o n d i t i o n s ,  t h e  s t a t o r  

s y s te m  b e i n g  r e g a r d e d  a s  n - p h a s e ,
F i g  2 6 .

a s  b e f o r e .  The m u tu a l  i n d u c t a n c e  

C i s  h e r e  u n d e r s t o o d  t o  mean t h e  maximum m u tu a l  i n d u c t a n c e  

w h ic h  c a n  e x i s t  b e tw e e n  an y  r o t o r  p h a s e  and  a n y  s t a t o r  

p h a s e .

T he i n i t i a l  c o n d i t i o n s  a r e  t h u s  j -  

C u r r e n t  i n  R o t o r ,  p h a s e  1 • • • I*  am ps.

C u r r e n t  i n  R o t o r ,  p h a s e  2 • • • - i l f  am ps.

C u r r e n t  i n  R o t o r ,  p h a s e  3 . • am ps.

3 - p h a s e  R o t o r ,  n - p h a s e  S t a t o r .
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1 * By wR e f l e c t i o n s " .

The d ia g r a m ,  F ig  2 7 ,  shows t h e  

a r r a n g e m e n t  o f  t h e  p h a s e s  on 

b o t h  s t a t o r  and  r o t o r ,  t h e  

r o t a t i o n  o f  t h e  m a c h in e  b e i n g  

c o u n t e r - c l o c k w i s e .  The s h o r t -
F i g  2 7 .

c i r c u i t  t a k e s  p l a c e  when t h e  

r o t o r  a x i s  i s  i n c l i n e d  a t  90 r a d i a n s ,  a s  b e f o r e .  The 

r e f l e c t i o n  f o r m u l a e  may t h e n  b e  e s t a b l i s h e d  a s  b e lo w

F i r s t  t e r m  o f  r o t o r  c u r r e n t , p h a s e  1 , • '  If —  (1 5 1 )

i T1r e l .  t o  s t a t o r  1 i s a

i ^ r e l .  t o  s t a t o r  1 i s i l gX*t *«.*¥) >lIt

i„3r e l .  t o  s t a t o r  1 i s i t
f) -4 Xf

H e n c e ,  t o t a l  k ^ r e l .  t o  s t a t o r 1 i s ,■«*’* }  I,

E .M .F .  i n d u c e d  i n  s t a t o r  1 . -  i  cP [ , ifatfP.)IB -t t ’■> - t * .*>'■}

= - 1  C f I ^  h L -i>. -iT i +■ £ r+i* i  j

a s  p r e v i o u s l y  t r e a t e d  i n  A. i .

C u r r e n t  i n  s t a t o r  1 - I  C2 *,«.
-iOo jr  J 

B f * j U  ± J

an d  s i m i l a r l y  f o r  s t a t o r  2 & c .

i S( r e l . t o  r o t o r  1 " 2 I e + 1 ] z I s r'>» *■! 1 r+i*

H e n c e ,  a s  t e r m s  i n v o l v i n g  3, c a n c e l  o u t
3 j t  r  f  f+iv  . r  t 4 . r-j'* _£_ r  - /  ]

T o t a l  i s r e l .  t o  r o t o r  1 -  a l r x,fn-) r /*■/« * )

- " T  C [  -  U f a 1* * }

E .M .F .  i n d u c e d  i n  r o t o r  1 s * ?  c f  I + z]!?-■>•*> A

C u r r e n t  i n  r o t o r  1 * T Vr) I x*(r*M ** ^  * ziir-w  ^ ~  J (1 3 2 )
35 _ £ e _  \ L  *C u r r e n t  i n  r o t o r  2 *=■ a Zj?) l £ t — £ o *

a n d  s o  o n .  i n  t h e s e  e q u a t i o n s  i s  g i v e n  by

Zr(f>) = R* + Ph^

=  Rr P(B^ +■' M ^ C O S  ¥ *  +  M r P 0 S  ^  )

w i t h  t h e  u s u a l  d e f i n i t i o n s  o f  , L,. , Mn , and  .

I t  w i l l  be  n o t i c e d  t h a t  t h e  tw o  t e r m s  i n  e q n . ( 1 3 2 )  

h a v e  n o t  b e e n  c o m b in e d ,  a s  was d o n e  b e f o r e , —c f .  e q n . ( 3 8 ) .

The r e a s o n  f o r  t h i s  w i l l  become a p p a r e n t  a s  we p r o c e e d ;



i t  i s  on a c c o u n t  o f  t h e  p o l y p h a s e  n a t u r e  o f  t h e  r o t o r  

w i n d i n g ,  f o r  i f  we w e re  t o  t a k e  t h e  g e n e r a l  t e r m  o f  

p h a s e  1 r o t o r  c u r r e n t  a s  F(P)£ , we s h o u l d  n o t  know w hat t o

t a k e  a s  t h e  c o r r e s p o n d i n g  p h a s e  2 c u r r e n t  t e r m .  M o re o v e r ,

t h e  s i m p l e  r a t i o  b e tw e e n  s u c c e s s i v e  t e r m s  f o r  w h ic h  we a r e  

l o o k i n g  i s  f o u n d  t o  e x i s t  n o t  b e tw e e n  w h o le  t e r m s ,  b u t  

b e tw e e n  h a l f  t e r m s ,  a s  w i l l  b e  sh o w n .

C o n s i d e r i n g  now t h e  g e n e r a l  t e r m  o f  p h a s e  1 r o t o r  

c u r r e n t ,  we may s u p p o s e  i t  t o  be  o f  t h e  fo rm

<r/ = Fff>J { S + (133  )

i r 2  = F / f )  j  t- ^  4 -  *  £  ?  &  C .

( T h i s  i s  c e r t a i n l y  t h e  f o r m  o f  t h e  s e c o n d  t e r m ,  s o  i f  

t h e  t e r m  s u b s e q u e n t  t o  i t  i s  a l s o  o f  t h i s  fo r m ,  i t  f o l l o w s  

t h a t  a l l  t e r m s  b u t  t h e  f i r s t  a r e  o f  t h i s  fo rm ,  s o  t h a t  

e q u a t i o n  ( 1 3 3 )  g i v e s  t h e  t r u e  g e n e r a l  t e r m . )

U s in g  t h i s  g e n e r a l  t e r m  

i^  r e l  • t o  s t a t o r  1 = * [ ^  + ^  < t

i r* r e l .  t o  s t a t o r  1 * -i ffr.Ml+ *jr

a n d  s o  o n .

T h u s ,  t o t a l  i,, r e l  • t o  s t a t o r  1 -  \  { £,5° F( r - * t

H e n c e ,  c u r r e n t  i n  s t a t o r  1 = "  * f # t  ei

i ,̂ r e l  • t o  r o t o r  1 = i  + £ J *} * ~ 2 £

H e n c e ,  c u r r e n t  i n  r o t o r  1 * * 4 [ z , + zĴ -m J

= 4^) FlfS> * + —  (1 3 4 )

E q u a t i o n  (1 3 4 )  i s  o f  t h e  fo rm  o f  e q u a t i o n ( 1 3 3 ) ,  s o  

i t  f o l l o w s  t h a t  t h e  r e f l e c t i o n  r u l e  g i v e n  a b o v e  c o v e r s  

a l l  t e r m s  o f  r o t o r  c u r r e n t  a f t e r  t h e  f i r s t .

C o n s i d e r i n g  now e q u a t i o n s  (1 3 3 )  an d  ( 1 3 4 ) ,  we s e e  

t h a t  t h e r e  i s  n o  s im p le  r a t i o  c o n n e c t i n g  th e m  a s  t h e r e  was 

when a  m a c h in e  h a v in g  a  s i n g l e  p h a s e  r o t o r  was c o n s i d e r e d .

The c a s e  c a n ,  h o w e v e r ,  be  r e d u c e d  t o  a  G .P .  b y  c o n s i d e r a t i o n  

o f  t h e  tw o  p a r t s  o f  t h e  c u r r e n t  e x p r e s s i o n  s e p a r a t e l y ,  t h e  

tw o  p a r t s  b e i n g  c o n j u g a t e  f u n c t i o n s .  The e q u a t i o n s  (1 3 1 )  

( 1 3 2 ) ,  ( 1 3 3 )  a n d  (1 3 4 )  t h e n  becom e



F i r s t  r o t o r  c u r r e n t , p h . l  = _ _ ( i 3 i a )

S e c o n d  r o t o r  c u r r e n t ,  p h . .1 -  — (1 3 2 a )

G e n e r a l  t e r m  r o t o r  c u r r a n t , p h . l  • f /0 —  ( 1 3 3 a )

N e x t  t e r m  r o t o r  c u r r e n t ,  p h . l  * 1 3 4 a )

C o n s i d e r i n g  t h e  l a s t  t h r e e  o f  t h e s e  e q u a t i o n s ,  i t  i s  

a p p a r e n t  t h a t  t h e  c a s e  becom es  t h a t  o f  a  G .P .  h a v in g  i t s

f i r s t  t e r m  Tf i  and  common r a t i o  -fe

The s t e a d y  c u r r e n t  I ^ m u s t  b e  ad d ed  t o  t h e  f i n a l  e x p r e s s i o n ,  

a s  b e f o r e .

T h u s  t h e  f u l l  r o t o r  c u r r e n t ,  p h a s e  1 ,  i s  o b t a i n e d  by 

d o u b l i n g  t h e  r e a l  p a r t  o f  t h e  e q u a t i o n

'  ~  ZTip> -4pc'f fr «»)

Once a g a i n ,  t h e  m e th o d  o f  r e f l e c t i o n s  n e c e s s i t a t e s  

r a t h e r  c o m p l i c a t e d  w o r k in g ,  b u t  i n d i c a t e s  t h e  m e th o d  t o  

b e  a d o p t e d  i n  s o l v i n g  t h e  p r o b le m  b y  HE q u i v a l e n t  C i r c u i t s ” .

We s h a l l  p r o c e e d  t o  a p p ly  t h i s  l a t t e r  m e th o d .

2 .  By " E q u i v a l e n t  C i r c u i t s "  .

To make t h e  p r o c e s s  c l e a r ,  tw o  c o m p le te  r e f l e c t i o n s  

o f  r o t o r  c u r r e n t  a r e  shown i n  t h e  d ia g r a m ,  F ig  2 8 ,  t h e  

r u l e s  f o r  t h e  r e f l e c t i o n s  b e in g  t h o s e  e s t a b l i s h e d  a b o v e .

C o m p arin g  F i g  28 w i t h  F ig  2 1 ,  we p e r c e i v e  i m m e d ia t e ly

t h e  e f f e c t  o f  t h e  p o l y p h a s e  r o t o r .  W h e re a s ,  w i t h  t h e

s i n g l e  p h a s e  r o t o r ,  a l l  t h e  r o t o r  t e r m s  w e re  c o l l e c t e d

i n t o  o n e  t e r m  a f t e r  e a c h  c o m p le te  r e f l e c t i o n ,  w i t h  t h e

p o l y p h a s e  r o t o r  t h e  t e r m s  a r e  k e p t  s e p a r a t e ;  f u r t h e r ,

o n l y  one  o f  t h e s e  t e r m s  a f f e c t s  e a c h  s t a t o r  c i r c u i t  a t

t h e  n e x t  r e f l e c t i o n  -  i . e . ,  t h e  t e r m  \  i. i n d u c e s

c u r r e n t  i n  s t a t o r  c i r c u i t  ja, b u t  no  c u r r e n t  i n  s t a t o r

c i r c u i t  b ,  w h i l e  t h e  t e r m  ^ a f f e c t s  s t a t o r  b

w i t h o u t  a f f e c t i n g  s t a t o r  a .  When t h e  r o t o r  w i t h  o n l y

one  p h a s e  was c o n s i d e r e d ,  i t  was p o i n t e d  o u t  t h a t  t h e

r o t o r  t e r m s  s h o u l d  b e  co m b in ed  a t  e a c h  s t a g e  s o  t h a t  n o  

s t a t o r  t e r m s  s h o u l d  b e  l o s t  ( c f .  p a g e  6 6 ) ;  f o r  t h e

P o l y p h a s e  c a s e ,  t h e  t e r m s  h a v e  t o  b e  k e p t  s e p a r a t e  i n
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8 8 .

o r d e r  t h a t  n o  s p u r i o u s  t e r m s  s h a l l  be  i n t r o d u c e d .

I n  s i m p l e  l a n g u a g e ,  t h e  c a s e  r e d u c e s  t o  a  c a s e  o f  

f o u r  e q u i v a l e n t  c i r c u i t s ,  -  r o t o r  a  and  b , an d  s t a t o r  

a, and  b  , ( a s  shown i n  F ig  2 8 )  -  w h e re a s  t h e  s i n g l e  p h a s e  

c a s e  r e d u c e d  t o  a  c a s e  o f  t h r e e  e q u i v a l e n t  c i r c u i t s ,  -  

s t a t o r  a  an d  b  , a n d  r o t o r  ( c f .  F ig  2 1 ) .  The l i n k i n g  

c o n s t a n t s  b e t w e e n  t h e  f o u r  c i r c u i t s  a r e  g i v e n  i n  t h e  t a b l e  

b e lo w ,  F ig  2 9 .

R o t o r  a R o t o r  b S t a t o r  a S t a t o r  b

R o t o r  a 0 -  \ C p l  i 0
R o t o r  b 0 n -§r

S t a t o r  a * -jm+60). 
" z cf>£ t 0

S t a t o r  b o ■n r J\fat+0p) . -  2  L p b  4, o.

F ig  2 9 .

I n  t h e  a b o v e  d ia g r a m ,  t h e  colum n on t h e  l e f t  r e p r e s e n t s  

t h e  c i r c u i t  i n  w h ic h  a  c u r r e n t  i  i s  a ssum ed  t o  f l o w .  The 

q u a n t i t i e s  i n  e a c h  row r e p r e s e n t  t h e  v o l t a g e s  i n d u c e d  by 

t h i s  c u r r e n t  i n  t h e  v a r i o u s  c i r c u i t s  shown a t  t h e  h e a d s  o f  

t h e  c o lu m n s .  T h e s e  r u l e s  h o l d  o f  c o u r s e  o n l y  when t h e  

c u r r e n t  i  i s  d i s c o n t i n u o u s  a t  ti = 0 ,  a s  i s  t h e  c a s e  f o r  a l l  

t e r m s  a f t e r  t h e  f i r s t  r o t o r  c u r r e n t  t e r r a .  The i r r e g u l a r i t y  

o f  t h i s  t e r m  i s  s u rm o u n te d  a s  b e f o r e  by r e g a r d i n g  t h e  

phenom enon  a s  commencing w i t h  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  

d i s c o n t i n u o u s  v o l t a g e  t o  t h e  s t a t o r  f ( o f .  p a g e  6 8 ) .

We may now w r i t e  t h e  f u l l  e q u a t i o n s  o f  t h e  e q u i v a l e n t  

c i r c u i t s

Z vM  i rCL + ■ *  * I Cp * 0  = 0

0 + r O + *Cp *a ' 0

O

By t h e  s i m p l i f y i n g  m e th o d s  u s e d  b e f o r e  ( c f .  p a g e  7 0 ) : -

{Kw ~ 4* C V ZsfrX) ] ^  c ^  ° f ^

I  K'r> " T f  f> zX -i*» I * - i /4  C f  %,/f-i'S) *(■!
s« .« •** r f  — (1 3 7 )



T be  tw o  e q u a t i o n s  (1 3 7 )  o b v i o u s l y  g i v e  tw o  c o n j u g a t e  

f u n c t i o n s  a s  s o l u t i o n s  f o r  i „ a n d  i „ . i t  i s  n e o e s s a r y  

t h e r e f o r e  t o  e v a l u a t e  o n l y  one  o f  th e m .  We s h a l l  t a k e  

t h e  f i r s t ,  s i n c e  t h i s  w i l l  g i v e  t h e  s o l u t i o n  a l r e a d y

o b t a i n e d  b y  t h e  m e th o d  o f  " R e f l e c t i o n s " .

T he  e q u a t i o n  beco m es

* 1  T  J: „  T c 1_____
a Zrs(p + iu) — C1 f  Ip+iu)

w h ic h  i s  i d e n t i c a l  w i t h  e q u a t i o n  ( 1 3 5 ) .

E x p a n d in g  e q n .  (1 3 5 )

^   3~4 C _______ ___________
ri1 " * LrKs] + fa ♦(*»*'»J

— T7- FI**1 4- __ YfeU jf ^
“ -7 — 7 7 7 — - ^  J W W  '  z Z r *  — U 3 8 )

u s i n g  t h e  u s u a l  n o t a t i o n ,  a s  Ls= f L '  and  Lr* fL^ • ( c f  p a g e  58 )

C o n s i d e r  t h e  e q u a t i o n

tfrt. = * f l i -  *■***-] * r / ^ l  * *  - ( 1 3 9 )

a s  c o m p a re d  w i t h  t h e  e q u a t i o n

V  - • { * * ! - & ]  ♦ » ' 0  - ( 1 4 0 )

t h i 3  l a t t e r  b e i n g  t h e  a u x i l i a r y  e q u a t i o n  o f  R u d e n b e r g ,  -  

(E q n .  4 1 ,  P a r t  I . ) , -  a r r a n g e d  i n  o u r  p r e s e n t  n o t a t i o n .

We m ig h t  h a v e  e x p e c t e d  t h e s e  tw o  e q u a t i o n s  t o  b e  

i d e n t i c a l ,  s i n c e  b o t h  g i v e  t h e  n a t u r a l  f r e q u e n c i e s  o f  t h e  

c i r c u i t s .  V a r i o u s  c o r r e c t i o n s  h a v e  t o  b e  m ad e , h o w e v e r ,  

b e f o r e  t h e  i d e n t i t y  i s  a p p a r e n t .  I n  t h e  f i r s t  p l a c e ,  

e q n .  ( 1 4 0 )  g i v e s  t h e  f r e q u e n c i e s  (% and  *t ) o f  t h e  s t a t o r  

c i r c u i t ,  w h i l e  e q n . (1 3 9 )  g i v e s  t h o s e  o f  t h e  r o t o r .  S i n c e  

t h e  r o t o r  f r e q u e n c i e s  ft and  ^  a r e  g i v e n  b y  *-*«> = /3 ,

( o f  p a g e  2 1 ) ,  e q n . (1 4 0 )  c o r r e c t e d  t o  g i v e  r o t o r  f r e q u e n c i e s

beco m es

(ft+ )x ~ ($■* *•>) [ * * / 1 ^ 5 I ~ 0

o r  i$x ■+ ft [ & -  s }  ~ r I J 0 - - ( .L 4 0 a )

I n  t h e  s e c o n d  p l a c e ,  t h e  c u r r e n t  was d e f i n e d  i n  

P a r t  I ,  E 2 ,  a s  It***, w h e re  <* was a  r o o t  o f  e q n .  ( 1 4 0 ) .

E q n . ( 1 3 9 )  s h o u l d  t h u s  g i v e  n o t  § , b u t  j<3 , a s  i t s  r o o t s .

I f  e q n .  ( 1 4 0 a )  b e  r e a r r a n g e d  t o  g i v e  $  i n s t e a d  o f  f3 , i t



becom es

+ /3 { f“> + ~L&’ } + r [~L7fJ£‘\ * 0 — (1 4 0 b )

w h e re u p o n  t h e  i d e n t i t y  o f  R u d en b e rg  f s  e q u a t i o n  w i t h  

e q u a t i o n  ( 1 3 9 )  b e co m e s  a p p a r e n t .

H ad  U  b e e n  t a k e n  i n s t e a d  o f  , e q n .  ( 1 3 9 )  w ou ld

h a v e  b e e n  s l i g h t l y  d i f f e r e n t ,  a l l  t h e  r e a l  c o e f f i c i e n t s  

b e i n g  t h e  sam e ,  b u t  a l l  t h e  i m a g i n a r i e s  t a k i n g  t h e  o p p o s i t e  

s i g n ,  s o  t h a t  t h e  r o o t s  o b t a i n e d  w o u ld  h a v e  b e e n  t h e  

c o m p le m e n ts  o f  j/3, a n d  /£• S i n c e  r e a l  p a r t s  o n ly  a r e  t a k e n ,  

t h i s  w o u ld  h a v e  made n o  d i f f e r e n c e  t o  t h e  f i n a l  s o l u t i o n .

E q u a t i o n  ( 1 3 9 )  h a s  t h u s  b e e n  shown t o  h a v e  t h e  r o o t s  

jjlt a n d  jf3x a s  g i v e n  b y  R u d e n b e r g .  i . e . ,  -

♦ j » ( j *  * s &~] + = { p - j f i }  { r-sPx]

* [ p -  [-fl +

w h e re

an d

f i .  “7-
* r ... s7 <r;

/°z - T 7"
r  ..J4rr)*0?*")- i  r* 

7  < r '

ii j  J = 0

- u>j7  / = to

s ? 1? - s — &>s o  t h a t  <  * 4, -- *> , -I'-*} , ft V *  • -*>

a .  The r o t o r  c u r r e n t .

A p p ly in g  t h e  e x p a n s io n  th e o r e m  t o  e q n . (1 3 8 )  : 

Zrc) V

(-f.-WX'i-r.-M [(■p.-i-V-c-f’.-iVJ " [«•«>

F u l l  c u r r e n t  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h i s  r o o t  i s  s -  

i n • / ,  t * 1'™

T g i t e -  - ^

F u l l  c u r r e n t  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h i s  r o o t  i s  s -

- i ,  *

T h u s ,  f u l l  t r a n s i e n t  r o t o r  c u r r e n t  i s  g i v e n  by

ir * h I i t  " i P' c o s i t j l  — ( 1 4 1 )



9 1 .

b.  The s t a t o r  c u r r e n t .

To c a l c u l a t e  t h e  s t a t o r  c u r r e n t ,  e q n .  (1 3 8 )  m ust b e  

s u b s t i t u t e d  i n  t h e  r e q u i s i t e  e q n . ( 1 3 6 ) ,  -  v i z . ,  t h e  t h i r d .  

T h i s  g i v e s  t h e  e q u a t i o n  b e lo w

i  -  - X -  - 2 C s~  ;

- - 3 -  j  \ i o T t f f - i * )  ^
/} lti(t3*s}(p-iu) *• (Pts) «0* ■* *■ 21] * r [£±$!2]J (/P-irt)

~ _ jLS£t. 4 _    % "̂ r i&p9’ I
* t*s (pisXp-i*) (f+s)I p- (~p, < j J,)} [f>-(-fx + i^)J * —— ( 142 )

C o n s i d e r  t h e  f i r s t  o f  t h e s e  tw o  t e r m s ,  v i z . ,  -

_ 3. JjZl c *°» j
$<t ~ Z 5 (f’+Od'-M ±

By t h e  e x p a n s i o n  th e o r e m  s -  

-h»L n*A> 0

- #-«) 3 cn Irf ,1 3 CZ, -jSo
T  (s-iu>) T g Us *

F u l l  c u r r e n t  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h i s  r o o t  i s
3 CJj. -J/- Q j 

~ "Z k} 2 C05 2

 t(M _ * cTt- r\0c ja Z .. 3 CU f &
a»)%'(}<$ z ’ z Li

F u l l  c u r r e n t  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h i s  r o o t  i s . s -

is/ * cos (»t + 0o) d

T h u s ,  f u l l  s t a t o r  c u r r e n t  c o r r e s p o n d i n g  t o  f i r s t  t e r m  i s

■iSi -  ~ 1 K {  cos  ( a t  + 60) -  2  COS 9 . }  4

w h e re  I ,  - |  * s t e a d y  s t a t o r  s h o r t - c i r c u i t  c u r r e n t  <««x).

C o n s i d e r  t h e  s e c o n d  t e r m  o f  e q u a t i o n  ( 1 4 2 ) ,  v i z . ,  

x «■ -  IK t i ° f r + s f i r

By t h e  e x p a n s i o n  th e o re m

SlsL  - n 
%t>) 0

ft-Q _ T s& j*  r-
(-s)Z'f-i) ~ * {-s-C-fi + iMlf-t-C-px + iO ]

z. . T c > ^ _____ *1*7  + I K c  iP'-s - o  j

• .  _  x  s  t - ^ S l  1  _  T ci*°t  -IK t sljf,-t] ~ J-K b

F u l l  c u r r e n t  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h i s  r o o t  i s  . -

jlu * - i r r r c o s M



yr-p.*ii) _  r  cî > _______________ j««>______

■i +• T jbi*o — ~7'
• ^  ^  « i/-w

s +T ~!-r £Ĵ ° ff" &

F u l l  c u r r e n t  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h i s  r o o t  i s  : -

= £  £  1

-» — f £Ĵ >  *_***____
(-p sA lZ 'f-p ^ i^ ) l K [ ♦  sj [i - f r i t j - C-p, +;-?,)]

-  _  r  cJ0a / - f ' <<J IK? T- __ r  l - i 1 ,  i&a
* * & ju> j «7 • # <r7

F u l l  c u r r e n t  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h i s  r o o t  i s
/ <j*f -p r

’ *,f = ~ I* **" £ co$(lj+90) i.

T h u s ,  f u l l  c u r r e n t  c o r r e s p o n d i n g  t o  s e c o n d  t e r m  i s

^  * -I* I” L iC cos 9e ~ -jp l P' C o s fa tf0 g)  ^  J7 T  cos fa^t + 0o) j 4

H e n c e ,  f u l l  s t a t o r  c u r r e n t  i s  g i v e n  by

i u = -_r |  cos fa t s  &0) -  ~rf7 £p,tcos Rf+^) * "T7" e ^  W+4>)} 1 — (1^ 3)

T he e q u a t i o n s  g i v e n  a b o v e ,  -  (N o s .  141 and  143 ) -  

f o r  t h e  r o t o r  an d  s t a t o r  c u r r e n t s  r e s p e c t i v e l y ,  a r e  v i r t u a l l y  

i d e n t i c a l  w i t h  t h o s e  o b t a i n e d  by  R u d e n b e rg ;  ( E q n s .  46b 

a n d  4 6 a ,  p a r t  I .  )

3 .  N u m e r i c a l  E x a m p le .

a .  M axima an d  w o r s t  c o n d i t i o n s .

T he  maximum v a l u e s  o f  t h e  s w i t c h i n g  c u r r e n t s  a r e  

a p p a r e n t  b y  i n s p e c t i o n .  F o r  t h e  r o t o r ,  t h e  s u r g e  i s  

i n d e p e n d a n t  o f  90 , an d  h a s  maximum v a l u e  f /, * 2 ~ r* h  

o c c u r r i n g  a t  cat * ^  • F o r  t h e  s t a t o r ,  a s  $  i s  v e r y  s m a l l ,  

a n d  x̂Su>, t h e  e q u a t i o n  may be  w r i t t e n

V “ { c ° s f r c ' * f ‘)  ~  t ' i P‘ t a , s e -  *  ^  £l* 0 ,1  f a * * * ) }  1
F o r  s m a l l  d a m p in g ,  t h i s  c u r r e n t  h a s  o b v i o u s l y  maximum 

v a l u e  when 6 . - 0 ,  a n d  (>***)•*■ « »  » « •  T ,alue i s  t h u s
• -r /  i / t—f ' 1 I

~ h  I ~ 1 ~ ^  J • «

b . S p e c i f i c  c a s e .

T he  v a l u e s  u s e d  f o r  t h e  c i r c u i t  c o n s t a n t s  a r e  t h e  

same a s  t h o s e  p r e v i o u s l y  u s e d ,  t h o u g h  o f  c o u r s e  t h e i r  

P h y s i c a l  s i g n i f i c a n c e  i s  somewhat a l t e r e d .  T h a t  i s ,  t h e  

e x a m p le  s h o u l d  n o t  b e  r e g a r d e d  a s  r e f e r r i n g  t o  t h e  same



m a c h i n e ,  w i t h  t h e  a d d i t i o n  o f  tw o c o i l s  t o  t h e  r o t o r ,  

f o r  w h i l e  a a n d  « ' w o u ld  b e  u n a f f e c t e d  by  t h i s  o p e r a t i o n ,  

r  ( ) w o u ld  b e  d i m i n i s h e d ,  a s  Lr w ould  b e  i n c r e a s e d

by 5 0 fo o v e r  t h e  o r i g i n a l  s i n g l e  p h a s e  v a l u e  ( .  L' ) ,  s i n c e  

Lr = h ' + Mr( c o s y  +  M ^ c o s y  = j L ' .

T h e  e q u a t i o n s  t h e n  become = & )

* -T f  — ̂  a 2*08 o  -1 .
^  - I* * -  £ i7r co sn e jl  — (1 4 4 )

Si " ~ I t  I  COS 0 -  10 L *" cosjf0 ■ + <f s. ** cos j&ejd.  - -  (145 )

f o r  s  = 1 0 ,  r  = 5 ,  cO = 2v*So , and  cr'= */ .

_ r _  ̂   ’668 - _
* J* * ^ - 3 3 / ,  [ t  ** c o s ^ B  — £ c o s j g o j d  - - ( 1 4 6 )

— f* '668 * *332 i
s ,  = ~ l k [ c o s 9  -  3-33 E~ cos jL - 0  + * 3 3  d ~ *  c o s % * o ] d  — (1 4 7 )

f o r  J3 = 1 0 ,  r  = 5 ,  to = ftr * s o f  and  <s-'= #3 .

T he  d i a g r a m s ,  F ig s *  (3 0 )  an d  (3 1 )  show t h e s e  c u r v e s .  

T h ey  s h o u l d  be  c o m p ared  w i t h  F i g s .  (2 2 )  and  ( 2 3 ) ,  w h ic h  

show  t h e  c u r r e n t s  i n  a  m ach in e  w i t h  a  s i n g l e - p h a s e  r o t o r .

T he  d o u b l e - f r e q u e n c y  com ponent o f  t h e  s t a t o r  c u r r e n t  

i n  F i g s .  (2 2 )  a n d  (2 3 )  i s  m i s s i n g  i n  t h e  p o l y p h a s e  r o t o r  

c a s e .  A p a r t  f ro m  t h a t ,  t h e  c u r v e s  a r e  v e r y  s i m i l a r ,  

e x c e p t  i n  t h e  s p e e d  o f  d am p in g . F o r  t h e  c u r v e s  o f  c u r r e n t  

f o r  <*-'=./ , t h e  dam ping  i s  so  r a p i d  a s  t o  a l t e r  q u i t e  

c o n s i d e r a b l y  t h e  s h a p e s  o f  t h e  c u r v e s ,  a s  com pared  w i t h  

t h o s e  o f  F i g .  (2 2 )  ; f o r  t h e  d i f f e r e n c e  o f  s h a p e

d u e  t o  dam ping  i s  much l e s s  m arked  *

T he r a t i o  o f  maximum p o s s i b l e  s h o r t - c i r c u i t  c u r r e n t  

t o  n o r m a l  maximum c u r r e n t  i s  e x a c t l y  t h e  same f o r  b o t h  

r o t o r  a n d  s t a t o r  c u r r e n t s  a s  i t  was i n  t h e  s i n g l e - p h a s e  

r o t o r  c a s e  j ( c f .  e q n s .  109 and 1 1 0 ) .  The r e m a r k s  made 

i n  c o n n e c t i o n  w i t h  t h e  s u r g e s  i n  t h i s  l a t t e r  c a s e  a p p ly  

e q u a l l y  w e l l  t o  t h e  c a s e  c o n s i d e r e d  a b o v e .
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D. S h o r t - c i r c u i t  o f  A l t e r n a t o r  w i t h  S i n g l e - p h a s e '  D a m p er .

The s y m b o ls  u s e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  i n v e s t i g a t i o n  a r e  

a s  d e f i n e d  a t  t h e  commencement o f  P a r t  I I I ,  ( p p .  4 3  & 4 4 ) .

We s h a l l  c o n s i d e r  a  m a c h in e  h a v in g  a  s i n g l e - p h a s e  f i e l d  

01? r o t o r  c i r c u i t ,  t h e  dam per c o i l  b e in g  wound on t h e  same 

a x i s  a s  t h e  f i e l d  c o i l .

1« M eth o d  o f  R e f l e c t i o n s .

T h i s  m e th o d  i s  n o t  a p p l i c a b l e  t o  o a s e s  i n v o l v i n g  m ore 

t h a n  tw o  i n d e p e n d a n t  w in d in g  s y s t e m s .  A moments* 

c o n s i d e r a t i o n  w i l l  show t h i s .  C o n s i d e r i n g  o n l y  t h r e e  

c i r c u i t s ,  i t  i s  a p p a r e n t  t h a t  t h e  f i r s t  r e f l e c t e d  t e r m  o f  

r o t o r  c u r r e n t  may h a v e  come by t h e  r o u t e ,  r s  r ,  o r  

r  —  3  — d — r ,  o r  r  — s —* -d —* - s —- r ,  o r  r s  —+*■d — s —► d —* -r  

a n d  s o  on i n d e f i n i t e l y ,  ( r ,  s ,  an d  d r e p r e s e n t i n g  r o t o r ,  

s t a t o r  and  dam per c i r c u i t s  r e s p e c t i v e l y ) .  E a c h  t e r m  o f  

t h e  c u r r e n t  s e r i e s  i s  t h u s  made up  i n  an  i n d e f i n i t e  n um ber 

o f  w a y s ,  an d  n o  o b v io u s  r e l a t i o n s h i p  e x i s t s  b e tw e e n  i t  

a n d  t h e  n e x t  t e r m .

The m e th o d  o f  e q u i v a l e n t  c i r c u i t s  i s  h o w e v e r  p e r f e c t l y  

g e n e r a l ,  and  w i l l  be  u s e d  e x c l u s i v e l y  i n  t h e  e n s u i n g  

d i s c u s s i o n .

2 . M ethod  o f  E q u i v a l e n t  C i r c u i t s .

I t  i s  a p p a r e n t  f ro m  t h e  p r e v i o u s  i n v e s t i g a t i o n s  t h a t  

a l l  s i n g l e - p h a s e  s y s te m s  a r e  t o  be  r e g a r d e d  a s  s i n g l e  

c i r c u i t s ,  w h i l e  a l l  s y m m e t r i c a l  p o l y p h a s e  s y s t e m s  may be  

s p l i t  up  i n t o  tw o im a g in a r y  c i r c u i t s ,  t h e  c u r r e n t s  i n  

w h ic h  a r e  c o n j u g a t e  com plex  f u n c t i o n s .  The c a s e  t h e r e f o r e  

r e d u c e s  t o  a  c a s e  o f  f o u r  c i r c u i t s ,  v i z . ,  r o t o r ,  d a m p e r , 

s t a t o r  a ,  and  s t a t o r  b .  The l i n k i n g  c o n s t a n t s  b e tw e e n  

t h e s e  c i r c u i t s  a r e  a s  shown i n  t h e  d ia g r a m ,  F ig  3 2 .

T h e r e  i s  no  m u tu a l  r o t a t i o n  b e tw e e n  t h e  r o t o r  an d  t h e  

d a m p e r 5 h e n c e  t h e  s i m p l i c i t y  o f  t h e  l i n k i n g  c o n s t a n t s  

b e tw e e n  t h e s e  tw o c i r c u i t s .  As i n  F ig  2 9 ,  e a c h  q u a n t i t y  

i n  t h e  t a b l e  shows t h e  v o l t a g e  i n d u c e d  i n  t h e  c i r c u i t  

h e a d i n g  t h a t  p a r t i c u l a r  co lu m n , by a  c u r r e n t  i  -  a  f u n c t i o n  

o f  i  -  i n  t h e  c i r c u i t  b e lo n g in g  t o  t h a t  p a r t i c u l a r  ro w .



S t a t o r  a

-jfoe*#,)

Damper

S t  a t  o r ■ifrt+W

S t a t o r  b

F ig  32

T he f u n d a m e n t a l  e q u a t i o n s  f o r  t h e  a r r a n g e m e n t  may 

t h u s  b e  w r i t t e n  im m e d i a t e l y ;  i . e . ,  -

Ŷ|P> *r ^ P  K ■*£ * + ■ Z t ° C i  *S6 ”' 0

i  * Z<L(f>) *tL * t  f Q  £ <jo. * i  p e i ‘t“ r' S A isk ■ o

* 1s* *  0  -
j. ~ r  g-ifat+A) • 4- O

 ̂ i Cpt-><S) t-i0o r A 
+ Z jp ) 4sy = "* 2 f>+i<A f-*’

T h e s e  e q u a t i o n s  c a n n o t ,  o f  c o u r s e ,  be  s o l v e d  b y  

d e t e r m i n a n t a l  m e th o d s .  E x p a n d in g  i n  t h e  u s u a l  way, -  

( c f  p a g e  7 0 ) , -  an d  w r i t i n g  Zif»=-Z , an d  Zfr*.u» =■ Z(*), f o r  

b r e v i t y ,  we o b t a i n

£ .  -  1 * t  * {*» -  * f  + & U 4

\< r -  ? c t f i ^  " g fJ K  * i t f f a ' i & l U  " - ( 1 4 9 )

o r , w r i t i n g  '  ?W , and  + i $ J  ■& ,

* [*? '  ^ C<* P %tpi]+J, ~ 4 C I3 F/P) I t - i

[Kf -  4 Wf f f p ) ]  ^ + [ f t  f f f r *  * zCQf>F/P)Tf. i
- - ( 1 5 0 )

The e q u a t i o n s  (1 5 0 )  c o n t a i n  a l l  f u n c t i o n s  o f  p ,  and  

n o  f u n c t i o n  o f  t ;  t h e y  a r e  t h e r e f o r e  a m en a b le  t o  d i r e c t  

d e t e r r a i n  a n t  a l  s o l u t i o n .  H ence

-  rC f

[ < p  ~ 4 CQP

l%i - 1

[ % ,- i c ' r  fm] [ t f , - l u t f a l
f a  -  iWffiptl [ x t - U ' r f Mj

Qfr-ifyfr,)] c 
fKfi J 9

f k i ; i —  (1 5 1 )

/X - - ?
[ K r - i * r f u ]  [*< '  ?

— (158)



a . The h o to r  cu rren t*

The num erator o f  th e  e x p r e ss io n  in  eqn . (151)  red u ces

t o

N u m e r a to r  * ? tp  { C& -QKpf  If i  

a s  t h e  f u n c t i o n  v a n i s h e s .

The d e n o m i n a t o r  s i m p l i f i e s  t o  

D e n o m in a to r  -  Zr ZA -  5 Clf ^  f ^

** l.Zf Zd ~ K f]  + f w  / ?  CQKf1 - — %QlfZ 'J

a s  t h e  f u n c t i o n  ’f } #  v a n i s h e s .

I f  t h e  v a l u e s  o f  l v  and  "§(>) a r e  s u b s t i t u t e d ,  t h e  

e q u a t i o n  may b e  w r i t t e n

jjCp̂ CZd. — Qf(p]u>*Ls Zf. $
[%>%,( — K*pJ + fat* * (f'’* *>*)*■}] ['"Cftfp* - fc’pZd - x Q'-pX-]

T h i s  e x p r e s s i o n  i s  r a t h e r  cum bersom e. I t  may b e  

e x p r e s s e d  m ore  s i m p l y ,  h o w e v e r ,  i f  c e r t a i n  a b b r e v i a t i o n s  

a r e  u s e d .  T h e s e  a r e  a s  b e lo w

’£nC/'LJIi « c* ; ^ n Q / ' l^ t * q‘ ; K/'LLa = k* :

R , A , “ r  5 Rs A s- s  j R*/La = d  :

T he e q u a t i o n  t h e n  b e c o m e s ,  by  o r d i n a r y  a r i t h m e t i c  

p r o c e s s e s

■= ________  ■" — (1 5 4 )
I fl.r* ■* p * * *1?* * fi4p

w h ere  A, * [ l  ~  ^  ~ Q* +  2 c k q J

Az. [s  [ i- .q - .k -q+2ckq] +-d( 1—c ) * s ( l - k a) + r ( l - q ) ]

e ̂ / [ i - o*-k-q+2ckq]* sjd (1 ~ cz) s  (1 -k*) + r  (1 ~qx)J * s r  + r d  + d s ]  

A4> {«*[d ( l - c ) < r ( l - q a)J * s  [ s r  + - r d  +■ d s j  + r d s  ]

A ^  { r d ( ^ V  s ) j

I t  d o e s  n o t  seem p o s s i b l e  t o  g e t  a  g e n e r a l  s y m b o l ic  

s o l u t i o n  f o r  t h e  above  e q u a t i o n ,  f o r  t h e  d e n o m in a to r  

c a n n o t  b e  f a c t o r i s e d .  We may, h o w e v e r ,  o b t a i n  an a p p r o x im a te  

s o l u t i o n  b y  n e g l e c t i n g  a l l  r e s i s t a n c e ,  a s  w i l l  b e  shown 

l a t e r .

b .  The dam per c u r r e n t .

By p r e c i s e l y  s i m i l a r  m e th o d s  t o  t h o s e  shown ab o v e



f o r  t h e  r o t o r  c u r r e n t ,  t h e  dam per c u r r e n t  e q u a t i o n  may 

be  e x p r e s s e d  a s  b e lo w

i h  t f U  * rO- ftlu* 4
—  (1 5 5 )

c . The s t  a t  o r  c u r r e n t •

S u b s t i t u t i n g  e q n s . (1 5 4 )  and (1 5 5 )  i n  t h e  r e q u i s i t e  

e q n .  ( 1 4 8 ) ,  we o b t a i n  f o r  i ja

5 .  The C o m p le te  S o l u t i o n s  f o r  t h e  C u r r e n t s .

L e t  u s  f i r s t  o f  a l l  s o l v e  f o r  t h e  c u r r e n t s  f o r  one 

o r  tw o  n u m e r i c a l  c a s e s ,  and  f o l l o w  t h a t  u p  by  a t t e m p t i n g  

a  v e r y  a p p r o x i m a t e  g e n e r a l  s o l u t i o n .

Two n u m e r i c a l  c a s e s  a r e  c o n s i d e r e d  b e lo w .  I n  b o t h ,  

t h e  c o u p l i n g  b e tw e e n  r o t o r  and s t a t o r  i s  0* 9 5 — i . e . ,  c*«0*9  — 

t h i s  b e i n g  t h e  v a l u e  t a k e n  b e f o r e ,  f o r  t h e  f i r s t  o f  t h e  

p r o b l e m s  i n v o l v i n g  s i n g l e - p h a s e  r o t o r ,  no  d am p er ,  and 

p o l y p h a s e  s t a t o r  ( c f  p a g e  7 8 ) .  F u r t h e r ,  t h e  q u a n t i t i e s  

r ,  s  an d  d a r e  r e s p e c t i v e l y  5 ,  10 and  2 f o r  b o t h  c a s e s ,  

r  an d  s  b e i n g  a s  t a k e n  i n  t h e  p r o b le m  a l r e a d y  r e f e r r e d  t o .

T he  d i f f e r e n c e  b e tw e e n  t h e  tw o c a s e s  l i e s  i n  t h e  v a l u e s  

o f  g  a n d  k .  I n  t h e  f i r s t  c a s e ,  t h e  r o t o r  and  d am p er  a r e  

v e r y  c l o s e l y  c o u p l e d j  i n  t h e  s e c o n d ,  t h e  s t a t o r  and  

d a m p e r  a r e  v e r y  c l o s e l y  c o u p l e d .  The a c t u a l  v a l u e s  a r e  

t h u s

I f  t h e s e  v a l u e s  a r e  s u b s t i t u t e d  i n  t h e  o p e r a t i o n a l  

e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  c u r r e n t s ,  t h e  d e n o m in a to r s  may be  

f a c t o r i s e d  b y  t h e  " G r a e f f e "  m e th o d  ( v i d e .  P a r t  I I ,  E3) 

a n d  t h e  e x p r e s s i o n  s o l v e d  b y  t h e  E x p a n s io n  T h e o re m . The 

e x p a n s i o n  i s  r a t h e r  l a b o r i o u s ,  b u t  t h e  d i f f i c u l t i e s  l i e  

o n l y  i n  t h e  a r i t h m e t i c .  The f o l l o w i n g  e x p r e s s i o n s  r e s u l t

1 Pi*

± I 4 -  11



f o r  th e  c u r r e n ts

For th e  v a lu e s  as in  i .

A . = Tt + I, -  b 4 B t l n t  - 2 - 4 2  £ b7t cosfaobt - s s ‘) J l

<-d ~ Q If { S ’35 i  f !-4<i t  -ij.ij £6yr tnfsott - 7°)J£ - - ( 1 5 7 )

•*8 8 ~Tk {cos( l ,ut t&t) + - 7 { b1t cotfgr *$+<}*) -  6 I 6 n tos(hoC * 0. - ,*)] ±

T h e s e  c u r v e s  a r e  shown i n  F i g s  ( 3 5 a ) ,  ( 3 4 a ) ,  & ( 3 5 a ) .  

F o r  t h e  v a l u e s  a s  i n  i i

<r « If + If { / / •  i  £*» -  / / . t ,  {""■ -  t z r * ° t cos(227f ^ g9)u
c c ^

^A - Q If l u- f  L 4** + 41-1 S~'xn - Sf-y t™* cos (z2rt - ts°)1 1  - - ( 1 5 8 )

*n I t  {co s  (3 f i t  4-80'j +  Z 4 '2  £  ‘ osfme+Q,} + 2 <j-z £ mcosf3,4t*0t ) — Zf/’Z t  n>e»s(8-ft ■>£ +ZP) -  2 3 - 4 t 7teeos(?4it*ff0~2o')'j d .

T h e s e  c u r v e s  a r e  shown i n  F ig s  ( 3 3 b ) ,  ( 3 4 b ) ,  & ( 3 5 b ) .  

When t h e  m axim a and  w o r s t  c o n d i t i o n s  f o r  t h e  a l t e r n a t o r  

w i t h o u t  dam ping  w in d in g  w e re  c o n s i d e r e d ,  i t  was shown t h a t  

a n  a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n  c o u l d  b e  o b t a i n e d  b y  n e g l e c t i n g  

a l l  r e s i s t a n c e ;  t h i s  s o l u t i o n  was t h e  m ore a c c u r a t e ,  t h e  

m o re  n e a r l y  ' a p p r o a c h e d  t o  u n i t y ,  f o r  w i t h  <r' l a r g e ,  t e r m s  

l i k e  & c .  c o u l d  be  n e g l e c t e d  i n  c o m p a r i s o n  w i t h  u>, s o  

t h a t  t h e  a p p r o x im a te  a m p l i t u d e s  w e re  m ore  n e a r l y  a c c u r a t e ,  

a n d  t h e  dam ping  c o e f f i c i e n t s  £*' & c .  c o u l d  b e  r e g a r d e d  a s  

u n i t y  f o r  a l l  t .  ( c f  p p .  6 2 ,  71 e t  s e q . ,  7 5 .  )

A s i m i l a r  a p p r o x i m a t i o n  may be  made i n  t h e  c a s e  now 

b e i n g  c o n s i d e r e d ,  e x c e p t  t h a t  h e r e  t h e  c o n d i t i o n s  o f  

a c c u r a c y  a r e  r a t h e r  m ore co m p le x .  F o r  c o n s i d e r  t h e  

v a r i o u s  o p e r a t i o n a l  e q u a t i o n s  f o r  t h e  c u r r e n t s ,  w i t h  a l l  

r e s i s t a n c e  n e g l e c t e d ;  t h e y  a r e  ! -

 4>C*{pO- P)}lf ̂ _____ _  /f =  Cl(l~ ft? ■ . J —ft?* ± / 1 p-Q \' £/-e*- k'-i'+MiJp4 * 1 (f-c'-k'-q'+itki) f

a n d  s i m i l a r l y





Draper current
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T h e s e  l a s t  e q u a t i o n s  w i l l  b e  r e a s o n a b l y  a c c u r a t e  

o n l y  i t  t h e  q u a n t i t i e s  ( / ~ ? ) ,  ( / - &  ) ,  and  ( / - ct-kL-t*+2cfy)

a r e  n o t  t o o  s m a l l ,  s o  t h a t  r e s i s t a n c e  may t r u l y  b e  n e g l e c t e d  

a n d  t h e  r o o t s  o f  t h e  a u x i l i a r y  e q u a t i o n  a r e  t r u l y  0 ,  0 ,  & 

T he f u l l  c u r r e n t  e q u a t i o n s  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  above

f o r m u l a e  a r e ,  by  t h e  e x p a n s io n  th e o r e m

S u b s t i t u t i n g  t h e  v a l u e s  a s  i n  jL and  i ^  a b o v e ,  we g e t  

f o r  t h e  a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n s  

F o r  t l i e  v a l u e s  a s  i n  i

w h ic h  com pare  v e r y  w e l l  i n  a m p l i t u d e  and  f r e q u e n c y  w i t h  

t h e  t r u e  s o l u t i o n s ,  i n  e q n s .  ( 1 5 7 ) .

F o r  t h e  v a l u e s  a s  i n  i i

w h ic h  do  n o t  com pare  a t  a l l  w e l l ,  e i t h e r  i n  a m p l i t u d e  o r  

f r e q u e n c y ,  w i t h  t h e  t r u e  s o l u t i o n s ,  i n  e q n s .  ( 1 5 8 ) .

T he  p h y s i c a l  r e a s o n  f o r  t h i s  d i s c r e p a n c y  i s  c l e a r  

e n o u g h .  The f r e q u e n c y  o f  t h e  t r a n s i e n t  i s  f i x e d  p r e t t y  

w e l l  by  t h e  l i n k a g e  b e tw e e n  t h e  s t a t o r  an d  t h e  c l o s e r  o f  

t h e  o t h e r  tw o  w in d in g s  -  i . e . ,  t h e  d a m p e r .  I f  t h i s  l i n k a g e  

i s  n o t  t o o  g r e a t ,  -  n o t  m ore t h a n  a b o u t  0*95 -  t h e n  t h e  

t r a n s i e n t  f r e q u e n c y  i s  a p p r o x i m a t e l y  «), t h e  f r e q u e n c y  o f  

t h e  m a c h i n e .  I f #  h o w e v e r ,  t h e  l i n k a g o  i s  t i g h t ,  t h e n  

t h e  t r a n s i e n t  f r e q u e n c y  f a l l s  f a r  s h o r t  o f  T h i s

f r e q u e n c y  t u r n s  up i n  t h e  d e n o m i n a t o r s ,  and  m a t e r i a l l y

 C - U / -  V J _ _ _ _ _ _ _ _  r  r  ■] .
- c + ^  [ / -  COS Q t j  j f

j ?V>- r) t f .  7 .
» l i - t ' - k ' - i ' . i c k t f  - I*  f l  -  COS o ) t ] l  

I ,  [-COS 09 * c o s ( o t < 0 j j l r  1„ [ , - A ^ ' f i u j

I K f  Cl - t^k’-hnki] C0S^ f+ ^ )  " ■‘I c o s f a u e j

j /  -  cos rtbj d -f-I f .

9*9̂  %If{' ~ toi i
- I H [/2-tr cos(vJf*0t) -  S’7£ cctChot + eB) -  W s  cas0ej d .

—  (1 6 5 )

%, * A f ( -  4. * h

4  *  30-8%If { l -  c o t  a t ]  i

■iSt W  -  I x  ]  3  3 - 4  SOS fo f - i - O t )  —  / 6 ‘ 2  t i t  ( h o t  * 6t )  —  > i ' 2  c o s  0 a J ^ L

- - ( 1 6 6 )



a f f e c t s  t h e  a m p li tu d e s .

F o r  t h e  v a l u e s  i ,  t h e  l i n k a g e s  b e tw e e n  t h e  v a r i o u s  

w i n d i n g s  a r e  a l l  h i g h ,  b u t  t h a t  b e tw e e n  t h e  s t a t o r  and  

t h e  d a m p e r  i s  n o t  t h e  h i g h e s t . The f r e q u e n c y  o f  t h e  

t r a n s i e n t  i s  t h u s  a lm o s t  u) -  a c t u a l l y  306 -  s o  t h a t  t h e  

e f f e c t  o f  n e g l e c t i n g  t h e  r e s i s t a n c e ,  and  t h e r e b y  a s su m in g  

t h e  v a l u e  i0 f o r  t h i s  f r e q u e n c y ,  i s  n o t  v e r y  g r e a t .  F o r  

t h e  v a l u e s  i i ,  h o w e v e r ,  t h e  dam per an d  s t a t o r  a r e  v e r y  

c l o s e l y  c o u p l e d ,  and  t h e  n a t u r a l  f r e q u e n c y  o f  t h e  t r a n s i e n t  

i s  o n l y  2 2 7 ,  s o  t h a t  t h e  a m p l i t u d e s  o f  t h e  t r a n s i e n t  

c u r v e s  a r e  i n  r e a l i t y  some fiOfo g r e a t e r  t h a n  t h o s e  g i v e n  

b y  t h e  a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n .  The r o t o r  c u r r e n t  i c i s  

a f f e c t e d  s t i l l  m ore  i n  t h i s  l a t t e r  c a s e ,  b e in g  q u i t e  

u n l i k e  t h e  a p p r o x i m a t e  c u r v e .  C o n s i d e r a t i o n  o f  t h e  

n u m e r a t o r  o f  t h e  r o t o r  c u r r e n t  e x p r e s s i o n  shows why t h i s  

s h o u l d  b e .  The n u m e r a t o r  c o n t a i n s  t h e  f a c t o r  and

c i s  a lw a y s  t h e  s m a l l e s t  o f  t h e  t h r e e  c o n s t a n t s ,  c ,  k ,  & c[, 

( u n l e s s  t h e  d a m p er  c i r c u i t  i s  e x t e r n a l  t o  t h e  m a c h in e ,  a s  

s a y  t h e  f i e l d  c o i l  o f  t h e  e x c i t e r  dynamo, i n  w h ic h  c a s e  

i t  i s  n o t ,  o f  c o u r s e ,  a  t r u e  dam per w in d in g  a t  a l l ) .

T h u s ,  i f  a l l  t h r e e  c o n s t a n t s  a r e  l a r g e ,  ( I -  § )  becom es 

a l m o s t  z e r o ;  i t  i s  n o t  t h e r e f o r e  c o r r e c t  t o  n e g l e c t  

t h e  r e s i s t a n c e  t e r m s  i n  t h e  n u m e r a t o r .  T h i s  e r r o r ,  

a d d e d  t o  t h a t  due  t o  t h e  s m a l l  n a t u r a l  f r e q u e n c y , p r o d u c e s

t h e  v e r y  l a r g e  d i s c r e p a n c y .

I t  i s ,  h o w e v e r ,  h a r d l y  p o s s i b l e  t h a t  t h e  c o u p l i n g  

c o n s t a n t s  s h o u l d  b e  s o  h ig h *  I t  i s  c e r t a i n l y  u n l i k e l y  

t h a t  t h e  s t a t o r  an d  dam per s h o u ld  be  s o  t i g h t l y  c o u p l e d ,  

a n d  t h e  dam per w i l l  p r o b a b l y  be  l i n k e d  m ore t i g h t l y  w i t h  

t h e  r o t o r  t h a n  w i t h  t h e  s t a t o r .  T h i s  b e in g  s o ,  we may 

t a k e  t h e  a p p r o x im a te  s o l u t i o n s  a s  b e in g  s u b s t a n t i a l l y  

c o r r e c t ,  p r o v i d e d  q ,  and  t h e r e f o r e  o f  c o u r s e  Cj a r e  n o t  

t o o  h i g h .  The s o l u t i o n s  w i l l  a t  l e a s t  be  s u f f i c i e n t l y  

a c c u r a t e  f o r  t h e  e s t a b l i s h m e n t  o f  w o r s t  c o n d i t i o n s  an d  

maximum c u r r e n t s .



4 .  Maxima and  W ors t  C o n d i t i o n s .

I t  i s  a p p a r e n t  by  i n s p e c t i o n  o f  e q u a t i o n s  ( 1 6 2 ) ,  

( 1 6 3 )  a n d  (164.) t h a t  w o r s t  c o n d i t i o n s  a g a i n  o c c u r  a t  

0>--0 a n d  cot = 7T . U nder  t h e s e  c i r c u m s t a n c e s ,  t h e  max 

c u r r e n t s  a r e  g i v e n  by

I ,  + 2 1 — (1 6 7 )  

r , «*!'- V*/
^  («wj * /• L'-c' - k' -i * *tki] - - ( 1 6 8 )

{ b z J ^ L   ,  > f  L'-k'J J  L [ fi-k'J ^ l]
J  t i - c ' - k ' - q ^ z c k f j  2  H i - c ' . k ' . q ' i i c t i ]  I ]  *  z  [ [ / . ( K t K f C  u k H]  * ' J J

~ 2 -r kzJzI  T
U -C.l- k . l - q t + 7 c k q l  ■l k

a n d  i . = I
S t (m a t) ‘

- - ( 1 6 9 )

T h e s e  e q u a t i o n s  a r e  t o  be  compared  w i t h  e q n s (1 1 0 )  

a n d  ( 1 0 9 ) ,  w h i c h  g i v e  t h e  maxima u n d e r  s i m i l a r  c o n d i t i o n s  

i n  a  m a c h i n e  w i t h o u t  a  dam per  w i n d i n g .  T h e s e  l a s t  two 

e q u a t i o n s  a r e  r e p r o d u c e d  b e lo w  : -

r  (m an) * Th + 2 -L z A . L = /, * z-nrr*h

,-F  lK

—  ( 1 1 0 ) 

— (1 0 9 )

c h a n g i n g  f r o m  t h e  <s‘ n o t a t i o n  t o  t h e  p r e s e n t  c n o t a t i o n .

I t  i s ,  i n  g e n e r a l ,  t r u e  t h a t  q and  k a r e  e a c h  

i n d i v i d u a l l y  g r e a t e r  t h a n  c ,  i f  t h e  damper  c o i l  i s  b e tw e e n

COIL

Moriotf

-0.JJ9J28-
^  COIL

F i g  5 6 .
Show iff o hmlf oa n u t  p u t ro S.

t h e  r o t o r  and  s t a t o r  c o i l s .  I t  

i s  a l s o  t r u e  t h a t  t h e  p r o d u c t  kq 

i s  i n  g e n e r a l  l e s s  t h a n  c ,  a s  may 

be s e e n  f ro m  t h e  d i a g r a m ,  F i g  3 6 .  

F o r  l e t  s _ a n d  d be c l o s e - c o u p l e d .  

Then c -  k ,  and  = 1 ,  s o  t h a t  kq = c . 

I f ,  now, d moves away f r o m  s ,  

cj d i m i n i s h e s ,  and  k  i n c r e a s e s ,  u n t i l  f i n a l l y  q - and 

B u t  t h e  f l u x  d e n s i t y  a t  _s due t o  i s  c o n s i d e r a b l y  g r e a t e r  

t h a n  t h e  f l u x  d e n s i t y  a t  s  due t o  r ,  s o  t h a t  f o r  t h e  f i r s t  

h a l f  o f  t h e  m o t i o n ,  cj d i m i n i s h e s  a t  a  more  r a p i d  r a t e  t h a n  

k i n c r e a s e s .  At t h e  h a l f - w a y  p o i n t ,  q=*k,  and  f rom  t h e n  

o n w a r d s ,  k i n c r e a s e s  more r a p i d l y  t h a n  jc| d i m i n i s h e s .

Thus  t h e  p r o d u c t  qk i s  a lw a y s  l e s s  t h a n  jc, r e a c h i n g  a 

minimum v a l u e  h a l f - w a y  b e tw e e n  s  and  r .



T he r u l e  a b o v e  was i n  p o i n t  o f  f a c t  t a c i t l y  o b s e r v e d  

when ^cz w as t a k e n  a s  0 * 9 ,  and  k l and  cj*as 0*97 and  0 * 9 2 .

T he  f a c t o r  ( l - c - k - q + 2 c k q )  may t h u s  b e  w r i t t e n  : -  

( l - c - k - q V 2 c k q )  * ( i - t f )  -  (k% q-2kq) -  2 k q ( l - c )

>  (1-c*) -  ( k - q  f  -  2 c ( l - c )

> ( l - c f -  (k -q )*

Now s i n c e  l > [ k  o r  q ] > c ,  ( 1 - c )  i s  i n  g e n e r a l  g r e a t e r  

t h a n  ( k - q ) .  H en ce  t h e  f a c t o r  ( l - c - k - q V 2 c k q ) i s  a lw a y s  

p o s i t i v e  f o r  t h e s e  c o n d i t i o n s .

We may now g o  on t o  com pare  t h e  s h o r t - c i r c u i t  c u r r e n t s  

w i t h  a n d  w i t h o u t  d am p er  w in d i n g s .  We s h a l l  c o n s i d e r  

t h e  r a t i o  : -

M ax. c u r r e n t  w i t h  s i n g l e - p h a s e  dam per w in d in g

Max. c u r r e n t  w i t h o u t  dam per w in d in g

a  . R o t  o r  c u r r e n t •

T he  r a t i o  i s ,  c o n s i d e r i n g  o n ly  t r a n s i e n t  c u r r e n t ,  *- 

R a t i o  -  JT-i*

/  {_ /- c* -  k x - q 1 * Z ck ij

I —  I ... ( k - .
“  I  C I  t ' C 1-  *■

Now, a c  and  k c  a r e  b o t h  l e s s  t h a n  c ,  and  a r e  t h u s  

b o t h  l e s s  t h a n  ^  o r  k .  H ence  t h e  r i g h t - h a n d  t e r m  above  

i s  a  f r a c t i o n  o f  tw o p o s i t i v e  q u a n t i t i e s ,  and  i s  i t s e l f  

p o s i t i v e .  T hus  t h e  r a t i o  o f  t h e  c u r r e n t s  i s  a lw a y s  l e s s  

t h a n  u n i t y ;  m o r e o v e r ,  0 " ^ )  Q*ud ( 1 - c 4) a r e  b o t h  p o s i t i v e ,  

s o  t h e  r a t i o  o f  t h e  c u r r e n t s  i s  p o s i t i v e .  Thus t h e  

t r a n s i e n t  r o t o r  c u r r e n t  i s  a lw ay s  d e c r e a s e d  by  t h e  

a d d i t i o n  o f  a  d a m p e r .  I t  i s  o f  i n t e r e s t  t h a t  k  and  

a r e  i n t e r c h a n g e a b l e  i n  t h e  above  e x p r e s s i o n *  s o  t h a t  

g i v e n  c e r t a i n  v a l u e s  f o r  t h e  tw o ,  i t  m akes n o  d i f f e r e n c e  

w h ic h  v a l u e  p e r t a i n s  t o  which* T h i s  i s  a l s o  shown by  

e q n s .  (1 6 5 )  and  ( 1 6 6 ) ,  t h e  f i r s t  e q u a t i o n s  o f  e a c h  g r o u p

b e i n g  i d e n t i c a l .

B e f o r e  com m enting  f u r t h e r ,  we s h a l l  g o  on t o  c o n s i d e r

t h e  s t a t o r  c u r r e n t  r a t i o .



b .  T he  s t a t o r  c u r r e n t .

T h e  r a t i o  f o r  t h e  s t a t o r  c u r r e n t s  i s

R a t  i n  »  ~ĉ  s-XiaulO £ / - c1 -** y. 2ck$J

* I +. (c'k' **'-2ekt)
[ / - c l -  - i *  4 2 c .* i ]

- / +- - j  fo-Mr)*£/- «* -*■*- -y*- + 2tk$ J

T he  r a t i o  on t h e  r i g h t  i s  h e r e  a g a i n  p o s i t i v e ,  a s  

t h e  n u m e r a t o r  i s  a  s q u a r e .  Thus t h e  s t a t o r  c u r r e n t  i s  

a l w a y s  g r e a t e r  w i t h  a  dam per t h a n  w i t h o u t .  I t  a p p e a r s  

f r o m  t h i s  e q u a t i o n  t h a t  t h e  t e r m  ( q - c k )  s h o u ld  n o t  be  

a l l o w e d  t o  becom e t o o  g r e a t  i f  h e a v y  s w i t c h i n g  c u r r e n t s  

a r e  t o  b e  p r e v e n t e d ;  t h i s  i n v o l v e s  a  l a r g e  k  and  a  

s m a l l  jg , w h ic h  c a u s e s  t h e  dam per t o  l o s e  some o f  i t s  

e f f e c t i v e n e s s  i n  c o u n t e r a c t i n g  " H u n t i n g " ,  s o  t h e  s t a t o r  

c u r r e n t  c a n n o t  b e  v e r y  much l o w e r e d .  I f  3  i s  made l a r g e  

t h e  r o t o r  c u r r e n t  r a t i o  t e n d s  t o  become u n i t y .

We s h a l l  n o t  s p e n d  m ore t im e  on t h i s  c a s e ,  b u t  g o

on t o  c o n s i d e r  t h e  p o l y p h a s e  dam per m a c h in e ,  w h ic h  i s  o f  

m o re  g e n e r a l  i n t e r e s t .

E .  S h o r t - c i r c u i t  o f  M ach ine  w i t h  P o ly p h a s e  D am per.

We s h a l l  c o n s i d e r  a  m a c h in e  h a v in g  a  s i n g l e - p h a s e  

r o t o r  c i r c u i t ,  t h r e e - p h a s e  s t a t o r ,  and  n - p h a s e  d am p er ,  

t h e  d a m p er  b e i n g  r e g a r d e d  a s  a  s y m m e t r i c a l  s y s te m  o f  n  

c o i l s  l i n k e d  b y  i n d u c t a n c e  o n l y .  I t  w i l l  b e  shown l a t e r

t h a t  t h e  t h e o r y  h o l d s  f o r  a  dam per w in d in g  o f  t h e  m ore

u s u a l  s q u i r r e l - c a g e  t y p e .

1_. The S o l u t i o n  o f  t h e  P r o b le m ,  by  E q u i v a l e n t  C i r c u i t s  

C o n s i d e r  a  c u r r e n t  F w i f l o w in g  i n  t h e  r o t o r  c o i l .

T h i s  c u r r e n t  w i l l  r e a c t  on t h e  dam per a s  f o l l o w s  • -

V o l t s  i n d u c e d  i n  d am p er ,  p h a s e  1 = ~i &0 ] f a i

V o l t s  i n d u c e d  i n  d am p er ,  p h a s e  2  *

a n d  s o  o n .

H e n c e ,  c u r r e n t  i n  d am p er ,  p h a s e  1 = - i  i£(f) [ J ^ wl

a n d  c u r r e n t  i n  d am p er ,  p h a s e  2 * ~ i. [^,n £ ^}F(p)i

an d  s o  o n ,  Z\jp> h a v in g  t h e  u s u a l  p h y s i c a l  i n t e r p r e t a t i o n .



V o l t s  i n d u c e d  i n  r o t o r  b y  i 4 , *

V o l t s  i n d u c e d  i n  r o t o r  b y  I , ,  . 

and  s o  o n .

Thus t o t a l  c u r r e n t  i n d u c e d  i n  r o t o r  * * 0  U i0'+ ^ ' 1  F w  4

2 «V 
s 1 K&

W ith  a  s i n g l e - p h a s e  d am p er ,  t h i s  l a s t  e x p r e s s i o n
K7fi

w o u ld  h a v e  b e e n  • A p p a r e n t l y ,  t h e n ,  we m ust

r e g a r d  t h e  d a m p e r  a s  c o n s i s t i n g  o f  tw o e q u i v a l e n t

i m a g i n a r y  c i r c u i t s  i n  t h e  u s u a l  way, so  t h a t  a l t h o u g h  t h e  

d a m p er  c u r r e n t ,  p h a s e  1 ,  i s  g i v e n  by we may

n o t  s a y  t h a t  t h e  l i n k a g e  b e tw e e n  r o t o r  and  dam per i s  -K p , 

b u t  t h a t  t h e  l i n k a g e ,  r o t o r  t o  dam per a  i s  -^K p , and  t h e  

l i n k a g e ,  r o t o r  t o  d am p er  b i s  a l s o  -J-Kp.

We may d ra w  up  a  t a b l e  show ing  t h e  v a r i o u s  l i n k a g e s

P ig  37 *

T he  f u n d a m e n t a l  e q u a t i o n s  may t h u s  b e  w r i t t e n

%r -V + ?  Kf + t^P<db * . . .
. i f4- t [pt 1sb r 0

3 a  .-it****** • *■ 0 s  0
*■ ZA +• 0 * t  9 f t

2  1- 0 4- +*b * 0 * I  n ■ t Q f l  W 4lb -.o — ( 1 7 0 )

x. < , « 0 =

.  o * '  » ' K  *tb S -I Cm i iB* - ”*rr T A

By t h e  u s u a l  m e th o d  o f  e x p a n s io n  ( v i d e  p a g e  7 0 ) ,  

t h e s e  e q u a t i o n s  may b e  O le a r e d  o f  a l l  V f u n c t i o n s ,  t o

g i v e  t h e  f o l l o w i n g  t h r e e  e q u a t i o n s

m  t h e  u s u a l  m a n n e r

R o t o r Damper a Damper b S t a t o r  a 3 t a t o r  b

R o t o r ~Ikp *
/ r AfcMJ ■ - i cPt * St. 4

Damper a 0 -  2 Qff 4 0 .

Damper b

-----2 -----

„ H K * n 0 ~%Q*l 4.

S t a t o r  a " 1 Qft 4 0 0

S t a t o r  b

L_ ELI-----±-

0 ~zVft * 0
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I n  t h e  e q u a t i o n s  ( 1 7 1 ) ,  pfr; and a r e  a s  d e f i n e d

p r e v i o u s l y ,  v i z

The e q u a t i o n s  (1 7 1 )  may b e  s o l v e d  by o r d i n a r y  

d e t e r m i n a n t a l  m e th o d s .  The r e s u l t i n g  o p e r a t i o n a l  

e x p r e s s i o n s  a r e  h o w e v e r  r a t h e r  c o m p l i c a t e d ,  and  e a c h  

c u r r e n t  p o s s e s s e s  i t s  own p o i n t s  o f  i n t e r e s t ;  i t  i s  

t h e r e f o r e  a d v i s a b l e  t o  k e e p  t h e  i n v e s t i g a t i o n s  o f  t h e  

d i f f e r e n t  c i r c u i t s  s e p a r a t e .  A s e p a r a t e  s e c t i o n  o f  t h e  

T h e s i s  w i l l  b e  d e v o t e d  t o  e a c h  c i r c u i t  and  i t s  c u r r e n t .

I n  t h e  e n s u i n g  d i s c u s s i o n ,  t h e  c u r r e n t s  w i l l  f i r s t  

o f  a l l  b e  w o rk e d  o u t  f o r  d e f i n i t e  v a l u e s  o f  t h e  o i r c u i t  

c o n s t a n t s ,  t h e s e  v a l u e s  b e in g  a s  i n  D 3 , i ,  v i z  

s « 1 0 ;  r  « 5 ;  d * 2 ;  c*= 0 » 9 ; k ‘= 0* 9 7 ; q‘= 0 * 9 2 ; t*) * 2rr* .50 = 3 1 4 .

S u b s e q u e n t l y ,  f o r  t h e  p u r p o s e  o f  o b t a i n i n g  an 

a p p r o x i m a t e  g e n e r a l  s o l u t i o n ,  t h e  c u r r e n t s  w i l l  be  w orked  

o u t  w i t h  a l l  r e s i s t a n c e  n e g l e c t e d .

S i n c e  t h e  m a t r i x  d e t e r m i n a n t  o f  e q u a t i o n s  (1 7 1 )  i s  

o b v i o u s l y  o f  i m p o r t a n c e ,  b e in g  i n  f a c t  t h e  d e n o m in a to r  

o f  t h e  r o t o r  an d  dam per c u r r e n t  o p e r a t i o n a l  e x p r e s s i o n s ,  

a  s e p a r a t e  s e c t i o n  w i l l  b e  d e v o te d  t o  i t *

I t s  f u l l  e x p an d e d  fo rm  i s  v e r y  u n w i e l d l y .  By m ak ing  

t h e  a b b r e v i a t i o n s  a s  b e f o r e ,  h o w e v e r ,  ( c f  p a g e  9 6 ) ,  i t  

may b e  som ew hat s i m p l i f i e d .  I t  becom es

2 .  T he M a t r i x  D e t e r m i n a n t .  

T h i s  i s  t h e  d e t e r m i n a n t

w h e re  t h e  c o n s t a n t s  A, , A . ,  & o .  a r e  a s  o v e r l e a f .



I n  e q n .  (1 7 2 )

A, = [ i - c 1'  -?* 4 n k ) ] ( t - f )

A z * f t i - ' %- k t - } l + *fkf ] ( s4*)  t  0-f)[+r>-f '> *  f r* -*y+drs> ]J

A 3 - J  £ / - « « . * »  - l ' * * - * * } ]  + * s O - t ' }  + * ( , - * ') ]  * ( , . f )  [ + d + d ,  ,  t r ] J

A 4 * [ l t - c ,- k x-<i t -rZtk<l] * S  + [+ (,-}*)  ,  d ( , - e ')]  * s l [ r ( - f )  r s« -k ')+ d (> -* ')]  *  0 - f )  <■ (d * J )[ -r d + d s  <■ s r j J

A  s '  I  [ r O - f )  +■ d .0 - 1 ' ) }  d to 1 *  r d u ' O - f )  t- sd. [-nL+ i s *  t r j  t  ( d f i ) W S J  

A£ = I  [ s 7+0X]+-cL‘lj

a* W i th  t h e  ab o v e  v a l u e s  f o r  t h e  c o n s t a n t s .

W i th  t h e  n u m e r i c a l  v a l u e s  a s  e x p l a i n e d ,  t h e  d e t e r m i n a n t  

t a k e s  on  t h e  fo rm  - ( d i s r e g a r d i n g  t h e  f u n c t i o n  — , 

w h ic h  c a n c e l s  w i t h  t h e  same f u n c t i o n  i n  t h e  n u m e r a t o r )  : -

&  -  O'OOOlffZ * (Sl$* * (t-882 *ios)j) 3 -h ( S-ZZ*io7)f>1 *■ ( 1-041 moq)fj + t-0 2 <fno° J

o r ,  b y  t h e  " G r a e f f e "  m e th o d  o f  r o o t  e x t r a c t i o n

JD ' OOOO/fZ j[f> *■ O2Y+j3O6)][p+(i3‘f-j3O6)]£p+(l9+j8)]£pr//S-S0)] —- ( 1 7 3 )

b .  W ith  a l l  r e s i s t a n c e  n e g l e c t e d .

T h e  a p p r o x i m a t e  v a l u e  o f  t h e  m a t r i x  i s  a p p a r e n t l y ,
L . * .

( d i s r e g a r d i n g  t h e  f u n c t i o n  ) : -

b  0 £ / ~  c I f’1 -  [ p 1* * * ] ? *

- + z t k f ] - - ( 1 7 4 )

5 .  The R o t o r  C u r r e n t .

a .  T he  n u m e r a t o r .

T h i s  i s  t h e  d e t e r m i n a n t  fo rm ed  b y  s u b s t i t u t i n g  t h e  

r i g h t - h a n d  m em bers o f  ejflns* (1 7 1 )  f o r  t h e  m em bers o f  t h e  

f i r s t  co lum n  o f  t h e  m a t r i x  d e t e r m i n a n t .  W ith  t h e  u s u a l  

a b b r e v i a t i o n s ,  i t  becom es • -

M  = l W * }  [ ' ( ' - & fd]  4 — (1 7 5 )

b . W ith  n u m e r i c a l  v a l u e s .

D i s r e g a r d i n g  t h e  f u n c t i o n  * w h ic h  c a n c e l s

w i t h  t h e  d e n o m i n a t o r ,  t h e  n u m e r a to r  becom es

M  = f f  ■ * ** <100 f  1 * 0 9  f  * z][<> 004iA f + 2 ]  i

* Tf x zo-s f {r+*s]{  — (1 7 6 )

T h u s  t h e  f u l l  n u m e r i c a l  o p e r a t i o n a l  s o l u t i o n  f o r ,  •

t h e  c u r r e n t  i s  ( o v e r )



A p p ly in g  t h e  e x p a n s i o n  th e o re m  t o  e q n .  (1 7 7 )  p r o d u c e s  

t h e  f o l l o w i n g  f u l l  n u m e r i c a l  s o l u t i o n  f o r  thQ  r o t o r  c u r r e n t s

= ^  £  + 4-11 l  8 t  C O i f e t - A S * )  -  <211 COS (lO&C -S/0)J 1  ’*"■(178)

l h i 3  c u r v e  i s  shown i n  F ig  38 • I t  s h o u l d  be com pared  

w i t h  t h e  r o t o r  c u r r e n t  w i t h o u t  dam per -  (F ig  3 0 a )  -  and  

w i t h  s i n g l e - p h a s e  dam p er -  (F ig  3 3 a ) .  The r o t o r  c u r r e n t  

w i t h  a  p o l y p h a s e  dam per i s  o b v i o u s l y  much l e s s  t h a n  t h a t  

w i t h  n o  d a m p e r  a t  a l l ,  b u t  i s  v e r y  s i m i l a r  t o  t h a t  w i t h  

a  s i n g l e - p h a s e  d a m p e r ;  e x c e p t  f o r  t h e  r a p i d  dam ping o f  

t h e  a l t e r n a t i n g  com ponen t i n  F ig  (3 8 )  t h e  c u r v e s  a r e  a lm o s t  

i d e n t i c a l .  I t  s h o u l d  b e  rem em bered  t h a t  t h i s  m a ch in e  

i s  n o t  t h e  sam e m a c h in e  a s  b e f o r e  w i t h  e x t r a  dam per c o i l s  

a d d e d ,  f o r  t h i s  o p e r a t i o n  w ould  a l t e r  t h e  r a t i o  d (= R/Ld) 

by  i n c r e a s i n g  L i n  t h e  r a t i o  -J-n; t h u s  by t a k i n g  d a t  t h e  

sam e v a l u e  a s  b e f o r e ,  v i z . ,  2 , we h a v e  im a g in e d  t h e  

r e s i s t a n c e  o f  a  dam per c o i l  i n c r e a s e d  i n  t h e  same r a t i o .

T h i s  p r o b a b l y  e x p l a i n s  why t h e  dam ping i n  t h e  p o ly p h a s e  

c a s e  h a s  come o u t  g r e a t e r  t h a n  i n  t h e  s i n g l e - p h a s e  c a s e ,  

a  v ie w  w h ic h  w i l l  r e c e i v e  c o n f i r m a t i o n  when we c o n s i d e r  

t h e  a p p r o x i m a t e  g e n e r a l  c a s e .  More w i l l  be  s a i d  on t h i s  

s u b j e c t  when t h e  dam per c u r r e n t  i s  e v a l u a t e d .

o .  A p p ro x im a te  g e n e r a l  s o l u t i o n .

W i th  a l l  r e s i s t a n c e  n e g l e c t e d ,  t h e  n u m e r a t o r  o f  t h e  

o p e r a t i o n a l  e x p r e s s i o n  becom es

M =■ rf r< V '/i (179)

T h u s  t h e  f u l l  o p e r a t i o n a l  s o l u t i o n  f o r  t h e  c u r r e n t  i s : -

r cV/-g)____________ i  — (1 8 0 )

A p p ly in g  t h e  e x p a n s io n  th e o re m  t o  t h i s  e q u a t i o n  : -

<?()- — _  f / -  cos iotl <i ——(1 8 1 )
s 1+ * ^ (<-e * "7t+ Ztki)

W ith  t h e  v a l u e s  o f  c ,  k  an d  j  a s  a b o v e ,  t h i s  b e c o m e s : -

- c . .. a t ] i  - ( 1 8 2 )





I t  i s  a p p a r e n t  t h a t  e q n . ( 1 8 2 )  i s  i d e n t i c a l  w i t h  

t h o s e  o b t a i n e d  f o r  t h e  r o t o r  c u r r e n t  w i t h  a  s i n g l e - p h a s e  

d am p er  -  t h e  f i r s t  o f  e q n s . ( 1 6 5 )  and ( 1 6 6 ) .  T h i s  c o n f i r m s  

t h e  v ie w  w h ic h  was s u g g e s t e d  by t h e  s i m i l a r i t y  o f  t h e  

t r u e  e q u a t i o n s  -  t h a t  t h e  p o ly p h a s e  n a t u r e  o f  t h e  dam p er 

o n l y  a f f e c t s  t h e  c u r r e n t  i n  t h e  r o t o r  a s  f a r  a s  t e r m s  

i n v o l v i n g  r e s i s t a n c e  a r e  c o n c e r n e d ;  i . e . ,  i n  t e r m s  o f  

s e c o n d  o r d e r  m a g n i t u d e .  The maximum r o t o r  c u r r e n t  i s  

a s  f o r  t h e  s i n g l e - p h a s e  c a s e ;  i t  i s  t h u s  a lw a y s  l e s s  

t h a n  t h a t  f o r  a  m a c h in e  w i t h o u t  a  d am p er  w i n d in g .

I n  g e n e r a l ,  s t a t e m e n t s  made i n  c o n n e c t i o n  w i t h  t h e  

r o t o r  c u r r e n t  f o r  a  s i n g l e - p h a s e  dam per a p p ly  a l s o  t o  

t h i s  c a s e .

4 .  T he  D am per C u r r e n t  •

T he  f u l l  dam per p h a s e  1 c u r r e n t  i s ,  o f  c o u r s e ,  t h e  

sura o f  t h e  tw o  c u r r e n t s ,  i*  and  The n u m e r a t o r  o f

t h e  o p e r a t i o n a l  e x p r e s s i o n  f o r  i.^ i s  t h e  d e t e r m i n a n t  

f o r m e d  b y  s u b s t i t u t i n g  t h e  r i g h t - h a n d  m em bers o f  e q n s . ( 1 7 1 )  

f o r  t h e  m em bers  o f  t h e  s e c o n d  colum n o f  t h e  m a t r i x  

d e t e r m i n a n t ,  an d  t h e  n u m e r a t o r  f o r  i..,,, i s  t h e  com plem ent 

o f  t h i s .

a .  The n u m e r a t o r  f o r  i*  *

T he  n u m e r a t o r  i s  r a t h e r  an  i n v o l v e d  f u n c t i o n ,  b u t

i t  s i m p l i f i e s  t o  t h e  f o l l o w i n g

s T>l'r{2.r3+ Af1 '  *b4]1  - - ( 1 8 3 )

w h e re  B. * +

B ,  -  ( ' - ? ) ]  + j'*0  [ ' ( ' ' t ' )  *

B3 * ♦ i  (t- $]  V /a [rcL + ii r *r]

a n d  Bf -- ul [ r d] + i»[rds]

A p p a r e n t l y ,  t h e  o p e r a t i o n a l  s o l u t i o n  f o r  jij* may be  

d i v i d e d  i n t o  tw o  p a r t s ,  v i z . , -

w h e re  ZlP) i s  t h e  m a t r i x  d e t e r m i n a n t  D w i t h o u t  t h e  

f u n c t i o n  - ^ 7  •



b* T h e  f u l l  d am p er  p h a s e  1 c u r r e n t ,  1* • 

i . O p e r a t i o n a l  s o l u t i o n .

T he  f u l l  c u r r e n t  i* i s  t h e  sum o f  i ^ a n d  i * , w h ic h  

a r e  c o m p le m e n ta r y  f u n c t i o n s .  T hus i*  i s  g i v e n  by  t w i c e  

t h e  r e a l  p a r t  o f  i ^ ,  o r

= j f r l  I — (1 8 5 )

i l . N u m e r i c a l  s o l u t i o n .

W i th  t h e  n u m e r i c a l  v a l u e s  a s  b e f o r e ,  e q n . ( 1 8 5 )  b e c o m e s :■

i  =  i&ad jL**€£E+jsil.__* — (1 8 6 )
2<? f (r+m)[f+ 08±i8)]lp + 0*7*13°*]

By t h e  e x p a n s i o n  th e o re m

« s ,cS  ™  + I'85 ***** (Bt ' 4°0) -  c0sfat-«‘)] I  - - ( 1 8 7 )

T h i s  c u r r e n t  i s  shown i n  t h e  d ia g r a m ,  F ig  3 9 a .

i i i • A p p ro x im a te  s o l u t i o n .

W i th  a l l  r e s i s t a n c e  n e g l e c t e d ,  t h e  o p e r a t i o n a l  

e q u a t i o n  ( 1 8 5 )  b ecom es

x. -- t  — --------v.*..  ̂ —  ( 18Q)

By t h e  e x p a n s i o n  th e o re m

-7 -tV'- il—  1 t - c n * ] l  - - ( 1 8 9 )iQ 0-t'-kx-f'+2tkf) L J 7

W ith  t h e  v a l u e s  o f  c ,  k  and  a s  a b o v e ,  t h i s  becom es 

V  w  [ ' - e* s* ] ±  - - ( 1 9 0 )

w h ic h  i s  a  g o o d  a p p r o x im a t io n  t o  e q u a t i o n  (1 8 7 )  a b o v e ,

c . The d am p er  c u r r e n t  i n  t h e  o t h e r  p h a s e s .

i . T he  g e n e r a l  s o l u t i o n .

R em em bering  t h e  m ethod  em ployed  t o  g e t  t h e  p h a s e  2 

s t a t o r  c u r r e n t  -  ( o f  p a g e  7 3 )  -  we m ig h t  b e  i n c l i n e d  t o  

i n s e r t  t h e  a n g l e s  & o .  i n  e q n , ( l 8 7 )  i n  o r d e r  t o

S e t  t h e  dam p er c u r r e n t s  i n  t h e  o t h e r  p h a s e s .  T h i s  i s  

i n c o r r e c t ,  h o w e v e r ,  f o r  t h e  f o l l o w i n g  r e a s o n .  When 

c o n s i d e r i n g  t h e  s t a t o r  p h a s e  2 ,  we s a y  s i m p l y ,  " L e t  u s  

a ssu m e  t h a t  t h e  s h o r t - c i r c u i t  t a k e s  p l a c e  when t h e  r o t o r
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i s  a t  a n g l e  ( & - y  ) ;  t h a t  i s ,  when t h e  s t a t o r  p h a s e  1 i s  

i n  t h e  p o s i t i o n  r e l a t i v e  t o  t h e  r o t o r  w h ic h  t h e  s t a t o r  

p h a s e  2 w o u ld  p o s s e s s ,  w e re  t h e  s h o r t - c i r c u i t  t o  t a k e  

p l a c e  a t  90 . (We a r e  f o r  t h e  moment c o n s i d e r i n g  a  t h r e e -  

p h a s e  s t a t o r . )  T h u s ,  i f  we c a l c u l a t e  t h e  s t a t o r  p h a s e  1 

c u r r e n t  f o r  t h e  a n g l e  (0,-4f ) ,  we know t h i s  m u s t  a l s o  b e  

t h e  s t a t o r  p h a s e  2 c u r r e n t  f o r  t h e  a n g l e  9„ . w A s i m i l a r  

a rg u m e n t  c a n n o t  b e  e m p lo y e d  f o r  t h e  d a m p e r ,  h o w e v e r ,  f o r  

t h e  p o s i t i o n s  o f  t h e  dam per p h a s e s  a r e  p e r m a n e n t l y  f i x e d  

r e l a t i v e  t o  t h e  r o t o r ,  s o  t h a t  d a m p er  p h a s e  1 c a n  n e v e r  

t a k e  u p  a  p o s i t i o n  p r e v i o u s l y  h e l d  by  d am p er  p h a s e  2 .

A d i f f e r e n t  m e th o d  o f  e v a l u a t i o n  t h e  c u r r e n t s  m u s t  b e  

u s e d .

C o n s i d e r  t h e  f u n d a m e n t a l  e q u a t i o n s  a g a i n .  T h i s  t i m e ,  

h o w e v e r ,  l e t  t h e  tw o  d am p er  c i r c u i t s  b e  t h o s e  e q u i v a l e n t  

t o  t h e  ( r + l ) th d am p er  p h a s e .  S i n c e  t h e  tw o  c i r c u i t s  

t o g e t h e r  a r e  i n  an y  c a s e  e q u i v a l e n t  t o  t h e  w h o le  d am p er  

s y s t e m ,  t h i s  d o e s  n o t  i n v a l i d a t e  t h e  e q u a t i o n s ,  w h ic h  

u n d e r  t h e s e  c o n d i t i o n s  becom e

■r z  Cp t  4,a -t % Cp l  -t,!, * 0

* |  * o -.o

— ( 1 9 1 )
v  . / /• J i&o t  J

,  o ♦ - - i cr T ^  i ‘s-Tt l

T h e s e  e q u a t i o n s  r e d u c e  t o  t h e  f o l l o w i n g  t h r e e  : -

l Z t  ~ 4 + £■ [  c ? f, 'X w ]  + £■* * / " * * > > ]*dt = 4 ^ ?  Z f) I ,  I

■Ur «, -
f-iV-l‘O-gSrK * £ * o — (1 9 S )

[ i K p  -  z'c-) ]  i r +  o  * i  [ Z ,  -  ^  '  A C Q f Z f i  b  1

T h u s  a p p a r e n t l y  t h e  o p e r a t i o n a l  s o l u t i o n  f o r  i ^  i s  

a s  e q n . ( 1 8 4 ) ,  m u l t i p l i e d  by  t h e  f a c t o r  ft** , an d  f o r  i ^  

i s  t h e  com plem en t o f  t h a t  i n  e q n . ( 1 8 4 ) ,  m u l t i p l i e d  b y  t h e
_:?£r

f a c t o r  £ '  . I f  t h e  o p e r a t i o n a l  s o l u t i o n  f o r  i ^ ( p h a s e  1 )  

b e  r e p r e s e n t e d  by  t h e  co m p lex  f u n c t i o n  ( a  + j b ) ,  t h e n  

a p p a r e n t l y  t h e  o p e r a t i o n a l  s o l u t i o n s  f o r  an d  i -6 ( p h a s e  r * l )

*

«  ;2 £ rHr v  -  J -n. ■ t?  ■
X  o  +  i K f t  4 ^

t :* * ir
i t f i ' i ' *  %d *■ 0
i  ^  - ; ? r
1  ?*- *>■ *  0  + Zd id t

5 *  t o ; tB



1 1 1 .

are  g iv e n  by
j 2JTr

* (*■ + j k) *■
■ *»/•

^rf6 *  " J  &) ^

a n d  t h e  t o t a l  d a m p er  c u r r e n t ,  p h a s e  ( r + l ) ,  b y  : -

+*1"/) ~ 2a. cos Hr -  2 k sm ^ . - - ( 1 9 3 )

T h u s ,  t h e  f u l l  o p e r a t i o n a l  s o l u t i o n  f o r  t h e  c u r r e n t  

i n  d a m p er  p h a s e  ( r + l )  i s  : -

-  -£̂ !t I" V1* r \l>‘clT kW*ithh1 * *■ sfi-t’’) *■ ‘CQ-c'il P * * frt +si+Uh *frdslj J/A ZiTrJ j  . . . ( 1 9 4 )

i i . N u m e r i c a l  s o l u t i o n .

W i th  t h e  v a l u e s  f o r  t h e  c o n s t a n t s  a s  b e f o r e ,  t h e  

o p e r a t i o n a l  s o l u t i o n  f o r  t h e  c u r r e n t  b eco m es  : -

= J } - L  I — m M o L r + ^ r t r + ' t e ' l —  c t> s-2 Z z -  -  j j / o  I t *  " i H p * " " U p * m l  5 , ,  z r r  J  4

By t h e  e x p a n s i o n  th e o r e m ,  t h i s  b eco m es

—  ( 1 9 5 )

^ 1 g C°sC6t-4o°) -  y-tf & cesfait- 14*)  ̂cos i.

* M ^  {  ‘̂1* *"* s'* ^ ^  3 ^ XY<r S/A '*r ~ *0'>] - - ( 1 9 6 )

F o r  r  = 0 ,  i . e . ,  p h a s e  1 ,  e q n . ( 1 9 6 )  i s  i d e n t i c a l  w i t h  

e q n . ( l 8 7 ) ,  a s  i t  s h o u l d  b e .  The d i a g r a m ,  F ig  3 9 b ,  show s 

t h e  c u r r e n t  i n  a  p h a s e  s u c h  t h a t  ~ % y i . e . ,  a  d a m p er  

p h a s e  a t  r i g h t  a n g l e s  t o  dam per p h a s e  1 .

i i i . A p p ro x im a te  s o l u t i o n .

W ith  a l l  r e s i s t a n c e  n e g l e c t e d ,  e q n . ( l 9 4 )  b e co m e s  : -

, = -r-T )—1 — ?-------—“l— ■ cos-lZ*- — -i t), - - pH ■ sir, -3/Tr I 4 -  -  M Q7 )*lr<» J<fif jfi-tt-hi-jt+iekf) f>+*% n O'f ) /»W n. I J- \ - l - vr )

By t h e  e x p a n s i o n  th e o r e m  : -  

= f? ̂ j[/~-Xt>'fttar} (i-cn C0i ^  -  Sm u>t sm -Ztej t  - -  (198  )+d.(rni

W ith  t h e  v a l u e s  o f  o ,  k  and  j  a s  a b o v e ,  t h i s  b e c o m e s : -  

*  d L _ I f  £  q c/s- [i- Cos at] c o s ^ r  “  s/t, a t  sih i  —  (199  )

w h ic h  i s  a  g o o d  a p p r o x i m a t i o n  t o  e q n . ( 1 9 6 ) .



i v .  Maximum d a m p er  c u r r e n t .

T he  d am p er  c u r r e n t  i s  i n  d e p e n d  a n t  o f  90 , t h e  a n g l e  

a t  w h ic h  s h o r t - c i r c u i t  t a k e s  p l a c e .  I t  i s ,  h o w e v e r ,  a  

f u n c t i o n  o f  t h e  tw o  v a r i a b l e s  " t H an d  " r " ,  an d  t h i s  m u s t  

b e  b o r n  i n  m in d  when c a l c u l a t i n g  i t s  m ax . v a l u e ,  f o r  i t  

d o e s  n o t  n e c e s s a r i l y  f o l l o w  t h a t  t h e  m a x .  c u r r e n t  o c c u r s  

i n  p h a s e  1 .  T h u s ,  d i f f e r e n t i a t i n g  t h e  c u r r e n t  i n  e q n . ( 1 9 8 ) ,  

a n d  l e a v i n g  o u t  t h e  c o n s t a n t  t e r m ,  we may w r i t e

 ̂C*i) _

= 0 i f  fiwrf = ( a a y )  ±  4£=- — (SOO)

* ' { —e i f c f t u t f j ll-  »«»,f as i f r

* o  i f  t « . ' — ( 2 0 1 )

T h u s ,  f o r  m ax. d am p er  c u r r e n t

s/w _ _ b± sin a t  ( or \ o  \
co s  u f  a *  / /  -  u>t] V /

A s o l u t i o n  o f  e q n . ( 2 0 2 )  i s  s i n  u)t =* 0 ,  p r o v i d e d  

t h a t  c o s  u>t ^  1 .  T h a t  i s ,  cot = 7T *

The s o l u t i o n s  o f  t h e  t r i g o n o m e t r i c  f u n c t i o n s  o f  J%c- 

c o r r e s p o n d i n g  t o  t h i s  r o o t  a r e

s i n  r  = 0 an d  c o s  *±1• ( i . e . , 3**- 0 o r  ir )

S u b s t i t u t i n g  i n  e q n . ( 1 9 8 )

i  ('«**') rma*y

T h e r e  i s  a n o t h e r  p o s s i b l e  s o l u t i o n  f o r  e q n . ( 2 0 2 )  

i f  s i n  u>t \  0 ; i  . e . , -
I _ a*cos at  = " ~*v

I f  t h i s  i s  t r u l y  a  s o l u t i o n  -  i . e . ,  i f  a ^ ^ b 1-  a ) , 

o r  b*> 2a^ -  t h e n  t h e  o t h e r  t r i g o n o m e t r i c  f u n c t i o n s  

c o r r e s p o n d i n g  t o  i t  a r e

s i n  iut ; s i n  s ; c o s  ;

S u b s t i t u t i n g  t h e s e  v a l u e s  i n  e q n . ( 1 9 8 )

J L r  |  »V,~ fj_____1 i# j t- c’-f’-J1 * 7cky I a, fit. 4»



C o n s i d e r  t h e  r a t i o  b / a  •*» ^

A l l  t h r e e  v a r i a b l e s  c ,  k  a n d  ^  may v a r y  s u b j e c t  o n l y  

t o  t h e  c o n d i t i o n s

1 (k  o r  q )  +  c ^  kq

I t  i s  i m p o s s i b l e  t o  fo rm  a n y  i d e a  o f  t h e  m a n n e r  i n  

w h ic h  b / a  v a r i e s  b y  a n a l y t i c a l  m e th o d s  a l o n e ,  f o r  t h e  

r a t i o  i s  f a r  t o o  i n v o l v e d .  I t  i s  p o s s i b l e  t o  show  t h e  

v a r i a t i o n s  by  g r a p h s ,  h o w e v e r ,  a n d  t h i s  i s  d o n e  i n  F i g  40 • 

A w o rd  o f  e x p l a n a t i o n  i s  r e q u i r e d  i n  c o n n e c t i o n  w i t h  t h e s e  

g r a p h s .

E a c h  g r o u p  o f  c u r v e s  show s t h e  v a r i a t i o n  o f  b / a  f o r  

a  s p e c i f i c  v a l u e  o f  o,  t h e s e  s p e c i f i c  v a l u e s  b e i n g  0 * 6 ,

0  7 ,  0 • 8 ,  0 * 9 ,  0 • 9 5 ,  a n d  0 • 9 8 •  E a c h  c u r v e  o f  e a c h  g r o u p  

c o r r e s p o n d s  t o  a  p a r t i c u l a r  v a l u e  o f  k ,  t h e s e  v a l u e s  b e i n g  

a s  f a r  a s  p o s s i b l e  t h e  sam e a s  a b o v e ,  -  v i z . ,  0 * 6 ,  0 - 7 ,

0 * 8 ,  0 * 9 ,  0 * 9 5 ,  a n d  0 * 9 8 , -  t h o u g h  o f  c o u r s e  i n  $ h e  g r o u p s  

o f  c u r v e s  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  h i g h e r  v a l u e s  o f  c ,  t h e  

p o s s i b l e  r a n g e  o f  k ,  an d  t h e r e f o r e  t h e  n u m b er  o f  c u r v e s ,  

b e co m e s  s m a l l e r ,  s i n c e  ( I n  t h e  l a s t  tw o

g r o u p s ,  e x t r a  v a l u e s  o f  k  a r e  t a k e n . )  The a b s c i s s a e  o f  

t h e  c u r v e s  a r e  i n  e a c h  c a s e  g r a d u a t e d  i n  v a l u e s  o f  _g, and  

t h e  o r d i n a t e s  o f  c o u r s e  i n  v a l u e s  o f  b / a .  The c u r v e s  

o f  e a c h  g r o u p  s t o p  s h o r t  on t h e  l e f t - h a n d  s i d e  a t  t h e  

p o i n t  w here  q = c ,  s i n c e  ^  may n o t  b e  l e s s  t h a n  g; on 

t h e  r i g h t ,  t h e  l i m i t  o f  q  f o r  an y  p a r t i c u l a r  k - c u r v e  i s  

t h a t  v a l u e  w h ic h  g i v e s  kq  = c ,  s i n c e  kq may n o t  b e  g r e a t e r  

t h a n  c .  When kq  = c ,  t h e  r a t i o  b / a  b eco m es  : -

_b _ 1 -  k e f -  k x-  q V  2kqx ^ 1 + kqx-  k*- q" _ n
a  ~ (1 - q * ) ( l  -  k l) (1 -  q*) ( l - ' W  “ '

s o  t h a t  t h e  c u r v e s  a lw a y s  s t o p  on t h e  r i g h t  a t  t h e  

v a l u e  [ b / a j  = l .

I t  i s  s e e n  t h a t  t h e  r a t i o  b / a  i s  a lw a y s  g r e a t e r  

t h a n  u n i t y ,  b u t  n e v e r  seem s t o  r i s e  h i g h e r  t h a n  2 ,  o n ly  

r e a c h i n g  t h i s  v a l u e  i n  e x c e p t i o n a l  c a s e s .  I n  g e n e r a l ,  

i n c r e a s e  o f  k  a lw a y s  r e s u l t s  i n  i n c r e a s e  o f  t h e  maximum
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p o s s i b l e  v a l u e  o f  b / a ,  w h ic h  o c c u r s  a t  t h e  l i m i t i n g  

p o i n t , k  -  1 a n d  c = q .

F o r  t h e  e q u a t i o n  (2 0 2 )  t o  h a v e  a  r o o t  o t h e r  t h a n  

t h a t  g i v e n  b y  s i n  u)t = 0 ,  i t  h a s  b e e n  shown t h a t  b2 m u s t  

b e  g r e a t e r  t h a n  2 a 2 , o r  b > l * 4 1 4  a .  E x a m i n a t i o n  o f  

t h e  g r a p h s  o f  F i g  40 show s t h a t  t h i s  may o c c u r ,  t h o u g h  

i n  g e n e r a l  o n l y  when t h e  d a m p er  and  r o t o r  c i r c u i t s  a r e  

v e r y  t i g h t l y  c o u p l e d ,  an d  t h e  c o u p l i n g  b e tw e e n  t h e  s t a t o r  

a n d  t h e  r o t o r  i s  v e r y  n e a r l y  e q u a l  t o  t h e  c o u p l i n g  b e tw e e n  

t h e  s t a t o r  an d  t h e  d a m p e r ,  o r  c = q .  S u c h  an  a r r a n g e m e n t  

i s  e x c e p t i o n a l ,  b u t  n o t  b y  a n y  m eans  i m p o s s i b l e .

I n  t h e  n u m e r i c a l  c a s e  we h a v e  s o  f a r  c o n s i d e r e d ,  w i t h  

c * = 0 * 9 ,  k ‘ =0*97 an d  q*= 0 * 9 2 ,  t h e  r a t i o  b / a  i s  l e s s  t h a n

1 * 4 1 4 ,  b e i n g  i n  f a c t  1 * 2 1 .  ( F ig  4 0 e show s t h e  b / a

l i n e  c o r r e s p o n d i n g  t o  c - V 0 *9 = 0 • 95 and  k - V 0 •9 7  - 0 * 9 8 5 ;  

f o r  q = V0* 92 * 0 *96, b / a  i s  s e e n  t o  b e  1 * 2 1 . )  The 

q u e s t i o n  t h e r e f o r e  d o e s  n o t  a r i s e  i n  t h i s  c a s e ,  b u t  i t  i s  

w o r th y  o f  c o n s i d e r a t i o n  n o n e  t h e  l e s s .  L e t  u s  f i n d  t h e

maximum c u r r e n t  c o r r e s p o n d i n g  t o  c o s  iot - - T , f o r  a

c a s e  w h ic h  h a s  s u c h  a  maximum. The c u r r e n t  e q u a t i o n  

may b e  w r i t t e n

T he maximum c u r r e n t  i n  p h a s e  1 o f  t h e  d a m p e r ,  w h ic h  

i s  g i v e n  by  e q n . ( 2 0 3 ) ,may be  w r i t t e n

The q u e s t i o n  i s  a s  t o  w h e t h e r  t h e  maximum i n  t h e  

( r +  l ) t h  p h a s e  i s  g r e a t e r  t h a n ,  e q u a l  t o ,  o r  l e s s  t h a n  

t h e  maximum i n  p h a s e  1 ,  when a  t r u e  maximum d o e s  o c c u r

'i,C r*i)C tnC L% )

—  (2 0 4 )

- - ( 2 0 3 a )

i n  p h a s e  ( r + 1 ) ;  i . e . ,  when [b /  a  j  y  2 .

The r a t i o  o f  t h e  m ax. c u r r e n t s  i s  :



To f i n d  t h e  r a n g e  o f  t h e  f u n c t i o n  2x^1  — x 1 , f i r s t  

d i f f e r e n t i a t e  w i t h  r e s p e c t  t o  x  : -

d ( p f,> )/dx  * 2 j x j  (1  — X*) * ( - 2 x ) +• (1  -  x*)*j = 2 ( 1  -  2xi) / ( l  -  x*)^

As x a ( = p . ) < ^  , t h e  d e r i v a t i v e  o f  P^ i s  a lw a y s  

p o s i t i v e  f o r  o u r  w o rk in g  r a n g e .  F u r t h e r ,  a t  x x= -J-, o r  

b*= 2a^ Pa,, i s  w h ic h  i s  u n i t y .  H e n c e ,  f o r  v a l u e s

o f  x * l e s s  t h a n  -J-, Fm i s  a lw a y s  l e s s  t h a n  u n i t y .  I n  f a c t ,  

a s  b/a*- g o e s  f r o m  2 t o  4 ,  -  o u r  w o rk in g  r a n g e ,  -  g o e s  

f r o m  1 ’t o  0 * 8 6 6 .

T h u s ,  i f  b / a  i s  s u c h  t h a t  a  t r u e  c u r r e n t  maximum 

o c c u r s  i n  a  p h a s e  o t h e r  t h a n  p h a s e  1 ,  t h e n  t h i s  maximum 

i s  a lw a y s  g r e a t e r  t h a n  t h e  p h a s e  1 maximum, t h o u g h  a t  

m o s t  n o t  m ore  t h a n  1 /0 * 8 6 6  ( = 1 * 1 5 )  t i m e s  a s  g r e a t .

I n  a n y  c a s e ,  i t  i s  u n l i k e l y  t h a t  t h e  " E x t e r n a l "  maximum • 

e x i s t s ,  f o r  b / a  i s  g e n e r a l l y  l e s s  t h a n  1*414  f o r  a  

p r a c t i c a l  a l t e r n a t o r ,  a s  may b e  s e e n  f r o m  t h e  g r a p h s  o f  

P i g  4 0 .  W ith  a n y  s p e c i f i c  c a s e ,  i t  may b e  s e e n  f ro m  

t h i s  f i g u r e  w h e t h e r  t h e  t r u e  c u r r e n t  maximum o c c u r s  i n  

p h a s e  1 o r  i n  some o t h e r  p h a s e ,  an d  t h e  d am p er  may b e  

d e s i g n e d  a c c o r d i n g l y .

L e t  u s  c o n s i d e r  t h e  u s u a l  c a s e ,  w h e re  [b /a ]<  1 - 4 1 4 ,  

s o  t h a t  t h e  t r u e  c u r r e n t  maximum o c c u r s  i n  p h a s e  1 .  The 

c u r r e n t  i s  t h e n  g i v e n  by  e q n . ( 2 0 3 ) ,  w h ic h  s h o u l d  b e  

c o m p a re d  w i t h  e q n . ( 1 6 8 ) ,  t h i s  l a t t e r  e q u a t i o n  g i v i n g  t h e  

m ax . d a m p er  c u r r e n t  f o r  a  s i n g l e - p h a s e  d am p er  m a c h i n e .

T h a t  p a r t  o f  t h e  e x p r e s s i o n  d e a l i n g  w i t h  t h e  p r o p o r t i o n a t e  

l i n k i n g  b e tw e e n  t h e  v a r i o u s  c i r c u i t s  i s  t h e  same i n  

e a c h  c a s e ,  b u t  t h e  f i r s t  t e r m  i s  s l i g h t l y  d i f f e r e n t ,  

b e i n g  §  I, f o r  s i n g l e - p h a s e  d a m p in g ,  an d  ^  I ,  f o r  p o l y p h a s e  

d a m p in g .  T h u s ,  i f  a  s i n g l e - p h a s e  d am p er  i s  d e s i g n e d  f o r  

a  c u r r e n t  I ,  t h e n  i f  t h e  dam per i s  made p o l y p h a s e ,  an d  

o f  n  p h a s e s ,  e a c h  c o i l  n e e d  o n ly  b e  d e s i g n e d  f o r  a  c u r r e n t  

| I , o r  e a c h  c o i l f s  r e s i s t a n c e  may b e  made -J-n t i m e s  t h a t  

o f  t h e  s i n g l e  c o i l .  T h i s  was a ssu m ed  when t h e  n u m e r i c a l
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c a s e  w as c o n s i d e r e d ,  f o r  d ( - I l / L j  was k e p t  a t  t h e  same 

v a l u e  a s  f o r  t h e  s i n g l e - p h a s e  c a s e ,  v i z . ,  2 ,  a l t h o u g h  L* 

w as o f  c o u r s e  i n c r e a s e d  i n  t h e  r a t i o  i n .

5« The S t a t o r  C u r r e n t .

T he  f u l l  o p e r a t i o n a l  e q u a t i o n  f o r  t h e  s t a t o r  

c u r r e n t  1,̂  i s  a s  f o l l o w s

— | I  j j jO ^W , +Rl-f)r + (l-fji tfi-c'ldJfo-iJ)1 + Grdtit.sjf-p-i*) + [riill J  ( 20*5 )
L (f> *■ o  Z ( M ,a'> J

t h i s  e q u a t i o n  b e i n g  o b t a i n e d  i n  t h e  u s u a l  way b y  

s u b s t i t u t i n g  t h e  o p e r a t i o n a l  v a l u e s  o f  i r  a n d  i d(l i n  t h e  

r e q u i s i t e  e q u a t i o n  ( 1 7 0 ) .  Z m  i s  a g a i n  t h e  m a t r i x
L XLd e t e r m i n a n t  o f  t h e  e q u a t i o n s  ( 1 7 1 ) ,  w i t h o u t  t h e  t e r m  ,

a n d  w i t h  (p  - j u ? )  s u b s t i t u t e d  f o r  p  t h r o u g h o u t ;  jL„ i s  o f  

c o u r s e  t w i c e  t h e  r e a l  p a r t  o f  i . fc.

a .  N u m e r i c a l  s o l u t i o n .

W i th  t h e  u s u a l  v a l u e s  f o r  t h e  c i r c u i t  c o n s t a n t s ,  

e q n .  (2 0 5 )  b eco m es  : -

\  S  - j -  T  f  * * | t J  J j  ~  1  T J  / , / 3 f . o o o  1 0 t z a l _ _ _ _ _ _ _ _ _ ?  j t
la 1 j  J- i x  l(p+io)[(f,-iu>)+O0*i8)jfjjp-jaiUzsxJ J 2

_____ 5610 * n il______________________________ fr>nci\
z ~* I ( f*" > ) 8>J[(?-}•>) *z j i J lcp-i») +(u>f±ilot,)] J  *

w h ic h  e q u a t i o n  c a n  a p p a r e n t l y  b e  s p l i t  up  i n t o  t h r e e  p a r t s ,  

e a c h  p a r t  b e i n g  i n v e s t i g a t e d  s e p a r a t e l y .

i . F i r s t  p a r t .

S o l v i n g  by  t h e  e x p a n s i o n  t h e o r e m ,  and  d o u b l i n g  r e a l  

p a r t s  i n  o r d e r  t o  o b t a i n  _is, : -

*iit - -  IK [ (at*6.) -  £,eecos0e] t  — (2 0 7 )

i i  . S e c o n d  p a r t •

S o l v i n g  b y  t h e  e x p a n s i o n  t h e o r e m ,  a n d  d o u b l i n g  r e a l s : -  
$

iSt*-IK jowi'cafa-T*) + i-/z £ St[cos(illt + 60-4<?) + cosfsost +$a-t44°)J~f6te c*i(62fit*B-lo(‘) -i-Ul j. — “ (208 )

i i i . T h i r d  p a r t  •

S o l v i n g  b y  t h e  e x p a n s i o n  th e o r e m ,  an d  d o u b l i n g  r e a l s : -

4,it Z cos(̂ uf) -  n y i lft[ees(iUt*9i -lie) -a>i(3<>it*$. 1 - -  (209  )
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A dding  t h e  v a r i o u s  c u r r e n t s  o f  e q n s . ( 2 0 7 ) ,  (2 0 8 )  

a n d  (2 0 9 )  t o g e t h e r  ( g r a p h i c a l l y  w h e re  n e c e s s a r y )  t h e  

f o l l o w i n g  e q u a t i o n  e m e r g e s  f o r  t h e  t o t a l  s t a t o r  c u r r e n t : -

*s< = ~It {co$fot + 6,) + 3 t'Btcos (3 Z Z t + 60-12t’) +• ll-0f£/8tCi>$(3ot,t*0gm‘) -l2-2lZt‘,CC0i(it+&l> +zi*) J  1 - - ( 2 1 0 )

T h i s  c u r v e  i s  shown ( f o r  90= 0 )  i n  t h e  d i a g r a m ,  F i g  4 1 .  

I t  s h o u l d  b e  c o m p a re d  w i t h  t h e  c o r r e s p o n d i n g  c u r v e s  f o r  

a  s i n g l e - p h a s e  d a m p er  ( F ig  3 4 a )  a n d  f o r  a  m a c h in e  w i t h o u t  

a  d a m p e r  ( F i g  2 2 b )•

b . A p p ro x im a te  s o l u t i o n .

W ith  a l l  r e s i s t a n c e  n e g l e c t e d ,  e q n . ( 2 0 5 )  b e co m es

tr.HH™* "  i w } 1 — (2 1 1 )

T h i s  e q u a t i o n  may a l s o  b e  s p l i t  u p  i n t o  t h r e e  p a r t s .

i . F i r s t  p a r t .

By e x p a n s i o n  t h e o r e m ,  and  d o u b l i n g  r e a l  p a r t s

i s/ =  - I *  (cos(u)t+0o) -  cosd^Ji.  - - ( 2 1 2 )

i i .  S e c o n d  p a r t .

By e x p a n s i o n  t h e o r e m ,  a n d  d o u b l i n g  r e a l  p a r t s  : -

- l  — ( 2 1 3 )

i i i . T h i r d  p a r t .

By e x p a n s i o n  th e o r e m ,  an d  d o u b l i n g  r e a l  p a r t s

= -I* {l^pr} { ~ i ctsffo * £ cos(****■ 9,)J t  — (2 1 4 )

T he t o t a l  s t a t o r  c u r r e n t  i s  t h e  sum o f  t h o s e  g i v e n  

b y  e q n s • ( 2 1 2 ) ,  (2 1 3 )  an d  ( 2 1 4 ) ,  an d  i s  t h u s

^  j  “  z [ / - c t- l t t -<it 4 - i ik ]  £  j l - c ' - k ' - f+ U H f  ( 2 0 t + 0 o) 1 — (2 1 5 )

W ith  t h e  v a l u e s  o f  c ,  k  a n d  j  a s  a b o v e ,  t h i s  i s

- I  ( - ‘A m  A u s ]  cos 90 * [ u s ]  eos (u)t+ $„) + I  [/tf-/t'S]cos(ii» t + 09)J  1

* * I k . n  s {  cos ea -  cos 0t)J 1 — (216  )

w h ic h  i s  a  g o o d  a p p r o x i m a t i o n  t o  e q n . ( 2 1 0 ) .

I t  i s  i n t e r e s t i n g  t o  s e e  t h a t  t h e  d i s a p p e a r a n c e  o f  

t h e  d o u b l e  f r e q u e n c y  co m p o n en t  o f  t h e  s t a t o r  c u r r e n t  I n





t h e  n u m e r i c a l  e x a m p le  i s  m e r e l y  d u e  t o  c o i n c i d e n c e .  Had 

o t h e r  v a l u e s  b e e n  t a k e n  f o r  t h e  c o n s t a n t s ,  i t  w o u ld  n o t  

h a v e  v a n i s h e d ,  t h o u g h  i t  w o u ld  a lw a y s  h a v e  b e e n  s m a l l .

F o r  c o n s i d e r  t h e  c o e f f i c i e n t  o f  t h e  d o u b l e - f r e q u e n c y  

c o m p o n e n t .  I t  may b e  w r i t t e n  : -

T he  c o e f f i c i e n t  i s  t h u s  a lw a y s  p o s i t i v e ,  a n d  h a s  

f o r  n u m e r a t o r  t h e  s q u a r e  o f  a  s m a l l  q u a n t i t y ,  v i z . ,  ( o - k q ) .  

I n  t h e  e x am p le  c o n s i d e r e d ,  ( c  —k q )  was v e r y  s m a l l ,  ( 0 ? 0 0 8 )  

s o  n a t u r a l l y  t h e  c o e f f i c i e n t  becam e p r a c t i c a l l y  z e r o .

T h i s  i s  e x a c t l y  w ha t we s h o u l d  e x p e c t ,  f o r  w i t h  a  

p o l y p h a s e  d a m p er  t h e  m a c h in e  s h o u l d  co m b in e  t h e  

c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  s i n g l e - p h a s e  r o t o r  a n d  p o l y p h a s e  

r o t o r  m a c h in e s  c o n s i d e r e d  i n  P a r t  I I I ,  A a n d  C.  T h u s ,  

t h e  r o t o r  c i r c u i t  s h o u l d  p r o d u c e  a  d o u b le  f r e q u e n c y  

c o m p o n en t  i n  t h e  s t a t o r  c u r r e n t ,  b u t  t h e  d a m p er  c i r c u i t  

s h o u l d  n o t ;  t h e  r o t o r  c u r r e n t  i s  h o w e v e r  a lw a y s  low  i n  

a  m a c h in e  w i t h  a  d a m p e r ,  s o  t h e  d o u b l e  f r e q u e n c y  com p o n en t 

o f  s t a t o r  c u r r e n t  i s  a l s o  l o w .

c ♦ Maxima a n d  w o r s t  c o n d i t i o n s .

S i n c e ,  i n  e q n . ( 2 1 5 ) ,  t h e  c o e f f i c i e n t  o f  c o s  9, i s  

a lw a y s  p o s i t i v e ,  o f  cos(co t + O  i s  n e g a t i v e ,  a n d  o f  

c o s ( 2 t o t + 3 , )  i s  p o s i t i v e ,  i t  f o l l o w s  t h a t  f o r  a l l  t h r e e  

t e r m s  t o  r e a c h  a  maximum i n  t h e  sam e d i r e c t i o n  t o g e t h e r ,

0O m u s t  b e  z e r o ,  ( o t  +■ 9„ )* tt an d  (2<^t + oa ) ~ 27T. T h a t  i s ,  

w o r s t  c o n d i t i o n s  a g a i n  o c c u r  a t  0*= 0 an d  i J t  * ti~ •

U n d e r  t h e s e  c o n d i t i o n s ,  e q n . ( 2 1 5 )  b eco m es  i -

: - T f ' f  ' 1 s '  1  F  1 - f /'~*Z_____ L.7/■** I Z jj-C1-kl-<f,l+Ukf /-f7 1

C om paring  e q n s * ( 2 1 7 )  an d  ( 1 6 9 ) ,  i t  i s  s e e n  t h a t  t h e  

m a x i m u m  s t a t o r  c u r r e n t  c u r r e n t  i s  t h e  sam e ,  w h e t h e r  t h e

C o e f f i c i e n t 6 ' f ) / ’/ ~k t ) — +z*k*,\
0~c%~ k'-t'+tetyO-f1) ■]

—  (2 1 7 )



t h e  d a m p e r  i a  p o l y p h a s e  o r  s i n g l e - p h a s e ,  t h o u g h  t h e  

s h a p e s  o f  t h e  c u r r e n t  c u r v e s  a r e  d i f f e r e n t  i n  t h e  tw o  

c a s e s .  E ven  t h e  s h a p e s  o f  t h e  c u r v e s  a r e  n o t  v e r y  

d i f f e r e n t  when r e s i s t a n c e  i s  t a k e n  i n t o  a c c o u n t ,  a s  may

b e  s e e n  b y  c o m p a r in g  F i g s  ( 3 5 a )  a n d  ( 4 1 ) ,  t h o u g h  when 

r e s i s t a n c e  i s  i n c l u d e d ,  t h e  s t a t o r  c u r r e n t  f o r  t h e  

p o l y p h a s e  c a s e  d o e s  n o t  r i s e  a s  h i g h  a s  t h a t  f o r  t h e  

s i n g l e - p h a s e  c a s e ;  t h i s  i s  a g a i n  d u e  t o  t h e  h i g h e r  r a t e  

o f  dam p in g  i n  t h e  p o l y p h a s e  m a c h i n e ,  c a u s e d  b y  t h e  h i g h e r  

p h a s e  r e s i s t a n c e  i m p l i c i t  i n  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  t h e  

c o n s t a n t  d was t h e  sam e i n  e a c h  m a c h i n e ,  a s  h a s  b e e n  

e x p l a i n e d .

T he  s t a t o r  maximum c u r r e n t  w i t h  a  p o l y p h a s e  d a m p er  

i s  a lw a y s  g r e a t e r  t h a n  t h a t  w i t h  n o  d a m p e r ,  t h e  r a t i o  o f  

t h e  m axim a b e i n g  a s  f o r  t h e  s i n g l e - p h a s e  d am p er  m a c h i n e .

I t  i s  w o r th y  o f  n o t e  t h a t  e x c e p t  f o r  t h e  som ew hat 

d i f f e r e n t  r a t e s  o f  d a m p in g ,  an d  t h e  c o n s t a n t  J n  i n  t h e  

d a m p er  c u r r e n t  t e r m ,  t h e r e  i s  n o  d i f f e r e n c e  b e tw e e n  t h e  

maximum c u r r e n t s  w i t h  s i n g l e - p h a s e  a n d  w i t h  p o l y p h a s e  

d a m p in g ,  i n  an y  o f  t h e  t h r e e  c i r c u i t s ,  s t a t o r ,  r o t o r  o r  

d a m p e r .

F .  O n  The S y m m e t r i c a l  Cage W in d in g .

So f a r  , t h e  d am ping  w in d in g  h a s  b e e n  r e g a r d e d  a s

c o n s i s t i n g  o f  n  p h a s e s ,  l i n k e d  o n l y  b y  i n d u c t a n c e ,  a n d

n o t  by  r e s i s t a n c e .  The o b j e c t  o f  t h i s  c o n c l u d i n g

s e c t i o n  o f  t h e  T h e s i s  i s  t o  show t h a t  t h e  c a g e  w i n d i n g ,

i n  w h ic h  t h e  e n d s  o f  a l l  t h e  c o i l s  a r e  made i n t o  one

c o n d u c t o r ,  t h e  e n d - r i n g ,  may w i t h  s u i t a b l e  m o d i f i c a t i o n

o f  t h e  c i r c u i t  c o n s t a n t s  be  r e g a r d e d  a s  e q u i v a l e n t  t o

a  s y m m e t r i c a l  w in d in g  c o n s i s t i n g  o f  n  s u c h  s e p a r a t e

p h a s e s .  T h e r e  a r e  r e a l l y  tw o  q u e s t i o n s ;  f i r s t ,  a s  t o

w h e t h e r  t h e  tw o  a r r a n g e m e n t s  a r e  t r u l y  e q u i v a l e n t ,  an d

s e o o n d ,  a s  t o  w hat we a r e  t o  u n d e r s t a n d  b y  t h e  " R e s i s t s p i c e

o f  a  p h a s e 1* i n  t h e  c a g e  w i n d i n g ,  i f  t h e  a n s w e r  t o  t h e  
f i r s t  q u e s t i o n  i s  i n  t h e  a f f i r m a t i v e .



The t e r m  " S y m m e t r i c a l "  a p p l i e d  t o  a  c a g e  w in d in g  w i l l  

b e  u n d e r s t o o d  t o  d e n o t e  a  c a g e  h a v i n g  a l l  b a r s  s i m i l a r  and  

e q u a l l y  s p a c e d ,  u n i f o r m  h o m o g en eo u s  e n d - r i n g s ,  a n d  a  w h o le  

n u m b e r  o f  b a r s  p e r  p o l e .

1« On t h e  I d e n t i t y  o f  a  Cage W in d in g  an d  an  n - p h a s e  

S y m m e t r i c a l  W in d in g .

The q u e s t i o n  a r i s e s  f ro m  t h e  f a c t  t h a t  t h e  v a r i o u s  

p h a s e s  o f  t h e  c a g e  w in d in g  a r e  c o n n e c t e d  b y  common 

r e s i s t a n c e s  a t  m o re  t h a n  one  p o i n t ;  i . e . ,  t h e  p h a s e s  

h a v e  a  common r e s i s t a n c e  a t  e a c h  e n d  o f  t h e  m a c h i n e .

F o r  c o n s i d e r  tw o  c o i l s  h a v i n g  a  s i n g l e  common r e s i s t a n c e ,

t.nF*e,i f i f t
/ V

p.
>l-j UU1j—

1— 'i n h j u —

F ig  4 2 .

f e  * r ]  i ,  + r  \  n

+ 4, *[** + *■]<* --

a s  shown i n  t h e  d i a g r a m ,  F ig  4 2 .  

(The common r e s i s t a n c e  i s  shown 

g r e e n ) .  C o n s i d e r i n g  t h e  c u r r e n t s  

a s  d i r e c t ,  f o r  s i m p l i c i t y ,  t h e  

e q u a t i o n s  f o r  t h e  tw o  c i r c u i t s  

becom e : -

—  (8 1 8 )

T h e s e  tw o  e q u a t i o n s  a r e  v a l i d ,  s i n c e  t h e  c u r r e n t  i ,  

m u s t  e x i s t  a t  a l l  p o i n t s  o f  c i r c u i t  1 -  shown b l a c k  -  and

t h e  c u r r e n t  l x a t  a l l  p o i n t s  o f  

c i r c u i t  2 -  shown r e d ;  by  

e l i m i n a t i o n  o f  one  o f  t h e  c u r r e n t s ,  

t h e  a r r a n g e m e n t  may b e  r e d u c e d  t o  

t h a t  o f  a  s i n g l e  e q u i v a l e n t  c o i l .  

I f  t h e  c o i l s  h a v e  tw o  s e p a r a t e  

r e s i s t a n c e s  i n  common, a s  shown i n  F ig  4 3 ,  t h e n  t h e  

e q u a t i o n s  w o u ld  a p p a r e n t l y  b e ,  f o l l o w i n g  e q n s . ( 2 1 8 )

F i g  4 5 .

[gia * *,4 * ->b\ + [+• *■ ,L'tJ <■*. * 4,
i ,  + f a  ♦ f?lb + i  Tb]  i t  * <

—  (2 1 9 )

T h e s e  e q u a t i o n s  a r e  h o w e v e r  n o t  n e c e s s a r i l y  v a l i d ,  

f o r  we h a v e  n o  m eans  o f  kn o w in g  t h a t  t h e  c u r r e n t  i s  t r u l y  

i ,  a t  a l l  p o i n t s  o f  t h e  c i r c u i t  w h ic h  we h a v e  c a l l e d  

c i r c u i t  1 -  shown b l a c k  -  and  s i m i l a r l y  f o r  c i r c u i t  2 .



1 2 1 .

L^jL-MflB—Mnp— — —HJlji—Mfif— Miif—1

F i g  4 4 .

I n d e e d ,  ^ w i th  an  a s y m m e t r i c a l  a r r a n g e m e n t  s u c h  a s  t h a t  

shown i n  t h e  f i g u r e ,  t h e  sam e c u r r e n t  a l m o s t  c e r t a i n l y  

d o e s  n o t  e x i s t  a t  a l l  p o i n t s  i n  t h e  ’’C i r c u i t s ” t a k e n .

T h u s  t h e  a r r a n g e m e n t  i s  n o t  p r i m a r i l y  e q u i v a l e n t  t o  tw o  

c i r c u i t s  c o u p l e d  b y  a  s i n g l e  r e s i s t a n c e .  I f ,  h o w e v e r ,  

we c o u l d  p r o v e  t h a t  t h e  c u r r e n t  i n  t h e  b r a n c h  was 1,

( u p w a r d s ) ,  a n d  t h a t  t h a t  i n  t h e  b r a n c h  /?lbwas ( d o w n w a rd s ) ,

t h e n  i t  w o u ld  f o l l o w  t h a t  i., e x i s t e d  a t  a l l  p o i n t s  o f  

c i r c u i t  1 ,  an d  i*  a t  a l l  p o i n t s  o f  c i r c u i t  2 ,  an d  t h e  

e q u a t i o n s  w o u ld  b e  v a l i d ,  s o  t h a t  t h e  a r r a n g e m e n t  w o u ld  

t r u l y  be  e q u i v a l e n t  t o  tw o  s e p a r a t e  c i r c u i t s  h a v i n g  t h e  

r e s i s t a n c e  ( ***^  ) i n  common. I f  t h e  n u m b e r  o f  c i r c u i t s

-'in?—j b e  i n c r e a s e d  t o  make a 

" L a d d e r "  a r r a n g e m e n t  a s  

f  shown i n  F i g  4 4 ,  t h e  same 

c r i t e r i o n  h o l d s ,  t h a t  i f  

t h e  c u r r e n t s  i n  t h e  r e t u r n  

p a t h s  c a n  b e  p r o v e d  t o  b e  

e q u a l  t o  t h e  c u r r e n t s  i n  t h e  i n i t i a l  p a t h s ,  t h e n  a l t h o u g h  

t h e  v a r i o u s  c o i l s  h a v e  tw o  r e s i s t a n c e s  i n  common, t h e y  

may n e v e r t h e l e s s  b e  r e g a r d e d  a s  s e p a r a t e  c o i l s  w i t h  

s i m p l e  r e s i s t a n c e  c o u p l i n g .  I n  F i g  4 4 ,  t h e  n u m b e r  o f  

s u c h  c i r c u i t s  w o u ld  b e  f o u r .

I n  t h e  c a s e  o f  a  c a g e  w i n d i n g ,  we do  know t h a t  t h e  

c u r r e n t s  i n  t h e  r e t u r n  b a r s  a r e  t h e  same a s  t h e  c u r r e n t s  

i n  t h e  i n i t i a l  b a r s ,  f o r  t h e  f o l l o w i n g  r e a s o n .  S i n c e  

t h e  w in d in g  i s  s y m m e t r i c a l ,  -  i . e . ,  w i t h  a  w h o le  n u m b er  

o f  b a r s  p e r  p o l e ,  -  t h e  b a r  h a v i n g  t h e  r e t u r n  c u r r e n t  f o r  

e a c h  p h a s e  i s  d i a m e t r i c a l l y  o p p o s i t e  t o  t h e  i n i t i a l  b a r ,  

a n d  t h u s  i s  g o v e r n e d  a t  a l l  t i m e s  by  p r e c i s e l y  t h e  same 

a r i t h m e t i c  c o n d i t i o n s  o f  f l u x  an d  v e l o c i t y  a s  t h e  i n i t i a l  

b a r ,  t h o u g h  t h e  f l u x  i s  r e v e r s e d  i n  d i r e c t i o n ;  t h u s  t h e  

r e t u r n  b a r  m u s t  c o n t a i n  t h e  same c u r r e n t  a s  t h e  i n i t i a l  

b a r ,  r e v e r s e d  i n  d i r e c t i o n .

The c a s e  i s  c o m p l i c a t e d  by  t h e  f a c t  t h a t  t h e r e  a r e



tw o  p o s s i b l e  p a t h s  f o r  t h e  c u r r e n t  f ro m  e a c h  b a r  t o  i t s  

c o r r e s p o n d i n g  r e t u r n  b a r ;  t h a t  i s ,  i t  may g o  e i t h e r  way 

r o u n d  t h e  e n d  r i n g .  T he  p r i n c i p l e s  a r e  h o w e v e r  p r e c i s e l y  

t h e  s a m e .

2« The E q u i v a l e n t  R e s i s t a n c e  o f  t h e  Gage W in d in g .

H a v in g  shown t h a t  t h e  c a g e  may b e  r e g a r d e d  a s  a  

p o l y p h a s e  s y s t e m  o f  c o i l s ,  w i t h  r e s i s t i v e  a s  w e l l  a s  

i n d u c t i v e  c o u p l i n g ,  we h a v e  now t o  c o n s i d e r  t h e  p h y s i c a l  

i n t e r p r e t a t i o n  o f  t h e  t e r m  R  ̂ i n  t h e  e x p r e s s i o n  pL*.

When t h e  p h a s e s  w e re  r e g a r d e d  a s  l i n k e d  o n l y  b y  i n d u c t a n c e ,  

t h e  t e r m  R* s i g n i f i e d  t h e  o h m ic  r e s i s t a n c e  o f  a n y  one  

p h a s e ;  i t s  m e a n in g  m u s t  now b e  e x t e n d e d .

L e t  u s  c o n s i d e r  a g a i n  t h e  e q u a t i o n s  w h ic h  g a v e  t h e  

i n t e r p r e t a t i o n  o f  Ls , t h e  e q u i v a l e n t  s e l f - i n d u c t a n c e  o f  

a  s t a t o r  p h a s e ,  t h e s e  b e i n g  e q n s . ( 8 ) ,  P a r t  I I I .  I f  t h e  

c i r c u i t s  a r e  l i n k e d  by  r e s i s t a n c e  a s  w e l l  a s  i n d u c t a n c e ,  

t h e n  e a o h  o f  t h e  t e r m s  pM, , pM2 , & c .  m u s t  b e  e x t e n d e d  

t o  c o v e r  t h e s e  m u tu a l  r e s i s t a n c e s .  T h ey  becom e i n  f a c t ,

(Ri + pM,), (R^+pMj ,  & c . ,  w h e re  R„ i s  t h e  m u t u a l  r e s i s t a n c e  

b e tw e e n  tw o  p h a s e s  d i s p l a c e d  r  p h a s e s  f r o m  e a c h  o t h e r .

T h u s  t h e  e q u a t i o n s  becom e

1 - ( 2 S 0 )

(R,* PM)i»,+ (H ,+ -pH )i„+-----+ ( R > P L X  -

w h e re  , Rr - R ^  , an d  R '* s e l f - r e s i s t a n c e  o f  a  p h a s e .

E l i m i n a t i n g  a l l  c u r r e n t s  e x c e p t  i.4l, we o b t a i n  an 

e q u a t i o n  s i m i l a r  t o  e q n . ( 1 5 ) ,  b u t  w i t h  t h e  f o l l o w i n g  

e x p r e s s i o n s  i n  t h e  d e n o m i n a t o r s  i -  >

(rs'+ f}Ls‘) + (R + if  ±js/»4rJ * (\  * f  Mv)[ct>s I f ±jsih4i j  +— +f/1 ĵcos ~ ~  ±jm

S i n c e  sinC-^r*) -  - s i n ( - ~ ^ ) ,  a l l  t h e  i m a g i n a r i e s  

v a n i s h ,  a n d  t h i s  e x p r e s s i o n  becom es

Fo ' rt „ *2 „ gfr-ftn F. ™ .  4* . 21-n-Orl
IKS + K, COS *  t  R t  COS «  + -------+ R ^ c o s ^ n  j  4 p I L ;  + 4 Mi e ts %  4 ------- + COS -n J

T hus  t h e  t e r m  Rs , t h e  e q u i v a l e n t  s e l f - r e s i s t a n c e  o f



a s t a t o r  p h a s e  when t h e  p h a s e s  h a v e  r e s i s t i v e  a s  w e l l  a s  

i n d u c t i v e  c o u p l i n g ,  i s  t o  be  u n d e r s t o o d  t o  h a v e  t h e  

p h y s i c a l  i n t e r p r e t a t i o n  : -

Rs * R/ +• R, c o s  + Ra c o s i f - <-   + ^ c o s 2ĵ r~  - - ( 2 2 1 )

T h i s  i n t e r p r e t a t i o n  i s  n a t u r a l l y  t h e  same when t h e  

d a m p e r  w i n d i n g  i s  u n d e r  c o n s i d e r a t i o n .

C o n s i d e r  now a  s y m m e t r i c a l  c a g e  w i n d i n g ,  f o r  s i m p l i c i t y

i n  a  t w o - p o l e  m a c h i n e ,  t h e r e  b e i n g  n  b a r s  p e r  p o l e .  We

m u s t  f i r s t  c o n s i d e r  how many

p h a s e s  t h i s  r e p r e s e n t s  i n  t h e

e q u i v a l e n t  r e s i s t a n c e - c o u p l e d

w i n d i n g .  The  t e n d e n c y  i s  t o  s a y

i m m e d i a t e l y  t h a t  2n b a r s  a r e  
F i g 4 5 .

e q u i v a l e n t  t o  n  p h a s e s ,  t h e  a n g l e s  

b e t w e e n  t h e  s u c c e s s i v e  p h a s e s  b e i n g  t h e n  I f  r a d i a n s .  I f  

n  i s  o d d ,  t h i 3  i s  v a l i d ,  t h e  a r r a n g e m e n t  o f  i n i t i a l  and

r e t u r n  b a r s  b e i n g  t h e n  a s  shown 

i n  F i g  4 5 ,  w h i c h  g i v e s  a  " S p l a y e d -  

o u t "  v i e w  o f  one  d a m p e r  r i n g  and  

i t s  b a r s ;  t h e  r e t u r n  b a r s  o f  t h e  

v a r i o u s  p h a s e s  a r e  shown r e d .  I f  

n  i s  e v e n ,  h o w e v e r ,  t h i s  mode o f  

a r r a n g e m e n t  b r e a k s  down, f o r  a s  shown i n  F i g  4 6 ,  (w h e re  

n  = 6 ) ,  u n d e r  t h e s e  c o n d i t i o n s  h a l f  t h e  dam p er  b a r s  a r e  n o t

u s e d  a t  a l l .  We w i l l  

t h e r e f o r e  r e g a r d  t h e  n  b a r s  

p e r  p o l e  a s  b e i n g  e q u i v a l e n t  

t o  2n  r e s i s t a n c e - c o u p l e d  

p h a s e s ,  i n  w h ic h  c a s e  e v e r y  

b a r  f u l f i l s  tw o  f u n c t i o n s ;  

t h a t  o f  i n i t i a l  b a r  f o r  a 

p h a s e ,  and  t h a t  o f  r e t u r n  b a r  f o r  t h e  p h a s e  d i a m e t r i c a l l y  

o p p o s i t e .  The a n g l e  b e t w e e n  s u c c e s s i v e  p h a s e s  i s  t h e n  

£ r a d i a n s ,  t h e  d e v e l o p m e n t  i s  e q u a l l y  v a l i d  f o r  n  odd o r  

e v e n ,  an d  t h e  a r r a n g e m e n t  becom es  a s  i n  F i g  4 7 .  The r e d

F i g  47«
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F i g  4 6 .
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Pu f ti f  I
M u te 4.



l e t t e r i n g  i n  F i g s  (4 6 )  an d  (4 7 )  d e n o t e s  t h e  p h a s e  f o r  

w h io h  t h e  b a r  c o n c e r n e d  i s  t h e  r e t u r n  p a t h .

We may make a  f u r t h e r  s i m p l i f i c a t i o n  b e f o r e  p r o c e e d i n g  

w i t h  t h e  e v a l u a t i o n  o f  . T he  p h a s e  1 c u r r e n t ,  l d l, 

e n t e r s  t h e  en d  r i n g  a t  a ,  an d  s p l i t s  i n t o  tw o  h a l v e s ,  

t a k i n g  t h e  tw o  p o s s i b l e  r o u t e s  ro u n d  t h e  r i n g  t o  i t s  

r e t u r n  b a r  a t  b ;  s i m i l a r l y  f o r  t h e  p h a s e  2 c u r r e n t ,  

an d  s o  o n .  T h u s ,  t h e  c u r r e n t  i n  t h e  p o r t i o n  o f  e n d  

r i n g  _ac i s  g i v e n  b y

*“  -  -   --------

r . • . 7 — ( 2 2 2 )
'h. *3 — — — 4  ̂  ldfc-n)J

/*3 2 ft
B u t  2 X ,  * by  K i r c h h o f f ^  f i r s t  l a w .  H e n c e : -  

«■=»

■̂ac 38 -̂*i  ̂ + +•— — — — ■+■ l dUn) “■ — (223  )

T h a t  i s ,  t h e  c u r r e n t  i n  a c  i s  t h e  sum o f  a l l  t h e  

c u r r e n t s  p e c u l i a r  t o  t h e  p h a s e s  t h e  i n i t i a l  b a r s  o f  w h ic h  

a r e  on t h e  l e f t  o f  t h e  l i n e  XX. T h i s  i s  e x a c t l y  w h a t  we 

s h o u l d  h a v e  o b t a i n e d ,  h a d  we im a g in e d  a l l  t h e  c u r r e n t s  t o  

t r a v e l  t o  t h e i r  v a r i o u s  r e t u r n  b a r s  b y  one  r o u t e  o n l y ,  

n a m e l y ,  c l o c k w i s e  r o u n d  t h e  e n d  r i n g ;  s i n c e  t h i s  l a t t e r  

a r r a n g e m e n t  i s  s i m p l e r  t o  w ork w i t h ,  i t  w i l l  b e  U sed  

t h r o u g h o u t  i n  t h e  s u b s e q u e n t  e v a l u a t i o n  o f  R4 .

L e t  t h e  r e s i s t a n c e  o f  a  s i n g l e  b a r  b e  r ,  an d  o f  a

c o m p l e t e  en d  r i n g ,  R.

T h e n ,  f o r  c l o c k w i s e  t r a v e l  o f  c u r r e n t  r o u n d  t h e  

e n d  r i n g ,  a s  a s su m e d

. S e l f - r e s i s t a n c e  o f  p h a s e  1 = 2 r  + 2--JR * 2 r  + R

( s i n c e  tw o  b a r s  an d  tw o  sem i e n d  r i n g s  a r e  i n v o l v e d  i n  t h e

c o m p l e t e  c i r c u i t . )

M u tu a l  r e s i s . ,  p h a s e  1 t o  p h a s e  2 = 2 ( r e s i s .  b e tw e e n  c & b )

= 2-iR[-Z=& ]

• * R (1 -  l / n  )

M u tu a l  r e a l s . ,  p h a s e  1 t o  p h a s e  3 = R (1 — s / n  )

a n d  s o  o n ,  u n t i l  we r e a c h  t h e  n t h  p h a s e > f o r  w h ic h  t h e

m u t u a l  r e s i s t a n c e  i s  R £l — (n  -  1 ) / n J .
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F o r  t h e  ( n - f - l ) t h  p h a s e ,  t h e r e  i s  n o  m u t u a l  r e s i s t a n c e  

d u e  t o  t h e  en d  r i n g ,  f o r  t h e  c u r r e n t  o f  t h i s  p h a s e  t r a v e l s  

f r o m  ĉ t o  a  by  t h e  l e f t - h a n d  r o u t e ,  a n d  t h e  p h a s e  1 c u r r e n t  

o f  c o u r s e  f ro m  a  t o  o b y  t h e  r i g h t - h a n d  r o u t e .  T h e r e  i s ,  

h o w e v e r , ^ m u t u a l  r e s i s t a n c e  due  t o  t h e  f a c t  t h a t  b o t h  

c u r r e n t s  o c c u p y  t h e  sam e b a r s ;  t h i s  m u tu a l  r e s i s t a n c e  

i s  - 2 r ,  t h e  n e g a t i v e  s i g n  b e i n g  on a c c o u n t  o f  t h e  f a c t  

t h a t  t h e  p o s i t i v e  d i r e c t i o n  o f  i d, i n  e a c h  b a r  i s  t h e  

n e g a t i v e  d i r e c t i o n  o f  , s o  t h a t  t h e  r e s i s t i v e  v o l t a g e  

i n d u c e d  i n  p h a s e  1 by  a  p o s i t i v e  c u r r e n t  _i i n  p h a s e  ( n + 1 )  

i s  - 2 r i  •

M u tu a l  r e s i s . ,  p h a s e  1 t o  p h a s e  (n  + 2 )  =

-  H — i)

a n d  so  o n ,  u n t i l  we r e a c h  t h e  2 n t h  p h a s e ,  f o r  w h ic h  t h e  

m u t u a l  r e s i s t a n c e  i s  R

T h u s  t h e  t o t a l  e q u i v a l e n t  r e s i s t a n c e  o f  d a m p e r ,  

p h a s e  1 ,  d s ,  by  e q n . ( 2 2 l )  : -

( N . B . , -  t h e  n u m b e r  o f  p h a s e s  i s  2 n ,  an d  n o t  n ,  a s  i n  e q n .8 2 1 )

Rd * [? r  + (?] + l?[l“*]tosrr + r[/~£]c<>s4? +  f R.[l~ ^Jcos + n[t-J%l]cosJ%Lir

+ [~Zr] c o s lf  — (2 2 4 )

z f a  -i]  +■ & [*£*- i]c u * p b r  t  +tfz#L-i]cos2%&ir + R p % L -flco sJ& rr

Now t h e  c o e f f i c i e n t  o f  c o a - f  i n  e q n . ( 8 2 4 )  i s  i d e n t i c a l  

w i t h  t h e  c o e f f i c i e n t  o f  o o a Jr l7r ; t h a t  o f  c o s  #  w i t h  t h a t  

o f  o o a Jl%̂ w * -  -  -  -  t h a t  o f  c o s  w i t h  t h a t  o f  c o s  * 

a n d  t h e  t r i g o n o m e t r i c  f u n c t i o n s  w i t h  i d e n t i c a l  c o e f f i c i e n t s  

a r e  t h e m s e l v e s  i d e n t i c a l ,  s i n c e  c o s  B » co s  (2TT-0)• i n

a d d i t i o n ,  cos * c o s  tr «  —1* T hus  t h e  e q u a t i o n  may

b e  w r i t t e n  i -

Rt ■ [4t» + &] + -ff * --------f [ i -  m  jLfLtf j  - - ( 8 2 5  )

The various terras involving t r i g o n o m e t r i c  f u n c t i o n s  

may be summed as fo llow s

'> * ' ^  I [ m i  * e e t 4 f  ¥ e«-tf * - - -  * e»% A#*]

m ¥  * m  W *

= i f w 4 r  t —  *m -  i f - ----------

■ iff*



I n  t h i s  l a s t  r e a r r a n g e m e n t  o f  t h e  t e r m s  t o  b e  summed, 

e a c h  s e p a r a t e  g r o u p  o f  t e r m s  i s  a  s i m p l e  sum o f  c o s i n e s  

o f  a n g l e s  i n  a r i t h m e t i c  p r o g r e s s i o n ;  t h e  g r o u p s  t h u s

becom e

2JL Ŝ jrl - Ccs * S|h £ S /)
C *S i t  cot n  * -  -  * C»s *  s i iT H  ^  •

. . . C2E ^ A -  ~ L l cos(% *°) sLtl (% ] - 2 f-SULfi-s^S. I g  X  h lh  4i -**£«. IIt I  COS n  +COS n + -  - + COS n " J  n [  fln£  J * 1  sing J 2 n \  s i n g J

— i S  I S  . . 3H . I. (cos($*&) s ih ( f - -w ) l  _ 1 f  S lh ^  « s  £  1 _ _L -Sin ^  1
n  | C *  +COSTT + "  •  - *  j- 51 *,;£■ '------- J  -  -TV 1 , / * £  /  -  ?n I  -/

- i f  IIT *5" n~ ' i r l  ~  _ I f  Sin tf CM 7 _ .1 f  S lh  'S: -  Slh S i  1n \ C o s *  * c«— + --+r«-V̂  j „ Lf  -  n \ s , „ ^  J " ^ t   /

"« { MS * * k {&3tf+W'gm(f-1itw)J = i

T h u s  t h e  sum o f  t h e  t r i g o n o m e t r i c  t e r m s  i s  g i v e n  b y : -

^  =. o  + -gL  in.. * -b S lh  2 & i r J  _

*  —1  f S i n  ( * - & )  s i n ( t - £ )  J _  / t , - , ]
Z - n s u ,g  I  S ih  S t  J  * *  L J

s -i a s l f t -------- L.<y-/) - --(226)

H e n c e ,  e q u i v a l e n t  r e s i s t a n c e  o f  d a m p e r ,  p h a s e  1 ,  i s : -

R d = 4 r  + /? {  I + -  / + n ]  * 4 r  +R-k-{cosec*gr]

= 4 r  + *T rkqr- — (2 2 7 )

I t  i s  o f  i n t e r e s t  t o  s e e  w ha t w o u ld  b e  t h e  e f f e c t  o f

w o rk in g  o u t  t h e  p r o b le m  w i t h  t h e  a r r a n g e m e n t  a s  i n  F i g  4 5 ,

n  b e i n g  t h e n  n e c e s s a r i l y  o d d .  U n d e r  t h e s e  c o n d i t i o n s ,  

t h e  r e s i s t a n c e  R* t u r n s  o u t  t o  b e  e x a c t l y  o n e - h a l f  o f  t h a t  

g i v e n  b y  e q n . ( 2 2 7 ) .  A m o m e n t 's  c o n s i d e r a t i o n  w i l l  show 

t h a t  t h i s  v a l u e  f o r  Ra g i v e s  p r e c i s e l y  t h e  same s o l u t i o n  

o f  t h e  g e n e r a l  s h o r t - c i r c u i t  p r o b le m ,  f o r  w i t h  t h e

a r r a n g e m e n t  a s  i n  F ig  4 5 ,  t h e  n u m b er  o f  p h a s e s  i s  n ,  an d

i s  t h u s  a l s o  h a l v e d .  H en ce  t h e  e q u i v a l e n t  d am p er  

i n d u c t a n c e ,  w h ic h  v a r i e s  d i r e c t l y  a s  t h e  n u m b er  o f  p h a s e s ,  

( c f  e q n .  4 0 ) ,  i s  h a l v e d ,  an d  t h e  r a t i o  o f  r e s i s t a n c e  t o  

i n d u c t a n c e ,  w h ic h  i s  t h e  t e r m  d ,  i s  u n a l t e r e d .  F u r t h e r ,  

a l t h o u g h  t h e  c u r r e n t  i n  e a c h  d am p er  p h a s e  i s  d o u b l e d  b y  

h a l v i n g  t h e  n u m b er  o f  p h a s e s , ( c f  e q n .  1 9 4 ) ,  y e t  t h e  t o t a l  

b a r  c u r r e n t  i s  u n a l t e r e d ,  f o r  when t h e  n u m b e r  o f  p h a s e s  i s



c o n s i d e r e d  a s  2 n ,  t h e  c u r r e n t  i n  a n y  o n e  b a r  c o n s i s t s  o f  

t h e  d i f f e r e n c e  b e tw e e n  tw o  c u r r e n t s  i n  d i a m e t r i c a l l y  

o p p o s i t e  p h a s e s ;  t h e s e  a r e  e q u a l  a n d  o p p o s i t e ,  s o  t h a t  

t h e  t o t a l  c u r r e n t  i s  d o u b l e  t h e  v a l u e  o f  e a c h .

C o n c lu d in g  N o te  : -

T he  o b j e c t  o f  t h e  T h e s i s  h a s  b e e n  t h e  s e t t i n g - o u t  o f  

a  new m e th o d ,  i n v o l v i n g  an  a d a p t a t i o n  o f  t h e  O p e r a t i o n a l  

C a l c u l u s  i n v e n t e d  by  H e a v i s i d e ,  f o r  c a l c u l a t i n g  s w i t c h i n g  

s u r g e s  i n  r o t a t i n g  m a c h i n e r y .  To t h i s  e n d ,  t h e  a c t u a l  

w o r k in g  o u t  o f  n u m e r i c a l  e x a m p le s  h a s  b e e n  k e p t  s u b o r d i n a t e  

t o  t h e  g e n e r a l  t r e a t m e n t .

The "M ethod  o f  E q u i v a l e n t  C i r c u i t s ” , w h ic h  i s  made

p o s s i b l e  b y  t h e  f a c t  t h a t  a l l  p o l y p h a s e  s y m m e t r i c a l

c i r c u i t s  may b e  s p l i t  u p  i n t o  tw o  i m a g i n a r y  c i r c u i t s ,  t h e

c u r r e n t s  i n  w h ic h  a r e  c o n j u g a t e  c o m p le x  f u n c t i o n s ,  i s  a

v e r y  p o w e r f u l  t o o l  i n  t h e  t r e a t m e n t  o f  s w i t c h i n g  p h en o m en a

i n  r o t a t i n g  m a c h i n e r y .  I t s  p o s s i b i l i t i e s  h a v e  b y  n o

m ean s  b e e n  e x h a u s t e d  i n  t h i s  T h e s i s ;  f o r  i n s t a n c e ,  A .C .

c o m m u ta to r  m o to r s  o f  t h e  m ore  c o m p l i c a t e d  t y p e  h a v e

s e v e r a l  s e t s  o f  w i n d i n g s ,  and  w o u ld  y i e l d  much m ore  e a s i l y

t o  t h i s  fo rm  o f  a t t a c k  t h a n  t o  s t r a i g h t f o r w a r d  c a l c u l u s ,

i f  i n d e e d  t h e i r  c o m p le t e  a n a l y s i s  b y  c l a s s i c a l  m e th o d s

i s  p o s s i b l e .  A g a in ,  a l t h o u g h  t h e  t e r t i a r y  w in d in g  i n

t h e  t r e a t m e n t  i n  t h e  T h e s i s  h a s  b e e n  c a l l e d  a  d am p er

w i n d i n g ,  an d  h a s  b e e n  r e g a r d e d  a s  l y i n g  b e tw e e n  t h e  r o t o r

a n d  s t a t o r  c o i l s ,  t h i s  i s  n o t  t h e  o n l y  p o s s i b i l i t y .  The

t e r t i a r y  w in d in g  m ig h t  b e  t h e  f i e l d  c o i l  o f  t h e  e x c i t e r
b e

dynam o, i n  w h ic h  c a s e  i t  w o u l d / l i n k e d  i n d u c t i v e l y  and  

r e s i s t i v e l y  w i t h  t h e  r o t o r  c o i l ,  an d  n o t  l i n k e d  a t  a l l  

w i t h  t h e  s t a t o r  s y s t e m  o f  c o i l s .

L i m i t a t i o n s  : -

The m a in  d ra w b a c k  t o  t h e  m e th o d  a p p e a r s  t o  l i e  i n  t h e

f a c t  t h a t  i t  c a n n o t  b e  a p p l i e d  t o  t h e  c a s e  o f  s i n g l e - p h a s e

s h o r t - c i r c u i t .  T h i s  i s  on a c c o u n t  o f  t h e  f a c t  t h a t  w i t h  

o n l y  a  s i n g l e  p h a s e ,  t h e  " t "  an d  n0* f u n c t i o n s  do n o t



d i s a p p e a r  when t h e  s t a t o r  c u r r e n t  i s  e l i m i n a t e d ,  s o  t h a t  

t h e  r e s u l t a n t  o p e r a t i o n a l  e x p r e s s i o n  i s  n o t  o f  w o r k a b le  

f o r m .  T a k e ,  f o r  i n s t a n c e ,  a  s i m p l e  s i n g l e - p h a s e  c a s e ,  

w i t h  one  r o t o r  c o i l ,  one  s t a t o r  c o i l ,  a n d  n o  d a m p e r .

W i th  t h e  u s u a l  n o t a t i o n ,  t h e  e q u a t i o n s  a r e

-»'r V  i C r  { ? * * * * >  * { » * * > )  < ,  -  O

+ Zi 4s s — ( 8 2 8 )

$
E l i m i n a t i n g  3^ b y  t h e  u s u a l  m e th o d s  : -  

jz, a i C f > +  j ^ r  *■ —  ( 2 2 9 )

T he c o e f f i c i e n t  o f  i,. h e r e  c o n t a i n s  " t "  f u n c t i o n s ,  

w h ic h  c a n n o t  a p p a r e n t l y  b e  r e m o v e d .  T h u s  we a r e  u n a b l e  

t o  o b t a i n  an  e x p r e s s i o n  f o r  i.r o f  t h e  fo rm  Y ^ / z ^  , and  

s o  we c a n n o t  a p p l y  t h e  e x p a n s i o n  t h e o r e m .

P h y s i c a l l y ,  t h i s  l i m i t a t i o n  e x i s t s  f o r  t h e  f o l l o w i n g  

r e a s o n s .  As i s  w e l l  know n, t h e  sum o f  n  p u l s a t i n g  f l u x e s  

w h ic h  a r e  s y m m e t r i c a l l y  d i s p o s e d  i n  t i m e - p h a s e  an d  s p a c e -  

a n g l e  i s  a  s i n g l e  r o t a t i n g  f l u x ,  o f  m a g n i tu d e  e q u a l  t o  

■J-n t i m e s  t h e  maximum m a g n i tu d e  o f  on e  o f  t h e  f l u x e s .  T h i s  

i s  on a c c o u n t  o f  t h e  f a c t  t h a t  a l l  p u l s a t i n g  f l u x e s  may 

b e  r e g a r d e d  a s  c o n s i s t i n g  o f  tw o  e q u a l  an d  o p p o s i t e l y  

r o t a t i n g  f l u x e s ,  e a c h  o f  m a g n i tu d e  one  h a l f  t i m e s  t h e  

m ax . o f  t h e  p u l s a t i n g  f l u x ;  when t h e  d i s p o s i t i o n  o f  t h e  

p u l s a t i n g  f l u x e s  i s  s y m m e t r i c a l  i n  t i m e  a n d  s p a c e ,  r e v e r s e  

r o t a t i n g  c o m p o n e n ts  c a n c e l  o u t ,  and  l e a v e  o n l y  t h e  f o r w a r d  

r o t a t i n g  p a r t s .  T h u s ,  t e r m s  i n v o l v i n g  2<*> a n d  2 9 0 

v a n i s h  i n  t h e  r o t o r  c u r r e n t  o p e r a t i o n a l  e q u a t i o n  f o r  a  

s y m m e t r i c a l  p o l y p h a s e  m a c h i n e ,  s i n c e  o n l y  t h e  f o r w a r d  

r o t a t i n g  c o m p o n e n ts  o f  t h e  s t a t o r  f l u x  ( i . e . ,  t h o s e  

s t a t i o n a r y  r e l a t i v e  t o  t h e  r o t o r )  e x i s t ,  w h i l e  t h e  r e v e r s e  

components ( i . e . ,  t h o s e  t r a v e l l i n g  a t  ~2u> e l e c .  r a d .  p e r  

s e c *  r e la t iv e  t o  t h e  r o t o r )  a l l  v a n i s h .  F o r  a  s i n g l e 

p h a s e  machine, however, t h e  r e v e r s e  a s  w e l l  a s  t h e  f o r w a r d  

f l u x  e x is t s ,  and s o ,  a s  i n  e q n .  ( 2 2 9 ) ,  t e r m s  i n v o l v i n g  290
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and 2u)t o ccu r  in  th e  r o to r  c u r re n t e q u a t io n .

T h i s  l i m i t a t i o n  t o  t h e  m e th o d  i s  u n f o r t u n a t e ,  t h o u g h  

i t  may p o s s i b l y  b e  re m o v e d  b y  f u r t h e r  r e s e a r c h ,  f o r  

e q n . (2 2 9 )  m u s t  h a v e  some p h y s i c a l  i n t e r p r e t a t i o n .  F o r  

s y m m e t r i c a l  p o l y p h a s e  m a c h i n e s ,  t h e  m e th o d  d o e s  a l l  t h a t  

i s  n e c e s s a r y .

o  0 p
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"A Study o f  T r a n s ie n t  Phenomena in  E le c tr o -M a g n e tic
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A. T r a n s i e n t s  i n  C i r c u i t s  H a v in g  R e s i s t a n c e  an d  I n d u c t a n c e .

1« On S w i t c h i n g - i n  D i r e c t  V o l t a g e .

T h i s  c a s e  i s  w o rk e d  o u t  i n  t h e  T h e s i s ,  P a r t  I , A ,  an d  

t h e  t o t a l  c u r r e n t  i s  t h e r e  shown t o  b e  : -

i  = #  [ / -  a ' ^ ]  — ( 1 )

‘ i l l  0n  S w i t c h i n g - i n  A l t e r n a t i n g  V o l t a g e .

The f u n d a m e n t a l  e q u a t i o n  f o r  t h i s  c a s e  i s

R-i + L Sc £ sih fbbt+6) “"“ (2)

C a l l i n g  t h e  f i n a l  s t e a d y  c u r r e n t  -  ( t h e  P a r t i c u l a r  

I n t e g r a l )  -  i ' ,  a n d  t h e  t r a n s i e n t  c u r r e n t  -  ( t h e  C o m p le m en ta ry  

F u n c t i o n )  -  i", t h e  e q u a t i o n s  f o r  e a c h  o f  t h e s e  c u r r e n t s  

becom e : -

i '  - l '  sth (idt*-9—4) —- ( S )

w h e re  l'= ^ 7^  an d  ^ t a h ' ^  ( t h i s  b e i n g  t h e  n o r m a l  s t e a d y  

s t a t e  e q u a t i o n ) ,  an d

R i" +- L & = o — (4)

f o r  t h e  t r a n s i e n t  c u r r e n t .  By i n t e g r a t i o n ,  e q n . ( 4 )  

b eco m es

i -  - / * - ( 5 ) 

w h e re  l"  i s  a r b i t r a r y ,  and  i s  d e f i n e d  by  t h e  i n i t i a l  

c o n d i t i o n s .  At t i m e  t  = 0 ,  t h e  sum o f  t h e  s t e a d y  and  

t r a n s i e n t  c u r r e n t s  i s  z e r o ,  f r o m  w h ic h  : -

I  *51* (e-</>) + I " - 0

T hus  t h e  f u l l  e q u a t i o n  f o r  t h e  c u r r e n t  i s  : -

•i. = I  ^sinftdt-b & -  <f>) -  e 77 s/ft/’f f - f f j j  *“ ~ ( 6 )

F i g  ( 5 )  o f  t h e  T h e s i s  show s t h i s  c u r r e n t  f o r  t h e  

v a l u e s  (R /L )  = 23*3 a n d  0 = -5°*



B. T r a n s i e n t s  i n  C i r c u i t s  H a v in g  R e s i s t a n c e ,  I n d u c t a n c e  

a n d  C a p a c i t a n c e  i n  S e r i e s .

1 .  On S w i t c h i n g - i n  D i r e c t  V o l t a g e .

Tile f u n d a m e n t a l  e q u a t i o n  f o r  s u c t i  a  c i r c u i t  i s  : -

L  e ii  +  R  4  + & ^ i .  e l£  *  E . — — ( 7  )

o r  %  + I & + & i  » 0 — (8 )

T he s t e a d y  s t a t e  c u r r e n t  i n  t h e  c i r c u i t  i s  z e r o ,  s o  

t h a t  i ' * 0  f o r  a l l  v a l u e s  o f  t .  The  t r a n s i e n t  c u r r e n t  i "  

i s  g i v e n  b y  t h e  e q u a t i o n

cUr1 4 L ' ttf 4 l _ c ’ 4 s 0  - - ( 9 )

P r o v i d e d  ( l / L C )  i s  g r e a t e r  t h a n  R / ^ *  , t h e  

s o l u t i o n  o f  t h i s  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  o f  t h e  s e c o n d  

o r d e r  i s

■c" =  i "  e *  cos ( i t *  <0 — ( 1 0 )

w h e ro  <* * h. a n d  i-'Jic -  &  , l “ a n d  s' b e i n g  a r b i t r a r y .

T h i s  t r a n s i e n t  c u r r e n t  p r o d u c e s  a  t r a n s i e n t  v o l t a g e  

a t  t h e  c o n d e n s e r  t e r m i n a l s ,  g i v e n  by

V -  - i - Z -  e i -  — (1 1 )

S u b s t i t u t i n g  f o r  i"  i n  e q n . ( 1 1 ) ,  we may w r i t e

' — I  ^fz £ sth (It + t- &) ( 1 2 )

w h e re  S * t a n "  5̂  .

At t h e  t im e  t  = 0 ,  t h e  c u r r e n t  an d  t h e  v o l t a g e  a t  t h e  

c o n d e n s e r  t e r m i n a l s  a r e  b o t h  z e r o .  T hus  t h e  sum o f  t h e  

t r a n s i e n t  a n d  s t e a d y  v a l u e s  a r e  z e r o  f o r  b o t h  c u r r e n t  and  

v o l t a g e  a t  t  « 0 .  As t h e  s t e a d y  v a l u e  f o r  t h e  c o n d e n s e r  

v o l t a g e  i s  E , t h e  a p p l i e d  v o l t a g e ,  we may w r i t e

% 4 = I U cos * o - 1 ' cot* - Q - - ( 1 3 )

a n d  +. ' sc I  "'fit sm (*-i) + e = o — (1 4 )

T h u s  *■# , an d

H en ce  t h e  f u l l  c u r r e n t  an d  v o l t a g e  e q u a t i o n s  a r e

-i * i '  -t j , n = T i l  l  ^  sth n(tr —  (15 )

V  + V  * E I  l -  TZJ L *  cosp t-S )]  — (1 6 )

How i t  i s  w e l l  known t h a t  s u c h  e l e c t r i c a l  c i r c u i t s  a s  

t h e s e  h a v e  m e c h a n i c a l  a n a l o g u e s ,  i n  w h ic h  i n d u c t a n c e  i s  

r e p l a c e d  by  m ass  ( o r  i n e r t i a ) ,  c a p a c i t a n c e  b y  e l a s t i c i t y ,



r e s i s t a n c e  b y  f l u i d  f r i c t i o n  an d  v o l t a g e  b y  a p p l i e d  

f o r c e .  F o r  R v e r y  s m a l l ,  s o  t h a t  (R /2 L )  = 0  an d  <5=0, 

t h e  maximum v a l u e  o f  ec i n  e q n .  (1 6 )  o c c u r s  a t  a n d  i s

i n  m a g n i t u d e  2 E . I n  t h e  c o r r e s p o n d i n g  m e c h a n i c a l  s y s t e m ,  

t h i s  maximum a l s o  o c c u r s ,  i t s  p h y s i c a l  i n t e r p r e t a t i o n  

b e i n g  t h a t  t h e  f o r c e  i n  t h e  e l a s t i c  mem ber i s  a t  t h i s  

mompnt d o u b l e  t h e  e x t e r n a l  f o r c e  i m p r e s s e d  i n t o  t h e

s y s t e m  -  t h i s  f o r c e  h a v i n g  b e e n  a p p l i e d  s u d d e n l y .  I n

o t h e r  w o r d s ,  we h a v e  h e r e  t h e  e l e c t r i c a l  e q u i v a l e n t  f o r  

t h e  w e l l - k n o w n  m e c h a n i c a l  r u l e ,  t h a t  "A l i v e  l o a d  i s  

t w i c e  a s  d e s t r u c t i v e  a s  a  d e a d  l o a d ”

2 .  On S w i t c h i n g - i n  A l t e r n a t i n g  V o l t a g e .

L e t  t h e  a p p l i e d  v o l t a g e  b e  E s i n ( c o t + 0 ) .

T he  t r a n s i e n t  c u r r e n t  and  c o n d e n s e r .v o l t a g e  a r e  

g i v e n  a s  b e f o r e  by e q n s . ( l O )  an d  ( 1 2 ) .

T he  n o r m a l  s t e a d y  c u r r e n t  -  t h e  P a r t i c u l a r  I n t e g r a l  -  

i s  g i v e n  by  t h e  u s u a l  e q u a t i o n  f o r  s u c h  a  c i r c u i t ,  v i z . : -

■i' = i '  S l h  fu>r * $ - 4 )  -  -  (17 )

w h e re  I ' ' j f r f b w , a n d  ^  '  t a n "  ■uLf ^ - .

The s t e a d y  c o n d e n s e r  v o l t a g e  i s  t h u s  : -

T  ‘ — T 1 /  \= uE $(* (u* + Q-4 - i )  = ~~'Zc cos( tJt+0-0)  —  (18  )

At t h e  t i m e  t  = 0 ,  t h e  sums o f  s t e a d y  a n d  t r a n s i e n t

c o m p o n e n ts  f o r  b o t h  c u r r e n t  a n d  c o n d e n s e r  v o l t a g e  a r e  z e r o .

T h u s  we may w r i t e  : -

1 cos K ■ 4 l '  $lh ff-j) = 0 - - ( 1 9 )

an d  sm (*-&) -  eos (e-f) = o — (SO)

i n  w h ic h  e q u a t i o n s ,  t h e  c o n s t a n t s  t o  be  d e t e r m i n e d  a r e  l"&  * .

T h e s e  tw o  c o n s t a n t s  a r e  o b v i o u s l y  c o m p l i c a t e d  i n  f o r m .

s i m p l i f i c a t i o n  may h o w e v e r  b e  made b y  a s s u m in g  R v e r y  s m a l l ,

a s  i s  u s u a l l y  t h e  c a s e  i n  p r a c t i c a l  c i r c u i t s .  T hen  <5?0,

a n d  e q n . ( 2 0 )  becom es  : -

I  s* * ~ ' s i r  co*(e-t) - - ( 2 1 )

From  t h i s ,  i t  f o l l o w s  t h a t  : -

Ul> * s  ~Z&r c°t (*-+)

o r  m ore  c o r r e c t l y ,  -“ -f- * ^  — (2 2 )
( o v e r )



s i n c e  e q n . (2 2 )  show s t h a t  i f  ) i s  ( s a y )  i n  t h e  f i r s t

q u a d r a n t ,  t h e n  y i s  i n  t h e  s e c o n d .

S u b s t i t u t i n g  e q n . (2 2 )  i n  e q n . ( 1 9 ) ,  a n d  b e a r i n g  i n  

m in d  t o  w h ic h  q u a d r a n t  t  b e l o n g s  : -

I '  - * - T ' . i f / t t n ' x ] 1,,*/**)

^ * f  *** (S~$) + "uHC cos ) J ~ “ **(23)

F o r  t h e  s i g n  o f  t h e  r o o t ,  we s e e  t h a t  s i n c e  s i n ( 0 - ^  ) 

a n d  c o s  y a r e  o p p o s i t e  i n  s i g n  ( e q n .  2 2 ) ,  t h e n  I * m u s t  b e  

p o s i t i v e .  T h u s  t h e  n e g a t i v e  s i g n  o f  t h e  r o o t  i s  t a k e n ,  

a n d  we may w r i t e

I  s I  [ sin*10-fi) + pzr casYff-/!)]* - - ( 2 4 )

T h u s  t h e  f u l l  c u r r e n t  a n d  v o l t a g e  e q u a t i o n s  a r e  : -

■i- ~ I  ĵ s/i, fat * 9-0)  * £ ZL Jim*fa-0) * ukc cos x(d-0)\ lcos(iJt+ s)J - - ( 2 5 )

a n d  <  ■ £  l-ctsfat+g-ft) * s~n[aHCsi,'/s-0) t  J — ( S 6 )

w h e re  t  .

T h e s e  e x a m p le s  a r e  s u f f i c i e n t  t o  show t h e  u s u a l  

m e th o d  o f  w o rk in g  o u t  t r a n s i e n t  c u r r e n t s .

C. On t h e  Common R a t i o  f o r  t h e  G .P .  i n  t h e  "M eth o d  o f  

R e f l e c t i o n s " .

On p a g e  58 o f  t h e  T h e s i s ,  t h e  s t a t e m e n t ,  was made 

t h a t  t h e  common r a t i o ,  w h ic h  was a  f u n c t i o n  o f  p ,  was 

l e s s  t h a n  u n i t y ;  t h i s  s t a t e m e n t  was n o t  h o w e v e r  

m a t h e m a t i c a l l y  r i g i d ,  f o r  we do n o t  know w h e t h e r  p  i s  

p o s i t i v e ,  n e g a t i v e  o r  i m a g i n a r y ,  -  i n d e e d ,  we do  n o t  know 

w h a t  i n t e r p r e t a t i o n  t o  p u t  on t h e  o p e r a t o r  when i t  a p p e a r s  

a s  h e r e  w i t h o u t  t h e  u n i t  f u n c t i o n , ! .

T h e  s t a t e m e n t  c a n  p r o b a b l y  n o t  b e  p r o v e d  w i t h o u t  

d e l v i n g  d e e p  i n t o  t h e  r e a l m s  o f  h i g h e r  m a t h e m a t i c s ,  w h ic h  

a r e  o u t w i t h  t h e  r a n g e  o f  t h i s  T h e s i s . The b e s t  p r o o f  i n  

s u c h  a  c a s e  i s  t h e  one  u s e d  by  H e a v i s i d e ,  -  "D oes i t  w o r k ? " .  

I t  d o e s ,  an d  g i v e s  r e s u l t s  i n  t h e  s i m p l e  c a s e  w h ic h  a r e  

known t o  b e  c o r r e c t ;  t h u s  t h e  a s s u m p t i o n  a p p e a r s  t o  b e  

j u s t i f i e d .

We c a n  p e r h a p s  b e  a  l i t t l e  m ore  r i g i d ,  a s  f o l l o w s .



:T he  s e r i e s  we a r e  summing i s  n o t  r e a l l y  a  s e r i e s  o f  wp w 

f u n c t i o n s ,  b u t  t h i s  s e r i e s  a f t e r  t h e  e x p a n s i o n  t h e o r e m  

h a s  b e e n  a p p l i e d .  T h u s  t h e  g e n e r a l  t e r m  i s  n o t  r e a l l y  

jYfP)/Zfr , ] l ,  b u t  + y  -a/ff £**]j • Now, f o r  t h e  r o t o r ,

c u r r e n t  t o  b e  f i n i t e ,  t h e  n t h  t e r m  o f  t h e  s e r i e s  m u s t  

t e n d  t o  v a n i s h  a s  n  t e n d s  t o w a r d s  i n f i n i t y .  T h i s  m eans  

t h a t  t h e  "p"  f u n c t i o n  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  n t h  t e r m  m u s t  

h a v e  n o  e f f e c t  on t h e  c u r r e n t  -  i . e . ,  t h a t  t h e  e x p a n s i o n  

th e o r e m  a p p l i e d  t o  t h e  n t h  "p"  f u n c t i o n  m u s t  g i v e  z e r o  

c u r r e n t ,  b u t  n o t  n e c e s s a r i l y  t h a t  t h e  n t h  np n f u n c t i o n  

i s  i t s e l f  z e r o .  B u t t h e  c r i t e r i o n  t h a t  t h e  s e r i e s  may 

b e  summed t o  i n f i n i t y  may b e  s a i d  t o  b e  t h a t  s u c c e s s i v e  

t e r m s  h a v e  a  d i m i n i s h i n g  e f f e c t  on t h e  c u r r e n t ;  t h u s  

t h e  d . P .  may b e  summed t o  i n f i n i t y ,  e v e n  t h o u g h  t h e  l a t e r  

t e r m s  may n o t  t e n d  t o w a r d s  z e r o ,  s i m p l y  b e c a u s e  t h e  l a t e r  

t e r m s  do  n o t  e f f e c t  t h e  c u r r e n t .

E v en  t h i s  p r o o f  i s  n o t  b y  an y  m ean s  r i g i d  -  (o n e  i s  

r e m in d e d  o f  t h e  s e r i e s  [ 1 * i  + i  ] ,  i n  w h ic h  s u c c e s s i v e

t e r m s  h a v e  a  d i m i n i s h i n g  e f f e c t ,  an d  y e t  t h e  sum t o  i n f i n i t y  

i s  n o t  f i n i t e )  -  b u t  i t  m ig h t  b e  e x t e n d e d  b y  r i g i d  

m a t h e m a t i c s .  I t  i s  b e t t e r  t h a n  t h e  p r o o f  g i v e n  i n  t h e  

T h e s i s ,  s i n c e  i t j ^ i v e s  a  b e t t e r  p h y s i c a l  p i c t u r e  o f  t h e  

p h e n o m en o n ,  an d  t h u s  g e t s  a  l i t t l e  n e a r e r  t o  t h e  h e a r t  

o f  t h i n g s .




